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1. Wstep

Zagadnienie wyznaczania naprezen kontaktowych w potptaszezyznie sprezystej, ktorej
brzeg jest wzmocniony pretem, bylo przedmiotem rozwazan kilku autoréw. W pracach
GIRKMANNA, MARGUERRE’A, BIOTA, REISSNERA (por. [2]), rozpatrzono wplyw obcigzenia
poéredniego, ktére przekazywane jest poprzez pret na polplaszczyzne spreZystg. Ostatnio
temat ten — z uwagi na zastosowania (blachownice), zostal podjety przez SZERIEMIETIEWA
[6 7], ktory zajmowal sie wyznaczaniem naprezen w blachownicach o przekroju teowym
i dwuteowym. W pracy LARKINA [5] rozpatrzono wplyw sif skupionych, przylozonych
w plaszczyznie $rodkowej tarczy, na rozktad napreZzern kontaktowych wystepujacych
w miejscu pofaczenia tarczy z pretem. W pracy ARUTUNIANA [4] rozwiazano zagadnienie
kontaktowe dla pétplaszczyzny, ktérej brzeg jest wzmocniony pretem o skonczonej dhu-
goéci. Rozwigzanie tego problemu sprowadzono do réwnania roézniczkowo-catkowego
typu Prandtla.

Gopycxl [3] podal przeglad prac dotyczacych diwigaréw tarczowych z zebrami pod-
porowymi. Przytoczono tam tez analize przydatnodci praktycznej wynikéw teoretycznych
1 do$wiadczalnych; przedstawiono aktualny stan omawianej problematyki ze szczegélnym
uwzglgdnieniem zelbetowych belek—écian. Przeglad omawianej tutaj problematyki, lecz
dla zagadnien termosprezystych, przedstawiono w pracy [1].

W niniejszej pracy rozwiazano zagadnienie wptywu momentu skupionego, lezacego
w plaszczyZnie $rodkowej tarczy, na rozkiad naprezen kontaktowych wystepujacych
W miejscu po{acczema tarczy z pretem. W zakonczeniu pracy przytoczono przyktad licz-
bowy,

2. Sformulowanie zadania

Rozpatrywaé bedziemy polptaszezyzng sprezysta
.0 . D ={x»:x>0, —c0 <y< o},
bedaca powierzchnia érodkowq tarczy o grubosc1 h, majacej modut sprezystosci E, ktdrej
brzeg .
2.2) fg:{(x,y):x=0, — 00 <y < o}
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polaczony jest sprezyécie z pretem; pret ten ma przekrdj Fi i moment bezwladnosci I ; jest
tez obciazony sitami poprzecznymi o intensywnosci r(y). Przyjmowac bedziemy, Ze funkcja
obciazenia r(y) jest funkcja nieparzysta. Zatozymy dalej, ze w punkcie A(x4 = x;, y. = 0)
przylozony jest moment skupiony o wartosci M, ktéry jako para sit réwnolegtych do osi y
znajduje si¢ w plaszczyznie Srodkowej tarczy. Zadaniem naszym bedzie wyznaczenie
naprezen kontaktowych, stycznych i normalnych, wystgpujacych w miejscu polaczenia
preta z brzegiem tarczy. Przystgpujac do formalnego ujecia wystgpujacych w zadaniu
probleméw brzegowych, okreslimy je nastepujaco:

Pret. Mamy wyznaczy¢ funkcje v = u(y) i v = v(p), kolejno klasy C™, C®, ktére
przedstawiaja wspotrzedne, odpowiednio w kierunku osi x i y, wektora przemieszczenia
dowolnego punktu osi preta pofgczonego z tarcza w sposdb sprezysty. Funkcje te czynia
zado§¢ rownaniom rézniczkowym zagadnienia Sciskania i zginania preta prostego

d*
EJFld—yf = —s(y),
2.3)

4

d*u
EJLTV;={I(J’)+’(J’)’

gdzie wystepujace w réwnaniach (2.3) funkcje s(y), g(y) oznaczaja kolejno obciazenie
kontaktowe styczne i normalne wystepujgce w przekroju tarczy x = 0 (brzeg tarczy).

Tarcza. Nalezy wyznaczy¢ funkcje F = F(x, y), ktéra w obszarze & jest klasy C®
i czyni zado$§¢ réwnaniu ptaskiego stanu napreZenia :

' & I
2.4 V3V2F = e f Y, 9dy, dla (x,»)e?,
: Yo
a na brzegu ¥ jest funkcja klasy C® i czyni zado$¢ (por. [6]) warunkom brzegowym postaci

nastepujacej

v 1 ( F 33F)

& = E\aeny 3]
(2.5)
d'u FF OFF
W———[(Z—I— )8x3y 3x33yi]’ dla (x,y)e¢%.

Wystepujace we wzorach (2.4) i (2.5) symbole F, Y oznaczaja, kolejno, funkcje naprezeft
Airy’ego 1 wspétrzedna sity masowej. Te ostatnig wielko§é, zgodnie z naszym zaloZeniem,
przyjmiemy w postaci :

(2.6) Y = —P[0(x, x1; y, 0)—d(x, x, - 4x; y, 0)].

W (2.6) symbolem &(x,x;; y,y;) oznaczono delte Diraca w punkcie o wspdirzednych.
(xls yl)'
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Funkcja F(x, y) powinna mie¢ taki przebieg, aby dla x — oo, y = + o0 spelnione byly
warunki réwnowagi oraz aby funkcje naprezen stycznych i normalnych zerowaly sie dla
przekrojéw tarczy w nieskoficzonosci:

- (')2 e
h .,( 3 2dy — jr(y)dy, dla  x-» oo,
" O°F ~
2.7) h .f Tyzydy“’ _f rMydy+M dla x> o0;
e
digy -0, dla  x-- o,

>*F N &°F

ox? > 0x 0y

Dla zupetnosci sformutowanych zagadnie‘r'l brzegowych potrzebne sg jeszcze warunki

cigglodei rozwiazan na linii x = 0. Warunki te otrzymujemy z pordwnania zaleznosci
(2.3) i (2.5). W naszym przypadku maja one postaé

*F ’rr
S(y) —kh (a a ayi) s

-0 dla y-— 4+ .

5 I F ‘OPF .
GO) () = —xh [(2+v) PR ] dia  (x)€%.

W réwnaniu (2.8) przyjeto

E F, v E T ‘

Eh Eh

Warunki (2.8) wynikaja z réwnan ciggloéci przemieszczen. Oprécz tych warunkow, powinny

(2.9) k=

. . C e, , . 1 1
by¢ jeszcze spetnione rownania cigglosci naprezen na linii x = 0 (rxy =55 0,0, = Zq(y)) .
Doprowadza to nas do zaleznoéci

E
ooy — T RO
(2.10)
‘ FF 1

WZ’EQ(}’); dla  (x,)e?.
Jezeli polgezymy ze soba warunki (2.8) i (2.10), to otrzymamy

PFPF_ 1 #F

axy Vo & oxay

35F &F 1 &*F 1 A

_— —_— = e—— — dl > (‘6’,-

”) (’)x3y4 0x*9)y R xh r); a (%)

W ten sposéb problem zostal sprowadzony do zagadnienia brzegowego, polegajacego
na wyznaczeniu funkcji F(x, y) czyniacej zado§¢ réwnaniu (2.4) oraz warunkom (2.7) i

@.11)
@+
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(2.11). Znajomos§¢ tej funkcji pozwoli obliczyé naprezenia kontaktowe, styczne i normalne,
tj. naprezenia s(y) i q(») [wzory (2.10)], a przy znanym rozkfadzie obcigZzenia r(y) —
umozliwi wyznaczenie pola naprezen w precie. Jezeli chodzi o okreflenie pola naprezen
w tarczy, to uzyskaé to mozemy droga rézniczkowania funkcji naprezen F(x, y). Z tego
tez wzgledu tym zadaniem w pracy zajmowad si¢ nie bedziemy.

3. Rozwiazanie zadania

Zgodnie z zatoZeniem przyjmiemy, ze jedynym obcigZeniem dziatajacym w plaszczyznie
$rodkowej tarczy sa dwie sity skupione (2.6) dziatajace w punktach A(x;, 0) i B(x,+4x, 0).
Sity te sa réwnolegle do osi y, majg te same wartosci, lecz zwroty przeciwne. Przy budo-
waniu funkcji F wykorzystamy pewne rozwigzania zpane dla plaszczyzny sprezystej.
W przypadku bowiem, gdy dziata sita — P, przylozona w punkcie 4(x,, 0), wowczas stan
naprezenia i odksztalcenia opisany jest funkcja (por. [2, 5D

14-» P

3.1) Fy=—-32 TN

1— . . ‘
[ﬁ(m i +:] e~ P¥1=X)sin By dp;

zatem dla sity P, dziatajacej w punkcie B(x;+4x, 0), funkcja okre§lona réwnaniem (3.1)
przyjmie postaé

3.1 Fy = lir—”i [ﬂ(h

~f(xy+dx=x)¢;
-3 ]e sinfydp.
4 7v/10 Jij 14w

W przypadku, gdy dziata para sit (— P, P), wowczas funkcja Airy’ego bedzie sumg funkcji
FyiFy. Jezeli przyjmiemy okrelenia M = lim PAx, a F; = lim (F4-FFj), to otrzymamy

Ax—0 Ax—rw
ostateczme Poon

14y M

(3.2) e %[ﬂ(1 —— ]-ﬂm #sin fiydf

Wprowadzmy do (3.2) nastgpujace oznaczenia

(33) a= -1 fj(ﬂ lzjv)e—m, p L M g,

4 mh ’
woéwezas (3.2) bedziemy mogli zapisaé w postaci

22

(3.2'). Flzf%(a‘l—ﬁbx)eﬂxsinﬂydﬂ.

Poniewai-funkcja (3.2') jest rozwiazaniem dla przypadku tarczy nieskonczonej, obcig-
zonej momentem przytozonym w punkcie A(x,, 0), przeto w rozpatrywanej przez nas
tarczy pojawia si¢ w przekfoju x = 0 naprezenia normalne i-styczne, ktére — ogdlnie
biorac — nie beda réwne. naprezeniom kontaktowym. Otrzymana wiec catke, ktéra dla
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naszego zadania powinni§my uwaza¢ za calke szczegdlna réwnania niejednorodnego (2.4),
nalezy uzupetnié¢ catka ogdlna réwnania jednorodnego. Przy tym wyborze kierowaé be-

dziemy si¢ ksztaltem funkeji (3.2). W-przypadku obciazen przytozonych na brzegu, funkcja
ta ma postaé

@

(3.2) £ [ (e pan)ersinfyds,

w ktdrej wystepuja dwie nieokre§lone funkcje ¢ = ¢(f) 1 d = d(B), odpowiednio do dwu
warunkdéw brzegowych (2.11), gdyz pozostale warunki (2.7) sa przy funkcjach typu (3.2)
spetnione.

Ostatecznie, po dodaniu funkcji Fy i F, otrzymamy funkcjg naprezen w postaci

(3.4) F= f % [(a-+ Bbx) e’* 4 (c 4 Bdx) e~**]sinfydp.

Obcigzenie r(y) przedstawimy w postaci catki Fouriera, dla funkcji nieparzystej; reprezen-
tacja ta moze byé zapisana jako

@«

(3.5) ro)= | r(Bsingyas,
0
gdzie

2
= — * d .
r(f) =~ Of r () sin fudu
Podstawiajac (3.4), (3.5) do warunkéw brzegowych (2.11), otrzymamy
—[1+ Bk +-»)] e+ (Q+28kyd = —[1—pk(1+v)]a—(1—-2pk)b,
[1—2f1+0]c—[2+Fx(1—»))d = —[1+ (1 +v)]a—[2—Fx(1—)]b
Rozwiazujac vklad réwnan (3.6), uzyskamy

(3.6)

. Dc '_ Dd
3.7) =73 d= Dk
gdzie _
D = 14+ 2Bvk+ 285+ fnk (3+2v—v7),
v M, | 4wr(B) - 2—1—511 ( 4lcv)
(3.8) +213f2{’€x11’+4ﬁ3” %[xt+k(2‘3”_1’2)]__Igsk"xx(l"l"’)z},
v M, (ﬂ) px, 3+7v

2B — k) — 28+ Bl (1 +9) (1 59) — 2%y (1 —1—1')2}.
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Korzystajac ze wzoréw (2.10), (3.4), wyznaczymy funkcje naprezen kontaktowych

—-~s(y) f (a-+b—c+d)pcospydp,
(3.9)

/1—151(}’) = f (¢+2b+c—2d)fsinfydp.
0

W zakonczeniu podamy jeszcze, dla ilustracji sposobu rozwigzania, przykiad liczbowy,
ktéry zostat wykonany przy za{ozemu 2e¢ % =k = co. Na podstawie (3.7), (3.8) otrzy-
mujemy

I+y M, 2—=3v—2"4fx (1 +-v)?

(39 4 zh (1 4+»)(3—» ’
1+y M s 14+5v—28(1+7»)x
d= ;
4 mh® 3—p
Sk
'@)
03
02 L <
01 \

\
\ 1 2 G-yl
" A
| e | B
-0z — Sty)_4ay)

N

|
\ / R
]
~03 _ T i
\ / = =y
N A
-g4 X
Rys. 1

a po uwzglednieniu (3.3) i (3.9), uzyskujemy wzory okreslajace naprezenia kontaktowe

l—l—vM

S0) = — fﬂ@ﬂmrMmmw

(3.10)

qm=;ngnf“”mq-mmmﬁ
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Po obliczeniu calek wystepujacych w (3.10), otrzymamy

. 3—r x% = _}jz~—~3 —

St ety v '(1+ﬁf>Ty ’
(3.11)

Y 3 v x? 71j7 _

*(p) L = ’ = s

AOEE 10) = G T

gdzie przez y oznaczono w (3.11) nowa zmienna, okreslona réwnaniem y = y/x,. Wykresy
naprezen kontaktowych stycznych s*(p) i normalnych ¢*(¥), bedace obrazem geometrycz-
nym funkcji (3.11), przedstawiono na rys. 1.
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Pezwme

KOHTAKTHRIE HAIPSHKEHMS B YIIPYTOHM TIONYIIJIOCKOCTH C HOIKPEIJIEHHLIM
KPAEM

"B paGote paccMOTpeHa YIpYras IOJIYIIIOCKocTh, KpaH KOTOPOolf YIIPYTro COEMUHEH CO CTEPHHEN 06Ia-
[AIOLIMM OfipeJlesIeHHbIM CeUeHHEM H MOMEHTOM MHepImy, B mamspefiiies MPHHMMAETCsS, YTO B HEKO-
TOPOH TOUKE NONYMJIOCKOCTH AEHCTBYET COCPeIOTOMEHHBIH MOMEHT, KOTOPBIH, paccMaTpyBaeMblil B Ka-
YeCTBE MapsI Cul, JIeiCTBYET B CepeHHHON muocKkocTH AucKa. IIpuBoaATCs peremss 3agaus O KOHTAKT-
HbIX HOPMAaJIBHBIX M KACATENIBHBIX HANPAM(EHMAX, JIOSBIAIOIIMNXCA Ha COCRHHEHMI CTEeDKHA C Kpaem
aucka. B sakniouenme pmaercst UHCAEHHBIN IMPHMEP. ~
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Summary

CONTACT STRESSES IN ELASTIC HALF-PLANE WITH STIFFENED
BOUNDARY

An elastic half-plane with the boundary elastically connected with a rod of a given crosssection is con-
sidered. At an arbitrary point of the half-plane a moment is applied. The pair of forces forming the couple
is acting in the central plane. The solution for the contact shear and normal stresses acting along the sur-
face between the strip with the half-plane. A numerical example is given.
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