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1. Wstęp

Zagadnienie  wyznaczania  naprę ż eń  kontaktowych w półplaszczyź nie  sprę ż ystej,  której
brzeg  jest  wzmocniony  prę tem,  było  przedmiotem  rozważ ań  kilku  autorów. W pracach
G IRKMANNA ,  MARG UERRE'A,  BIOTA,  REISSNERA  (por.  [2]),  rozpatrzono  wpływ  obcią ż enia

poś redniego,  które  przekazywane  jest  poprzez prę t na półpłaszczyznę  sprę ż ystą. Ostatnio
temat ten — z uwagi na zastosowania  (blachownice), został  podję ty  przez  SZERIEMIETJEWA
[6,  7], który  zajmował   się  wyznaczaniem  naprę ż eń w blachownicach o przekroju  teowym
i  dwuteowym.  W pracy  ŁARKIN A  [5] rozpatrzono  wpływ  sił  skupionych,  przyłoż onych
w  płaszczyź nie  ś rodkowej  tarczy,  na  rozkł ad  naprę ż eń  kontaktowych  wystę pują cych
w  miejscu  poł ą czenia tarczy z prę tem. W pracy  ARUTUNIAN A  [4]  rozwią zano  zagadnienie
kontaktowe  dla półpłaszczyzny, której  brzeg jest  wzmocniony  prę tem o skoń czonej dłu-
goś ci.  Rozwią zanie  tego  problemu  sprowadzono  do równania  róż niczkowo- całkowego
typu Prandtla.

G ODYCKI  [3]  podał   przegląd  prac  dotyczą cych  dź wigarów  tarczowych z ż ebrami pod-
porowymi.  Przytoczono tam  też  analizę   przydatnoś ci  praktycznej  wyników  teoretycznych
i  doś wiadczalnych;  przedstawiono  aktualny  stan  omawianej  problematyki ze szczególnym
uwzglę dnieniem  ż elbetowych  belek—ś cian.  Przegląd  omawianej  tutaj  problematyki,  lecz
dla zagadnień  termosprę ż ystych, przedstawiono w pracy  [1].

W  niniejszej  pracy  rozwią zano  zagadnienie  wpływu  momentu  skupionego,  leż ą cego
w  płaszczyź nie  ś rodkowej  tarczy,  na  rozkł ad  naprę ż eń  kontaktowych  wystę pują cych
w  miejscu  poł ą czenia tarczy z prę tem. W zakoń czeniu  pracy  przytoczono  przykład  licz-
bowy.

2. Sformułowanie zadania

Rozpatrywać  bę dziemy  półpłaszczyznę  sprę ż ystą

(2.1)  ,  3> = {{x,y):x>0,  - oo< j><co},

bę dą cą   powierzchnią   ś rodkową   tarczy o gruboś ci  h, mają cej  moduł   sprę ż ystoś ci  E,  której

brzeg

(2.2)  <<? =  {(x,y):x  = 0,  - o o < j > < o o}
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poł ą czony jest sprę ż yś cie  z prę tem; prę t ten ma przekrój  F:  i moment bezwładnoś ci Ą ;  jest
też  obcią ż ony  siłami poprzecznymi o intensywnoś ci  r(y).  Przyjmować  bę dziemy, że  funkcja
obcią ż enia  r(y)  jest funkcją   nieparzystą.  Założ ymy dalej, że w  punkcie A(xA  =   xlt  yA  =  0)
przyłoż ony jest moment skupiony  o wartoś ci  M,  który jako  para sił  równoległ ych do  osi  y

znajduje  się   w  płaszczyź nie  ś rodkowej  tarczy.  Zadaniem  naszym  bę dzie  wyznaczenie
naprę ż eń  kontaktowych,  stycznych  i  normalnych,  wystę pują cych  w  miejscu  poł ą czenia
prę ta  z  brzegiem  tarczy.  Przystę pując  do  formalnego  uję cia  wystę pują cych  w  zadaniu
problemów  brzegowych,  okreś limy  je  nastę pują co:

Prę t.  Mamy  wyznaczyć  funkcje  u =   u{y)  i  v  =   v(y),  kolejno  klasy  C ( 4 ),  C ( 2 ) ,  które
przedstawiają   współ rzę dne, odpowiednio  w  kierunku  osi  x  i  y,  wektora  przemieszczenia
dowolnego  punktu  osi  prę ta poł ą czonego z  tarczą   w  sposób  sprę ż ysty.  Funkcje  te  czynią
zadość  równaniom  róż niczkowym  zagadnienia  ś ciskania  i  zginania  prę ta  prostego

^"df
(2.3)

gdzie  wystę pują ce  w  równaniach  (2.3)  funkcje  s(y),  q(y)  oznaczają   kolejno  obcią ż enie
kontaktowe styczne  i normalne wystę pują ce  w przekroju  tarczy  x  =   0  (brzeg  tarczy).

Tarcza.  Należy  wyznaczyć  funkcję   F=  F(x,y),  która  w  obszarze  <9)  jest  klasy  C ( 4 )

i czyni zadość równaniu płaskiego stanu naprę ż enia

y

(2.4)  V W  =   j x i  J  Y(x,y)dy,  dla  (x,y)e@,

a na brzegu # jest funkcją   klasy C ( 5 ) i czyni zadość (por. [6]) warunkom brzegowym  postaci
nastę pują cej

d2v  . 1  /   8^F  83

dy2  E  \8x2dy  8y-
(2.5)

d I a  <

Wystę pują ce  we wzorach  (2.4) i  (2.5)  symbole  F,  Y  oznaczają,  kolejno,  funkcję   naprę ż eń
Airy'ego i współ rzę dną  siły masowej.  Tę   ostatnią   wielkoś ć,  zgodnie  z  naszym zał oż eniem,
przyj mierny  w postaci

(2- 6)  Y  =  - P[6(x,  xx;  y,  Q)- d(x,  Xl  + Ax;  y, 0)].

W  (2.6)  symbolem  d(x,x1;  ysy^  oznaczono  deltę   D iraca  w  punkcie  o  współ rzę dnych.
(Xi,  J>i).
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Funkcja  F(pc, y)  powinna mieć taki  przebieg,  aby  dla  x  - »•   oo, y  - + ±   oo speł nione były
warunki  równowagi  oraz  aby  funkcje  naprę ż eń  stycznych  i normalnych  zerowały  się  dla
przekrojów  tarczy  w  nieskoń czonoś ci:

- | - CO  00

C  82F  r
h  I   ~y?i w"*"   r(y)dy>  d la  A-  - > oo.

—  co  —a a

co  oo

r  a zp r
h  - z~rydy- *'  r(y)ydy  + M  dla  x- >oo;

(2- 7)  _i ^  _J
32F  „

• *  O  dla  j ;  - > ±   oo .

D la  zupeł noś ci  sformuł owanych  zagadnień  brzegowych  potrzebne  są  jeszcze  warunki
cią gł oś ci  rozwią zań  na  linii  x  =  O,  Warunki  te  otrzymujemy  z porównania  zależ noś ci
(2.3) i (2.5). W  naszym  przypadku  mają  one postać

,,(  83F
S^- -kh\dx^-V

( 2 - 8 )

dla  (x, y)  e  C6.

W  równaniu  (2.8)  przyję to

/ O  Q\   Ł -   '  i  *,   ł   Ł

ii/ Z  ii/ J

Warunki  (2.8) wynikają  z równań cią gł oś ci przemieszczeń. Oprócz tych warunków,  powinny

być jeszcze speł nione równania cią gł oś ci naprę ż eń na linii x  = O {rxy  =   - rs(y),oy  =  - y- «?(j)l •

Doprowadza  to nas  do  zależ noś ci

(2.10)
1

dla

Jeż eli  poł ą czymy ze sobą  warunki  (2.8)  i  (2.10), to  otrzymamy

i!£  _  aj?!_i_fL  -n
dx2dy  V dy*  k 8x8y  '

(2.11)

W  ten  sposób  problem  został   sprowadzony  do  zagadnienia  brzegowego,  polegają cego
na  wyznaczeniu  funkcji  F (x, y)  czynią cej  zadość  równaniu  (2.4)  oraz  warunkom  (2.7) i
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(2.11). Znajomość  tej  funkcji  pozwoli  obliczyć  naprę ż enia kontaktowe, styczne  i normalne,
tj.  naprę ż enia  s(y)  i  q(y)  [wzory  (2.10)],  a  przy  znanym  rozkł adzie  obcią ż enia  r(y)  —
umoż liwi  wyznaczenie  pola  naprę ż eń  w  prę cie.  Jeż eli  chodzi  o  okreś lenie  pola  naprę ż eń
w  tarczy,  to  uzyskać  to  moż emy  drogą  róż niczkowania  funkcji  naprę ż eń  F(x,  y).  Z  tego
też wzglę du  tym  zadaniem w pracy  zajmować  się  nie  bę dziemy.

3. Rozwią zanie zadania

Zgodnie z zał oż eniem przyjmiemy,  że jedynym  obcią ż eniem  dział ają cym  w  pł aszczyź nie
ś rodkowej  tarczy są dwie siły skupione  (2.6) dział ają ce w punktach A(xlt  0) i B{xl- \ - Ax,  0).
Siły  te są  równoległe  do  osi  y,  mają  te  same  wartoś ci,  lecz  zwroty  przeciwne.  Przy  budo-
waniu  funkcji  F  wykorzystamy  pewne  rozwią zania  znane  dla  pł aszczyzny  sprę ż ystej.
W  przypadku  bowiem,  gdy  działa siła —  P, przył oż ona w  punkcie A(xu  0), wówczas  stan
naprę ż enia  i odkształ cenia opisany jest  funkcją  (por.  [2, 5])

(3.1)

zatem  dla  siły P,  dział ają cej  w punkcie  B(xx+Ax,  0),  funkcja  okreś lona  równaniem  (3.1)
przyjmie  postać

(3.1')  FB =   1±?- L  f  1
u

W  przypadku,  gdy działa  para  sił  (- P,  P),  wówczas  funkcja  Airy'ego  bę dzie  sumą  funkcji
FA  i FB.  Jeż eli  przyjmiemy  okreś lenia  M  =   lim  PAx,  a i F i=   li m  (FA- \ - FB),  to o t rzym amy
ostatecznie  j£ l2!  <tf*- <-w

(3.2)  Ą = ^ ^

o

Wprowadź my  do  (3.2) nastę pują ce  oznaczenia

wówczas  (3.2) bę dziemy  mogli  zapisać w  postaci

co

(3.2')  Ą =   f  ha+pbx)

Ponieważ  funkcja  (3.2') jest  rozwią zaniem  dla  przypadku  tarczy  nieskoń czonej,  obcią-
ż onej  momentem  przył oż onym  w  punkcie  A(xt,  0),  przeto  w  rozpatrywanej  przez  nas
tarczy  pojawią  się  w  przekroju  x  =  0  naprę ż enia  normalne  i  styczne,  które —  ogólnie
biorąc —  nie  bę dą  równe, naprę ż eniom  kontaktowym.  Otrzymaną  więc  cał kę,  którą  dla
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naszego  zadania powinniś my  uważ ać  za cał kę  szczególną   równania  niejednorodnego  (2.4),
należy  uzupeł nić całką   ogólną   równania  jednorodnego.  Przy  tym  wyborze  kierować  bę -
dziemy  się  kształ tem funkcji  (3.2). Wprzypadku  obcią ż eń przyłoż onych na brzegu,  funkcja
ta  ma  postać

00

(3.2")  F2=   f i

w  której  wystę pują   dwie  nieokreś lone  funkcje  c =  c(/S) i  d =   d(fi), odpowiednio  do  dwu
warunków  brzegowych  (2.11), gdyż pozostałe warunki  (2.7)  są   przy  funkcjach  typu  (3.2)
speł nione.

Ostatecznie, po  dodaniu funkcji  Fv  i F2  otrzymamy  funkcję   naprę ż eń w postaci

(3.4)  J-   f  \
o  P

Obcią ż enie  r(y)  przedstawimy  w postaci  cał ki Fouriera, dla  funkcji  nieparzystej;  reprezen-
tacja  ta może być  zapisana  jako

(3.5)  r(y)=  Jrfflń nPydp,
o

gdzie

r(/3) =  —  f  r(ji)sm§/ J,d/ J,.

o

Podstawiając  (3.4),  (3.5)  do  warunków  brzegowych  (2.11),  otrzymamy

Rozwią zując  ukł ad równań  (3.6),  uzyskamy

gdzie

D  =

(3.8)

x -   kv)  - 2{?HĄ -  pnk(\  - HO (1 +   5v) *xk Xl(l+ vĄ .
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Korzystając  ze wzorów  (2.10), (3.4), wyznaczymy  funkcje  naprę ż eń kontaktowych

i  r
]- q(y)=  J

(3.9)

W zakoń czeniu podamy jeszcze, dla ilustracji  sposobu  rozwią zania, przykład liczbowy,
który został  wykonany przy założ eniu, że  K =   k =* oo. Na  podstawie  (3.7),  (3.8)  otrzy-
mujemy

Q  = =  .
M  _llx2- lv- v2+^xl{\ Ą - vf

(3.9')
4  nh

1+1

0,3

0,2

0,1

- 0,1

- 0 ,2

- 0 ,3

/

\

\

\

\
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\

(- 5)/

Y- r)
\

/
/

/
/

/

" — - — - =—«=

Mi
1  A

o  I  ^ i
1  T 8!

2  y=y/ *f

Rys.  1

a po uwzglę dnieniu  (3.3) i  (3.9), uzyskujemy  wzory  okreś lają ce  naprę ż enia kontaktowe

co

(3.10) o
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Po  obliczeniu  całek wystę pują cych  w  (3.10),  otrzymamy

(3.11)

( l t  3 —  v  n  x\  l—vy  _

gdzie przez p  oznaczono  w  (3.11)  nową   zmienną,  okreś loną   równaniem  y  =   j / ^ . Wykresy
naprę ż eń  kontaktowych  stycznych  s*(y)  i  normalnych  q*(y),  bę dą ce  obrazem  geometrycz-
nym  funkcji  (3.11),  przedstawiono  na  rys.  1.
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KOHTAKTHŁI E HAnP^JKEHHH B ynPYrOfl  nOJiynjlOCKOCTH  C nOflKPEIIJIEHHLIM
KPAEM

B  pa6oTe  paccMOTpena ynpyran  nonynjiocKoclb,  Kpaft  KOTopoii  ynpyro  coeflraien  co  cTepWHeM  o6:m-

HaiomHM   onpefleneHHwm  ceiieuweM   H  MOMCHTOJ*  rmepnuH.  B  HanbiieiiineM   npum- iMaeTCH, 'qio  B HeKO-

Topoił   To^Ke  nojiynnocKOCTH  fleił cTByeT  cocpefloTo^enHbiH  MOMeHT, KOToptift,  paccMaTpimaeMbiń  B i<a-

^ecTBe  napŁi CHJÎ   fleiicTByeT B cepeflHHHOH nnocKOCTH AHCKa. ITpHBOflHTCJi  penieniM  3afla n̂  o KOHTaKT-

H H X  HopMantHbix  H KacaTenbHbix  HanpH>i<eHiwx,  nomjiH iomiixcH  na  coeflHHeHHH   CTep>i<iin:  c  KpaeM

a.  B  3aKJiioqeHne  flaeTCH MiicjieHHbifi  npiiMep.  *
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S u m m a ry

CONTACT  STRESSES  IN ELASTIC  HALF- PLANE  WITH  STIFFENED
BOUNDARY

An elastic half- plane with the boundary elastically  connected with a rod of a given crosssection  is  con-
sidered. At  an arbitrary point of the half- plane a moment is applied. The pair  of  forces  forming  the couple
is acting in the central plane. The solution  for  the contact shear  and normal stresses acting along the sur-
face between the strip with the half- plane. A numerical example is given.
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