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1.  Wstęp 

Analiza  noś noś ci  granicznej  rur  gruboś ciennych  przy  róż nych  kombinacjach  obcią ż eń  

zajmuje  w  literaturze  technicznej  sporo  miejsca.  Szczególnie  waż ne,  z  punktu  widzenia 

zastosowań,  są  jednak  takie  problemy,  które  nie  wykazują  we  współrzę dnych  walcowych 

kołowej  symetrii. 

PIECHNIK  i Ż YCZKOWSKI  [2,  3]  stosując  metodę  małego  parametru  uzyskali  rozwią zania 

dla  łą cznego  obcią ż enia  momentami  zginają cymi  i  skrę cają cymi.  W  innej  pracy  Ż YCZKO
WSKI   [9]  wyprowadził  równania  dla  potrójnie  złoż onego  obcią ż enia  rury:  ciś nieniem, 

momentem  zginają cym  i  siłą  osiową,  oraz  podał  rozwią zania  dla  fragmentu  powierzchni 

granicznej  w  okolicy  czystego ciś nienia.  SKRZYPEK   [4]  uogólnił  powyż sze  rozważ ania  wpro

wadzając  dodatkowo  czwarte  obcią ż enie  —  moment  skrę cają cy.  Otrzymany  w  tej  pracy 

układ  trzech  sprzę ż onych,  nieliniowych  równań  róż niczkowych  czą stkowych  rozwią zano 

przy  założ eniu  niewielkiego  wpływu  zginania,  skrę cania  i  rozcią gania  na  noś ność  rury 

poddanej  działaniu  ciś nienia  wewnę trznego.  W  innej  pracy  tego  samego  autora  [5]  uzys

kano  proste,  statycznie  dopuszczalne  rozwią zanie  omawianego  układu  równań  przy  pew

nych  założ eniach  upraszczają cych,  zakładając  mianowicie  nierozcią gliwą  oś  rury  i  pomi

jając  skrę canie.  W  niedawno  opublikowanej  pracy  STOKEY,  PETERSON i  WUNDER  [7]  przed

stawili  przy  zastosowaniu  warunku  plastycznoś ci  Treski  przybliż one,  statycznie  dopusz

czalne  rozwią zanie  w  poczwórnie  złoż onym  przypadku  obcią ż enia  (ciś nienie,  zginanie, 

skrę canie,  rozcią ganie). 

Głównym  zamierzeniem obecnej pracy jest wyprowadzenie  równania  aproksymacyjnego 

(typu  Hermite'a) powierzchni  granicznej  w czterowymiarowej przestrzeni  sił  uogólnionych: 

ciś nienia  wewnę trznego,  momentu  zginają cego,  momentu  skrę cają cego  i  siły  osiowej. 

Najpierw  podamy  rozwią zanie  podstawowego  układu  równań  róż niczkowych  rzą dzą cych 

tym  problemem  (wyprowadzonego  w  cytowanej  wyż ej  pracy  [4])  przy  założ eniu  niewiel

kiego  wpływu  ciś nienia,  zginania  i  rozcią gania  na  stan  graniczny  rurocią gu  skrę canego, 

które  wraz  z  rozwią zaniem  uzyskanym  w pracy  [4]  i niektórymi  innymi  prostszymi  rozwią

zaniami  zostanie  wykorzystane  przy  konstruowaniu  równania  powierzchni  granicznej. 
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2.  Założ enia  i  równania  wyjś ciowe 

1.  Rozważ amy  zjawiska  zachodzą ce  w  przekroju  gruboś ciennego  rurocią gu  cylindrycz

nego  poddanego  jednoczesnemu  działaniu  ciś nienia  wewnę trznego,  siły  osiowej  oraz  mo

mentów:  zginają cego  i  skrę cają cego.  Analizę  prowadzimy  we  współrzę dnych  walcowych 

r,  0,  z  pamię tają c,  że w  omawianym  przypadku  obcią ż enia  stan  naprę ż enia  i  odkształcenia 

jest  niezależ ny  od  zmiennej  z. 

%  Mg 
M  tpf  T  f  M  T T 

i  W  l i i  u  w 

Rys.  1 

2.  Stosujemy  teorię  plastycznoś ci  Hencky'egoIliuszyna,  wzglę dnie  Levy'egoMisesa 

(przy  formalnym  zastą pieniu  odkształceń  prę dkoś ciami  odkształceń ). 

3.  Rurociąg  wykonany  jest  z  materiału  idealnie  plastycznego,  nieś ciś liwego,  izotropo

wego  i  podlegają cego  warunkowi  plastycznoś ci  HuberaMisesaHencky'ego. 

,  4.  Ograniczamy  się  do  analizy  wyłą cznie  stanu  plastycznego.  Dyskusję  tego  problemu 

przytoczono  w pracy  [4]. 

Przy  powyż szych  założ eniach  w pracy  jednego  z  autorów  [4] przeprowadzono  redukcję  

pełnego  układu  szesnastu  równań  teorii  plastycznoś ci  do  trzech  sprzę ż onych,  nieliniowych 

równań  róż niczkowych,  czą stkowych,  rzę du  drugiego  i  czwartego,  dzię ki  wprowadzeniu 

funkcji  naprę ż eń  i bezwymiarowego  modułu  plastycznego: 

{ К  7 Ф '   ? Ф " ) 2 + 4 [ ( 1 * " '  7 * Т + C i " ) 2 +  {H] l}H2+ 

+  3(* :Ycos20+2*;^cos0+A2)  =  o, 

( i + 4 )  [ я п + ^ я!  ¥  • ] + * .  < >. 

D l a  ułatwienia  korzystania  z  tych  wzorów  zachowujemy  przyję te  tam  oznaczenia:  х ,  Я, 

#  oznaczają  parametry  proporcjonalne  odpowiednio  do  krzywizny,  wydłuż enia  i  ką ta 
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skrę cenia  (lub  ich  prę dkoś ci);  Q =  — — bezwymiarowy promień;  Ф ,  W—bezwymiarowe 

funkcje  naprę ż eń  okreś lone  nastę pują cymi  wzorami: 

1/3  \Q  Q 

2<J0  _,,  2a0  1 

(2.2)  ^  =  y=  ф  >  ffz  =  y =  £ z+  у  K  +  ffe). 

]/ з  \.б  F  /  | /з  <?  ]/з  

/ Z '—  bezwymiarowy moduł  plastyczny: 

(2.3)  Я : 

2а0 

7 Т ";  
<т0 — granica  plastycznoś ci  dla  jednoosiowego  rozcią gania;  <p — moduł  w  prawie  fizycz

nym  De  =  cpDa.  Róż niczkowanie  wzglę dem  bezwymiarowego  promienia  Q  oznaczono 

primami,  a  wzglę dem  ką ta  в — kropkami. 

3.  Rozwią zanie  dla  przypadku  duż ego  momentu  skrę cają cego 

Przejdź my  obecnie  do  rozwią zania  podstawowego  układu  równań  (2.1)  w  obszarze 

duż ego  skrę cania,  a  więc  zakładając  niewielki  wpływ  ciś nienia  wewnę trznego,  momentu 

zginają cego  i  siły  osiowej  na  noś ność  graniczną  rurocią gu  skrę canego.  Zastosowanie  me

tody  małego  parametru  pozwala  tu  na  rozprzę ż enie  układu  równań  nieliniowych,  tak  że 

na  poszczególne  poprawki  poszukiwanych  funkcji  bę dziemy  otrzymywać  łatwe  do  roz

wią zania  równanie  liniowe  typu  Eulera. Zastosowanie  praktyczne  rozpatrywanego  zakresu 

jest  raczej  niewielkie, jednak  uzyskane  wyniki wykorzystamy przy konstruowaniu  ogólnych 

wzorów  aproksymacyjnych. 

Rozwią zanie  bę dziemy  przyjmować  w  postaci  szeregów  potę gowych  nastę pują cych  pa

rametrów:  x—  proporcjonalnego  do  krzywizny,  Я — do  jednostkowego  wydłuż enia 

oraz  £ — do  ciś nienia  wewnę trznego  (lub  do  ich  odpowiednich  prę dkoś ci).  Parametry  te 

niekoniecznie  muszą  być  małe.  Otrzymywać  jednak  bę dziemy  wyłą cznie  szeregi  parame

trów  x/&,  A/# i £J&, gdzie •& jest proporcjonalne  do jednostkowego  ką ta  skrę cenia  i w oma

wianym  przypadku jest  także  duż e.  W  efekcie  więc  xj&,  A/#  i  f/#  mogą  być uważ ane  za 

małe. 

Przyjmijmy  rozwią zanie  w postaci 

ф  = 2 E  E*m(e> 
Й0  7 = 0  A =  0 

co  co  co 

/=0  j = 0 k = 0 
co  co  co 

,=o  ;=o Ar=o 
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przy  czym  dla  czystego  skrę cania  odpowiednie  wartoś ci  wynoszą  

(3.2)  Ф о оо = 0;  //„сю = #65  ^ooo =  у Q. 

Rozwią zanie  układu  podstawowego  rozpoczynamy  od  drugiego  spoś ród  równań  (2.1). 
Uwzglę dniając  (3.2)  moż emy  stąd  obliczać  kolejno  Ф и к  jako  funkcje  Hi_Ujjk,  HtJ_ltk 

oraz  H iiJ>k_1.  D l a  poszczególnych  poprawek  funkcji  Ф  otrzymujemy  w  ten  sposób  liniowe 
równania  róż niczkowe  czą stkowe  czwartego  rzę du  o  postaci 

(33)  Ф ',£+~  0'i'jL  +  А Ф ;> +i   * u * + i  =  0) • 

Całkę  ogólną  równania  (3.3)  przyjmiemy  w  formie  szeregu  Fouriera 
00 

(3.4)  Ф т  = Jy, (e )cos(#i0)+0y j k ( e,  o), 

gdzie  Ф у *(р, 0)  oznacza  rozwią zania  szczególne  równań  niejednorodnych  (3.3).  Dzię ki 
temu,  że  w  równaniach  tych  wystę pują  tylko  parzyste  pochodne  wzglę dem  ką ta  d,  dla 
f u n k c j i b ę d z i e my  otrzymywać  wyłą cznie  równania  typu  Eulera  (identyczne dla  wszyst
kich  ;,_/, fc) 

(3.5)  / » ' ' + ^ / » '  ^ / ; ,  i ( i  / i 2 ) / «  =  o, 
Q  Q  Q 

skąd 

(3.6)  Ш   =  Ce ". 

Rozwią zania  ogólne  przyjmują  zatem  ostatecznie  postać  
oo 

(3.7)  Фш = £  ( C „ , e " '  + cn 2 t / ' ' ^ + c „ 3 «
m " ' + c n 4 ^ ) c o s ( ^ ) + 0; j  k ( e,  0), 

л =  0 

przy  czym  m„i,   m„ 4  obliczamy  jako  pierwiastki  równań  charakterystycznych  dla  n = 
0 ,1 ,2 , . .. 
(3.8)  т 4  2 ш 3  т 2 ( 1 + 2 л2 ) + 2 / и ( 1 + и2 )  л 2 ( 1  " 2 )  =  0. 

Obliczanie  poprawek  funkcji  4J jest  znacznie  prostsze.  W  tym  celu  wykorzystamy 

pierwsze  równanie  z  układu  (2.1).  Pamię tając  o  (3.2)  wyliczamy  stąd  kolejno 4y

iJk  w  funk

cji  //;_!,;,*,  ffj,ji, k i ffi,j,ki   posługując  się  równaniami  pierwszego  rzę du  typu 

(3.9)  ч "и ь =и и >,в ) 
o  rozwią zaniach 

(з л о)  Ф т   =  с ф )+Фт (е ,0), 
gdzie *Pyk(g,  0)  oznacza  całki  szczególne  równania  niejednorodnego  (3.9). 

Równie  łatwo  oblicza  się  poprawki  funkcji  H,  stosując  ostatnie z równań  (2.1).  Н щ  
wyznaczamy  stąd  kolejno  jako  funkcje  4/

i_hJik, 4
/

itj_lik,  4/

iJk_1  stosując  równania  rzę du 
pierwszego  postaci 

(З .П)  H' iJk+
  lHm=f tJk{Q,6). 

Rozwią zanie  ogólne  równań  (3.11)  ma  zatem  kształt 

(312)  Н и к  =  Ш +ни к {(,,0), 
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Wykładniki  m21, m22, w 2 3 i m2A są rzeczywistymi  pierwiastkami  równania  algebraicznego 

(3.8)  dla n = 2,  czyli 

(3.20)  m 4  2 w 3  9 w 2 + 1 0 m + 12  = 0, 

natomiast  stałe  C 2 ] ,  C22,  C 2 3  i  C 2 4  mogą  być obliczone z warunków  brzegowych dla  funk

cji  Ф2<и (3.13)  i  (3.14).  Nie  mają  one  jednak  ż adnego  wpływu  na analizę  obcią ż eń  i  obli

czenie  noś noś ci  granicznej. 

Poprawki  pozostałych  funkcji  wynoszą: 

(3.21) 

oraz 

(3.22) 

ш  _  3  cos2e 

2̂00 —  —Ę (lę ) $2 
_3__1_
4Q  d2' 

9  1 
5Q5  & 2 ' 

Wn0  =  — ln Q cos в  

Hm  =  +3 (l   |)cos2ej  ̂ ; 

Hi 
18  1 

002   Q i   § 2 , 
# n o  =  3 ( 2  l n e )T j 2 

W  oparciu o (3.19),  (3.21)  i  (3.22)  i pamię tając  o (2.2)  moż emy  obliczyć  składowe  stanu 

naprę ż enia 

 + aro  j /  M ^ 1 1 2 f  i  *   Ц ,  4 f ł 

>/з  f i  W #  ^  / М 1  / * 9  e3 /  ? 9 _ K 

^ ) _ 1 8 1n 181n/S  ( 
7=  7=  \S 

5 + ^17  51/17  >e 

P  2   / 3  2 

3+/17  3/17̂  
2  _ e  2  cos 0  + 

+  [ ( « «  4 ) C A I E  »  »  +  . . . + y ( ^   ^ ) ] c o s 2 0 ^+  . . . } , 

+ 
91n/5 

5+/17  5  y' 

I    3 + ) / l7  —3 ł / l7\  •  

i 7  \ ( i   +  1/ i7)e  2  '  f (  i + | / i 7 ) e  2  i + 

+ 
18(21nen  cos 0  l)C2LQ 

m 2 1  2 

+ + 

к 2 ! 

$ 3 

cos 20   f 
1 
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(3.23) 

[c.d.] 

oraz 

(3.24) 

2oo  ГЗ  „   ч  •  „ я  x2  3  .  nxk  1 
T r z  =  7 f l *   p ) s i n 2 9 ^ + i s i n 

Parametry  х ,  X, f  we wzorach  (3.23)  i  (3.24)  wystę pują  jak  widać  zawsze w formie  stosun

ków  к /0,  Х /& i  przy  czym  & oznacza jednostkowy  kąt  skrę cenia.  Posługując  się wy

raż eniami  (3.19),  (3.21)  i  (3.22)  moż na  także  uzyskać  wzory na  odkształcenia  (wzglę dnie 

prę dkoś ci  odkształceń ). 

N a  rys. 2 przedstawiono  graficznie wykresy naprę ż eń  dla  trzech  przekrojów  rury  o  sto

sunku  promieni  / 3=1 /2  (0 =  45°,  0 =  180°,  0 =  270°),  uzyskane  w  oparciu  o  wzory 

(3.23)  i  (3.24)  z wykorzystaniem poprawek  rzę du  drugiego  włą cznie.  Obliczenia  wykonano 

dla  wartoś ci  parametrów  £/#  =  0,01,  xj&  =  A/# =  0,12). 

2)  Przyję ta  tu  wartość  parametru  $j&  =  0,01  wynosi  oko ło  1/5  ( £ / # )1 1 Ш Х  [por.  (3.32)]. 
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Przejdź my  obecnie  do  wyznaczenia  obcią ż eń  wywołują cych  stan  plastyczny  rury.  Siłę  

osiową  moż emy  obliczyć  ze  wzoru 

7л  i 

(3.25)  N  =  JJ  a:  dF  =  b2  j'  dO J  azqdq, 

F  0 fi 

a  po  uwzglę dnieniu  (3.23),  wykonaniu  całkowania  i  przejś ciu  do  zapisu  bezwymiarowego 

mamy 

Rys.  2 

Moment  zginają cy  obliczamy  ze  wzoru 

(3.27)  Mg  =  jj  rozco&6dF =  b3  j  Q2dg j  azcosddO, 
F  Д О  



A P R O K S Y M A C J A  POWIERZCHN I  NOŚ NOŚ CI  GRANICZNE J  115 

a  po  wykonaniu  całkowania  i  stosując  jak  poprzednio  zapis  bezwymiarowy  uzyskujemy 

<328>  " • • ~ S  M ' = 2 ( I  " ' ) l  l [ i i £ + 1  ^ ] ^ 

 18  3 (1  /3 )  /? In 
11  «• 

PT* 

yJ.2  36(1  /?3 )  xi2 

fi]   #3  /33  tf3    " " 

Wreszcie  moment  skrę cają cy  otrzymujemy  przez  całkowanie  naprę ż enia  rgz  (3.24),  mia

nowicie 

i 

<3.29)  Ms  =  jj   T0zrdF  =  2nb}  j  r0zQ
2dŁ 

F  /3 

lub  w postaci  bezwymiarowej 

F  x2 

4  <?2 

3(1/3)  Я2  6(1 —jg3)  I 2 

2  #2  3  #2 

gdzie  W0  oznacza  sprę ż ysty  wskaź nik  skrę cania 

(331) 

Ciś nienie  wewnę trzne  obliczamy  z  pierwszego  z  warunków  brzegowych  (3.14),  co  po 

wprowadzeniu  zapisu  bezwymiarowego  daje 

n w  j/3  2(1 fi)   i 

( 3  3 2 )  *  3 ^ r *  y ^ T . 

Równania  (3.26),  (3.28),  (3.30)  i  (3.32)  opisują  w  formie  parametrycznej  rozpatrywany 

fragment  powierzchni  granicznej  z  dokładnoś cią  do  wyrazów  trzeciego  stopnia;  para

metrami  są  x[&,   Xj&,  i  dodatkowo  stosunek promieni /3. 

Przy  konstruowaniu  równania  aproksymacyjnego  wygodniej  bę dzie  się posługiwać wzo

rem  w postaci  jawnej 

(3.33)  ms  =  ms(mg,  n,  q), 

które  uzyskujemy  przez  eliminację  parametrów  x/&,  A/#  i  £/#  z  układu  równań  para

metrycznych  (3.26),  (3.28),  (3.30)  i  (3.32).  Po  przekształceniach  otrzymujemy  w ten  sposób 

ostatecznie 

K  }   m *   1 /34 L  3  8(1  /33 )  9 

1 
6(1/3) 

/?2  1  ,  i 

21/3 (1 — у З>  16(1 —/53)  J 

Równanie  powyż sze  jest  poszukiwanym  równaniem  (w  postaci  jawnej)  fragmentu  po

wierzchni  granicznej  w otoczeniu  czystego  skrę cania. 
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4.  Uwagi  odnoś nie  innych  rozwią zań  

Obecnie  przedyskutujemy  moż liwoś ci  rozwią zania  podstawowego  układu  równań (2.1) 

przy  innych,  nie  rozważ anych  dotąd  sposobach  obcią ż enia,  mianowicie  w  otoczeniu 

czystego  rozcią gania  i czystego zginania. 

Zajmijmy  się na począ tek  analizą  wpływu  ciś nienia,  momentu  zginają cego  i  momentu 

skrę cają cego  na noś ność  graniczną  rurocią gu  rozcią ganego.  Ten typ obcią ż enia,  podobnie 

jak  w  przypadku  omówionym  w p.  3,  nie posiada  wię kszego  znaczenia  praktycznego. 

Zastosowanie  metody  małego  parametru  napotyka  tu na pewne  trudnoś ci,  bowiem  punkt 

odpowiadają cy  czystemu  rozcią ganiu  (p =  0, ms  =  0) jest  punktem  osobliwym  z  uwagi 

na  wpływ  zginania.  Problem  ten był badany  szczegółowo  przez  Ż YCZKOWSKIEGO W  [8], 

gdzie  dla  rury  gruboś ciennej  uzyskano  uogólnione  szeregi  potę gowe  o  wykładnikach 

1, 5/3, 7/3, ...  itd.  Przedstawimy  zatem  rozwią zanie  uwzglę dniają ce  tylko  obcią ż enia ko

łowosymetryczne,  a więc  bez zginania. 

Bę dziemy  poszukiwać  funkcji  naprę ż eń  i  modułu  plastycznego  w  postaci  szeregów 

ф  = E  2фи (е )?&, 
i = 0 j = 0 

(4.i)  wggmAcDW, 
;=o  j=o 

,=0  / 0 

przy  czym  zerowe  aproksymacje  wynoszą  odpowiednio 

Ф о о=  ^oo =  0, 
(4.2) 

Я 0 0  =  ±) /З Д; 
I ,  к  oznaczają,  podobnie  jak poprzednio,  parametry  proporcjonalne  do ciś nienia,  jed

nostkowego  ką ta  skrę cenia  i jednostkowego  wydłuż enia.  Na kolejne  poprawki  modułu H 
uzyskujemy,  w oparciu o  (2.1)  i po wprowadzeniu  (4.2),  równania  algebraiczne.  Poprawki 

funkcji  naprę ż eń  Ф wyznaczamy z  równań  Eulera  czwartego  rzę du  typu 

(4.3)  Ф у " ' +  4  Ф 1У ^bfj  + ŁФ и  =  Mo), 

t:  с  с  

których  rozwią zanie  ogólne  ma postać  
(4.4)  Фу =  d  + Q e H C j l ne  +  Q ^ l n p + ^ v f e ). 

D l a  poprawek  drugiej  funkcji  naprę ż eń  4'  otrzymujemy  jeszcze  prostsze  równania  Eulera 

drugiego  rzę du 

(4.5)  yij+jWj^Me) 

o  rozwią zaniu  ogólnym 

(4.6)  n = C i + C 2 e 2 + n ( ? )
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Ф ц (с >) i  Wijio)  oznaczają  odpowiednio  całki  szczególne  równań  niejednorodnych  (4.3) 
i  (4.5). 

Stosując  do  (4.4) i  (4.6) warunki  brzegowe  (3.13),  (3.14)  oraz  pamię tając  o  (2.2)  wy
znaczamy  składowe  stanu  naprę ż enia  w funkcji  parametrów  f /A  i  0/Л  

2<XQ | / ?2 ( l  g 2 )  I  ,  2p2  Г ( 1  / ? * ) ( ! e
2 ) 

° r  "  | / з  \ ( i  / P ) e 2 я +  3(1   / J2 ) 3  [  ( i  / J 2 ) e 2 

Ą i  e6 ) !  Ł 3  ,  1 

e'  p 3 + t 

2g0  f  /?2( l+g 2)  Ł  .  2p  Г  ( l  ^ ) ( l + g 2 ) 

e6  i M 

(4.7)  az  = 
20е,  f / з  /з2  f  ] / з ^4  г 2  / з <?2  #2 

j / 3  l  2  1  / 52 A  ( 1  / S2 ) V  A 2  12  A 2 

,  2/?2  Г  1/S6  /?4(2 +  g6)]  I 3  ,  \ 

2ffo Г  e  #  e 
Т в г"  13 L2 | /3  A  l 2 | /3  ' 

T r e  =  ?rz  =  0. 

3(1 /52) 3 

] ' 

Wykorzystując  uzyskany  rozkład  naprę ż eń  i posługując  się wzorami  (3.25),  (3.29)  i  (3.32) 

otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enia  na  obcią ż enia  wyczerpują ce  noś ność  graniczną  ruro

cią gu: 

( 4  9 )  W * "  W>o  ~~ j / J A  9 /3(1   /J*J  A 3 

(410  „ _ ' ^   p i  №  e  , 

( 4 Л и ;  " m m f i b "  2  A  1—/32  A 2  24  A 2 +  " 

lub  po dokonaniu  deparametryzacji  układu  równań  (4.8)(4.10) 

( « о  „  =  J % e + ^  ^ , = _ J % Ł ) m ; + . . . . 

Otrzymany  układ  równań  (4.8)(4.10)  opisuje,  w  omawianym  przypadku  obcią ż enia, 

fragment  powierzchni  granicznej  w  sposób  parametryczny,  natomiast  równanie  (4.11)  — 
w  sposób  jawny3).  Wzory  te nie uwzglę dniają  oczywiś cie  wpływu  zginania.  Celem  uzyska

')  Wzory  tc  moż na  również  uzyskać  stosując  rozwinię cia  na  szeregi  po tę gowe  wzorów  podanych  we 

wspólnej   pracy  obu  autorów  [6]. 
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nią  kompletnego  rozwią zania  (potrzebnego  do  budowy  równania  aproksymacyjnego po
wierzchni  granicznej)  poprawki  uwzglę dniają ce  wpływ  zginania  zaczerpniemy  z  pracy 
jednego  z autorów  [8] uzyskując  ostatecznie 

l+p2

  2  1  У6Л2'3 

m„ — 
•75/3_ 

2 j /3 ( l  / ; 2 )  9  80(l /32) 

Równanie  (4.12) jest  pełnym  równaniem  czę ś ci  powierzchni  granicznej  w otoczeniu du

ż ego  rozcią gania.  Nie uwzglę dnia  ono jedynie  ewentualnych  wyrazów  pochodzą cych  od 

łą cznego  działania  ciś nienia  i momentu  zginają cego  (q, mg)  oraz  obu  momentów  (ms,  mg); 

uzasadnione  jest jednak  przypuszczenie, że są to wyrazy wyż szych  rzę dów. 

Przejdź my  obecnie  do dyskusji  wpływu  ciś nienia,  siły  osiowej  i momentu  skrę cają cego 

na  stan  graniczny  rurocią gu  zginanego.  Przyję cie  jako  zerowej  aproksymacji  czystego 

zginania  wprowadza do rozwią zania  jeszcze  wię ksze  trudnoś ci  niż  omówione  poprzednio. 

Taki  stan  wyjś ciowy  posiada  bowiem  linię  niecią głoś ci  i do rozwią zania  należ ałoby  zasto

sować  zmodyfikowaną  metodę  małego  parametru  (metodę  P  L  K ) ,  co z uwagi na  wysoki 

rząd  równań  róż niczkowych  jest  bardzo  skomplikowane.  Również  przyję cie  jako  punktu 

wyjś cia  łą cznego  obcią ż enia  siłą  osiową  i momentem  zginają cym  napotyka  trudnoś ci  tego 

1
  M9 
Mg (max) 

Ru 
Pn, 

га cienkoś cienna  ( 

t pemy(S.P,  M.Ż  

<\A.Gwozdiew[l]) 

[3D 

—  —  =з  — 

0.0  0,1  0,2  0,3  04 

Ms (max) 

Rys.  3 

samego  rodzaju.  Przy  konstruowaniu  równania  aproksymacyjnego  bę dziemy  się  zatem 

posługiwali  wzorami  uzyskanymi w oparciu o pewne  rozwią zanie  statycznie  dopuszczalne 

wyprowadzone  przez  jednego  z autorów  w pracy  [5]. Rozwią zanie  to  wyprowadzone dla 

rurocią gu  poddanego  działaniu  ciś nienia,  momentu  zginają cego  i  siły  osiowej  przy  zało

ż eniu  nierozcią gliwej  osi okreś la  wprawdzie  tylko  kres  dolny, jednak  jest  dość  dokładne, 

gdyż  równania  kinematyczne  są w nim spełnione  wszę dzie  z  wyją tkiem  l ini i  niecią głoś ci 

naprę ż eń  (wzdłuż  której  rozwią zanie  jest  zatem  kinematycznie  niedopuszczalne)4). 

A)  Szczegółową  dyskusję  tego  problemu  i  ocenę  dokładnoś ci  cytowanych  rozwią zań  znaleźć  moż na 

w  pracy  [5]. 
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Poprawki  uwzglę dniają ce  wpływ  siły  osiowej  zaczerpniemy  wprost  z  pracy  [8].  Wię cej 

kłopotu  nastrę cza  uwzglę dnienie  wpływu  momentu  skrę cają cego.  PIECHNIK   i Ż YCZKOWSKI 
[3]  analizowali  wpływ  skrę cania  na  noś ność  graniczną  pełnych  prę tów  zginanych;  Gwo

ZDIEW  [1]  natomiast  badał  to  samo  dla  rur  cienkoś ciennych  (przy  zastosowaniu  waria

cyjnych  metod  teorii  plastycznoś ci).  Porównanie  numeryczne .obu  tych  rozwią zań  (po  spro

wadzeniu  do  dogodnej  postaci  bezwymiarowej)  —  rys.  3,  wskazuje  na  bardzo  małe  róż nice 

w  duż ym  zakresie  obcią ż eń.  Pozwala  to  przypuszczać,  że  odpowiednie  rozwią zanie  dla 

rury  gruboś ciennej,  zawarte  z  pewnoś cią  pomię dzy  obu  rozważ anymi  przypadkami  (dla 

prę ta  i  rury  cienkoś ciennej)  również  nieznacznie  tylko  od  nich  się  róż ni.  D l a  naszego 

problemu  (rura  gruboś cienna)  zastosujemy  poprawkę  na  skrę canie  dla  prę ta  pełnego  za

czerpnię tą  wprost  z pracy  [3],  gdyż  jak  są dzimy  przypadek  ten  bardziej  odpowiada  warun

kom  naszego  zadania.  Należy  jednak  pamię tać,  że  otrzymane  w  ten  sposób  ostatecznie 

równanie  fragmentu  powierzchni  granicznej  w  otoczeniu  duż ego  zginania  jest  wzorem 

niezupełnie  ś cisłym,  tak  z uwagi  na  zastosowane  podejś cie  statyczne, jak  również  na  omó

wione  wyż ej  przybliż enia 

(4.13)  1 6 ( I  + ^ "    2 П  

З л С 1+№ +Р2)  3 (1  /0 (1  F) 

32/S3  ,  3(1/54) 
q 2  v  d£  0,4036 ms

2 4 
я ( 1 + / ? ) ( 1 + £2 ) ( 1  / ?2 ) 2 

Dl a  opisu  powierzchni  granicznej  w  okolicy  duż ego  ciś nienia  bę dziemy  przyjmować  

nastę pują ce  rozwią zanie  wyprowadzone  przez  SKRZYPKA  W cytowanej  we  wstę pie  pra

cy  [4]5). 

(4.14)  9  =  i „ ! _ T 7 r L _ „ l ; _ . _ A _ | „ _ 0 2 l n _ l _ J  _ l>  8(1 — p'6)  9  3(1   /S4 ) 

3(1/>«)*   Ц1 

1 6 ( l  p 6 ) " ' s  9(1 /54) 2 

L    u .1 
2 ( l  ^ 4 ) ( l  ^ j \ "  P  1 П Д  

Wzory  (3.34),  (4.12),  (4.13)  i  (4.14)  opisują  fragmenty  powierzchni  granicznej  w  cztero
wymiarowej  przestrzeni  sił  uogólnionych  przy  omówionych  czterech  sposobach  obcią
ż ania. 

5.  Aproksymacyjne  równanie  powierzchni  noś noś ci  granicznej 

Korzystając  z  wyprowadzonych  powyż ej  i  zestawionych  w  p.  4  wzorów,  podamy  obec

nie  konstrukcję  pewnych  wzorów  aproksymacyjnych  opisują cych  całą  powierzchnię  gra

niczną  w  czterowymiarowej  przestrzeni  obcią ż eń:  ciś nieniem  wewnę trznym,  siłą  osiową, 

)  Cytowane  tu  rozwią zanie  uzyskano  w  [4]  przy  zastosowaniu  pewnych  uś rednionych  warunkó w  brze

gowych.  Autor   podał  tam  również  inne  moż l iwoś ci  spełnienia  warunkó w  brzegowych. 
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momentem  skrę cają cym  i momentem  zginają cym.  Zastosujemy  uogólnioną  aproksymację  

typu  Hermite'a.  Róż ni  się ona  od  klasycznej  aproksymacji  interpolacyjnej  Hermite'a 

uwikłaną  postacią  równania 

(5.1)  f(q,  n, ms,  mg) =  0 

i  wykorzystaniem  warunków  zgodnoś ci  róż nych  pochodnych  czą stkowych  liczonych 

w  punktach  odpowiadają cych  obcią ż eniom  czystym  (pojedynczym)  wzorami  na pochodne 

funkcji  uwikłanych.  Wykorzystamy  mianowicie  wyprowadzone  wyż ej  rozwią zania  ś cisłe 

dla  duż ego  skrę cania  (3.34),  rozcią gania  (4.12)  i  ciś nienia  (4.14)  oraz  rozwią zanie  przy

bliż one  w otoczeniu  czystego  zginania  (4.13). 

5.1.  Warunk i  zgodnoś ci. W  omawianym  zadaniu  dysponujemy  warunkami  zgodnoś ci  war

toś ci  funkcji  oraz  pierwszych  i drugich  pochodnych  czą stkowych  (czystych  i mieszanych) 

w  punktach  odpowiadają cych  czystym  stanom  obcią ż enia.  D l a  wygody  zastosujemy  ozna

czenia  pochodnych  czą stkowych  rzę du  pierwszego AtJ  oraz  drugiego  AiJk,  gdzie  indeks  i 

oznacza  jedno  z  obcią ż eń  q, n, ms,  mg  [z zachowaniem  kolejnoś ci  według  wzoru  (5.1], 

natomiast  indeksy  j  oraz  к — zmienne,  wzglę dem  których  wykonujemy  róż niczkowanie. 

Oto  zestaw  posiadanych  warunków: 

c z y s te  c i ś n i e n ie  w e w n ę t r z ne  (w =  ms =  mg =  0): 

=  ,  1  2/S4  ,  .  1  Sp*  ,  ,  1 
q  =  l n J " з ( Г = ^ ), п  J + 9 ( i  f i Y l n  J + 

д д  =  dq_   ̂ 0 

dms  dnig 

^ £ _ л  4/32  J_  8 / °6  1 

dn  ~  A l ' 2  ~  3(1  /34)  (i  3 ( 1  £ 4 ) 2  Ш  p  +  ••' 

d2q  _  4  16ff4  1 
(5.2)  d j | 2    AK22    ~3(l_py  +  3 ( i l n  p +    • 

?q__,  3(1 /?<)*   P\lp4)  .  1  • 
dml  ~  1 , 3 3  8(1 p6)  +  2 (1 p 6 )  p ^ 

&ą  1  P4  ,  1 

dm\  ~  4  ~  4 ( !    Л  (1 " Ж 1  ~F)  П  0 

Э2^  ó<7  d2q 
0; 

c)ms  dmg  dms  dmg 

c z y s te  r o z c i ą g a n ie  (q =  ms =  mf f = 0): 

=  / 3 ( 1  / 32 ) 

" ™  2 

Э2л  2 ] / 3 / ?2  а2и  / 3 ( 1  л  
( 5 3 )  а^  =  л  п  =  ~ Т = ^ "'  д ^ л  3 3   4 — ' 

д2п  д2п  д2п  Q 

dml  ~~  2 , 4 4 ~~  '  dqdms  dmsdmg 
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c z y s te  s k r ę c a n ie  (q =  n =  mg  =  0): 

4(1  P') 
m'~3(ip*y 

dq  dn  drrig  ' 

dq2  A ^  ~  • 

Shn.    _  4 
dn2  3 2 2  3(1  /3 ) (1  /?4 ) ' 

d2ms  ,  1 

( 5 4)  " Л Г  =  A *   =    в л п  Д 4 Ч, 

dm2   ^ 3  4 4  2 ( 1  ^ ( 1  Л  ' 

~
  АЪ,\2  ~~ 

д д д п  •  , / 3 (i  _p)(i_py 

d2ms  d2ms  _  0 

dqdrrig  dndmt 

c z y s te  z g i n a n ie  (q =  n  =  ms  — 0): 

=  8(1 /?3) 

<) /И а  <7/W0 

=  0, 
d<7  Эй  dms 

а2™,  32i/3/32 

(5.5) 
^ 2    А »  л { 1 + т _ р 2у  

d2nig  _  2л: 

^  =  Л з з =_ 1 ^ о , 4 0 3 6( 1  ^ 2 , 

&mg  _  d2mg  _  0 

dqdms  dndms 

d2n  '  
Wartoś ci  pozostałych  dwуch  pochodnych  czą stkowych,  mianowicie  ( d l a n =  n) 

d2mg  =\  • 
oraz   ̂  ̂ (dla mg  =  mg)  nie są  znane. 

5.2.  Pełna  aproksymacja wielomianem czwartego stopnia. Przyjmijmy  rуwnanie  aproksymacyjne 
w  postaci  osiemnastoparametrowego  wielomianu  okreś lają cego  powierzchnię  graniczną  
w  sposуb  uwikłany: 

(5.6)  alq
2  +  a2n

2+cciqn+ci4q
2n2+ix 5m

2

s+(t 6m
2

g+cx1\mg\n2+ 

+ ocsq
4+a9ti

4+a10mt+ocnmg+xnm
2m2g  + ixnq

2m2+c( lĄq
2m2

g  + 

+ Oi15n
2m2

s + x16n
2m2

g  + anq3n  + di!iqni  =  1. 

2  Mechanika  teoretyczna 
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Taka  forma  poszukiwanego  rуwnania  wynika  ze  znanych  w  literaturze  rozwią zań  dla 

przekrojуw  powierzchni  granicznej,  odpowiadają cej  mniej  złoż onym  stanom  obcią ż enia. 

Wspуłczynniki  a;  wyznaczamy  wykorzystując  warunki  (5.2)(5.5).  Warunkуw  tych  jest 

oczywiś cie  znacznie  wię cej  niż  liczba  parametrуw  w  rуwnaniu  (5.6).  Wszystkie  zerowe 

warunki  spełnione  są  jednak  toż samoś ciowo  dzię ki  przyję tej  postaci  rуwnania  (5.6). 

Z  pozostałych  dwudziestu  niezerowych  warunkуw  może  być  spełnionych  osiemnaś cie.  Tak 

na  przykład  odrzucając  warunki  na  dwie pochodne  A2M  i A2M  otrzymujemy  układ  osiem

nastu  rуwnań,  z  ktуrego  moż na  obliczyć  wszystkie  wspуłczynniki  a;  rуwnania  aproksy

macyjnego  (5.6)6). 

Ostatecznie  na  wspуłczynniki  <x(  otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enia  (czę ś ciowo  reku

rencyjne,  wyraż ają ce  się poprzez  a8): 

oc,  = 
1  =2 

r 

«2  =  <xgn
2, 

(5.7) 

=  2A 

a4  = 
A, 22 

. , . (4 

1 

alnm; 

a5  =  — a,oWs, 
ml 

«6  =  Ł;v\i™\, 

_  (a1  +  6 a8 g

2 ) ( a3 +  a1 7^
2 ) 2 

Ч2  4 |2 ( a i  +  2 a ^2 ) 2 

a7  =  ^2A2Aa9n 

A , 3 3 w 2 

43,11 

q 

m, 

+ 

ml} 

'3,44'"я  

^3,44/И2 

mi 

( A , 3 3 + | f  j ( ^ 1 > 4 4 ^
2  +  ^ 2) 

( ^3,44W2 +OTS)^ 

А . з з Я ^ + Я2 

^3 , l lW 2 
q2

  J 
6)  Dokonany  tu  wybór  osiemnastu,  spoś ród  dwudziestu, warunków ,  któr e  należy  spełnić  jest  podykto

wany  moż l iwoś cią  ła twego  rozwią zania  otrzymanego układu  równań. 
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5.7  m2

s  Г   2  »2 /  1  ,  =г \  A  11 

L c d J  и 3 ( Л 2 , 3 3 т 2 + « )  [  w s \ w s

2  /  n\ 

•  %  =  к |2  + А , з з 4 ( ^ + «8 Й  ^ з ,п  1  1, 
К ^ з , и9 

?2 

[a8?
2 + ^ i , 4 4 , ^ f  / i + a 8 g 2 )  ^ 4 , 1 ,  J  l , 

4  <7 W 2  /  m„] 

a1 3  = 

' " j ( A l l ? 2 +  L  ч  \ч  

I / I  =2 

—  I —  «п т 

и ц  ;=  —^3,22 ( i + a iowj  — ~ ( 4 r  a9h
2\, 

\mi  J  ml \ n2  I 

a 1 6  =  • = [ — « 2 — a 7 |  wg]    Л 4 ) 2 2 т в ( а 6  +  2 а ,,  w 2 ) ] , 

« и  =  Jr   [ — a 3  2 ^ , i 2 ( a ,  +  2a8 ?
2 ) ] , 

r 

«18  =  i :  [  2 Л 2 > 1 а 2  а 3  4 Л 2 _ , а 9 У г2 ] . 
и  

Rуwnanie  (5.6) po  podstawieniu  za  współczynniki  a,  wyraż eń  (5.7) jest  pełnym  aproksy

macyjnym  równaniem  powierzchni granicznej  z zachowaniem  wszystkich warunków  zgod

noś ci  wartoś ci  funkcji,  pierwszych  pochodnych  oraz  niemal  wszystkich  drugich  pochod

nych. 

5.3.  Aproksymacja  uproszczona.  Korzystanie z  równania  (5.6)  jest  dość  kłopotliwe z uwagi 

na  złoż one  współczynniki  a,.  Zaproponujemy  obecnie  uproszczenie  równania  (5.6) do 

postaci  siedmioparametrowej 

(5.8)  Piq2+P2n2+p3qn  + p4ml+psm
2

e  + p6\mg\n
2+p1q

A  = 1. 

Równanie  to pozwala, mimo  bardzo  prostej  budowy,  uwzglę dnić  wszystkie  warunki  zgod

noś ci  wartoś ci  oraz pierwszych pochodnych  w punktach  odpowiadają cych  stanom  czystym. 

Po  rozwią zaniu  układu  równań  dla  współczynników  /?,• otrzymujemy  ostatecznie 

lY  6 Ц  / ?4 )  p  9 ( 1  Я 2  P  1 

P 

4ч2 
ZP2  9 ( 1  Л  

+  3( 1 / 3 2 ) 2 " Z  3{lp2)iqn+
  1 6 ( 1  ń 2 " 1 * " 1 " 

2» 
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+ 

Ъ л2 

64(1  /33 ) : 

4] /3 

9(1 /9  • лЗ  K I " "  " Г  1 
>  1 „ 4

 1 L ы1 
3(1  В4)8/34  ,  1  2/34(15 

ш ~ 4  з4 ) 2  /3 +  ~г  3 ( 1 / З 4 )  " / 3  '  9 ( 1 / З 4 

5.5.  Przykłady . Obecnie  podamy  przykłady  praktycznego  zastosowania wyprowadzonych 

równań  (5.6) oraz  (5.9).  Obliczenia  numeryczne  wykonamy  dla stosunku  promieni  rury 

/3=1/2. 

0,2  0,4  0,6  q 

• 1—rozwią zanie  ś cisłe,  2—(5.10),  3—(5.11) 
Rys.  4 

Z  równania  (5.6) po uwzglę dnieniu  (5.7) oraz  (5.2)(5.5)  otrzymamy  wówczas 

4,420285^2+4,7390759и2~0,0001376д /г

9 ,474986«?

2 / г 2 +1,291364т и2 +1,2083156т2 + 

+0,00128549|т ^и2 4 ,871365<74 5 ,6147095я4 — 

( 5 Л 0)   0 , 4 1 6 9 0 5 4 т4  0 , 3 6 5 0 0 6 7 / м4 ,  0 , 7 8 0 1 9 8 0 / и2 ш 2 

2 ,850218? 2 А ?72 2 ,666694?

2 / ? г 2 3 ,059943 /и2 и 2 

2 ,8645657и2 / г 2 0 ,005823689
, / г 0 ,0016529д «3  =  1, 

natomiast  z  równania  (5.9) 

(5.11)  2 ,834^2 +2 ,370«2  1 ,185^л +0 ,6457 /и2  + 

+0,6043m2  l ,825|m9 l / j
2  l ,362<?

4  =  1. 

Przykład  jednego z przekrojów  powierzchni granicznej,  mianowicie krzywą  w  płaszczyź nie 

(q,  n),  (której  równanie  ś cisłe  jest  znane)  oraz  jej  aproksymacje  wynikają ce  z  równań  

(5.10)  i  (5.11)  pokazano  na  rys. 4.  W  niektórych  przekrojach  stosowanie  rozszerzonej 
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aproksymacji  (5.10)  nie jest  celowe,  gdyż  uzyskujemy  w ten  sposуb  wyniki  nieco  lepsze 

niż z rуwnania  (5.11)  [np. w przekrojach  (n, ms)  czy (ms, mg].  Wynika  to  stą d,  że  od

powiednie  pochodne  Аг,ъ ъ  А ъ ,г г>  ••• obliczane  ze wzoru  (5.11)  mają  tu wartoś ci  zbliż one 

do  ś cisłych  (5.2)(5.5);  uwzglę dnienie  więc  dodatkowych  warunkуw  zgodnoś ci  nie wpro

wadza  bardziej  istotnych  zmian. 

6.  Wnioski  koń cowe 

Zajmijmy  się na koniec  oceną  przydatnoś ci  wyprowadzonych  rуwnań  aproksymacyj

nych  (5.6)(5.7)  oraz  (5.8). 

Pierwsze z nich  otrzymano  przy  założ eniu  wię kszej  iloś ci  warunkуw  zgodnoś ci  pochod

nych  niż drugie.  W tych  przekrojach,  w ktуrych  udało  się uwzglę dnić  zgodność  pochod

nych  drugiego  rzę du  uzyskano  nieco  lepszą  dokładność  niż przy  rуwnaniu  uproszczonym 

(5.8).  Ponieważ  jednak  ilość  swobodnych  parametrуw  jest  mniejsza  od iloś ci  przyję tych 

warunkуw  (w założ onej  osiemnastoparametrowej  postaci  rуwnania  (5.6)),  niektуre  spoś rуd 

warunkуw  (5.2)(5.5)  pozostają  niespełnione.  W rezultacie  w pewnych  przekrojach  lepsze 

wyniki  daje  wzуr  (5.8) (np. w przekroju  n, mg). 

Przy  posługiwaniu  się wzorami  (5.6)(5.7)  wymagana  jest  ponadto  duża  dokładność  

numeryczna,  z  uwagi  na wielokrotne  odejmowanie  liczb  nieznacznie  rуż nią cych  się  od 

siebie, co z uwagi na złoż one  wyraż enia  na wspуłczynniki  a;  może  nastrę czać  pewne  trud

noś ci. 

Do  bezpoś rednich  zastosowań  inż ynierskich  polecamy  więc  stosowanie  aproksymacji 

uproszczonej  (5.8).  Wzorami  (5.6)(5.7)  moż na  się posługiwać  celem  ewentualnej  kontroli 

uzyskanych tą drogą  wynikуw,  ale raczej  tylko w tych przekrojach,  w ktуrych  zapewniono 

zgodność  wszystkich  pochodnych  do rzę du  drugiego  włą cznie. 

Obydwie  aproksymacje  (5.6)(5.7)  oraz  (5.8) mogą  być  uż ywane  wprost  do okreś lania 

noś noś ci  granicznej  rurocią gуw  izostatycznych,  natomiast  w przypadku  rurocią gуw  hiper

statycznych  do znajdowania  moż liwych  plastycznych  schematуw  zniszczenia. 
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Р е з ю ме  

А П П Р О К С И М А Ц ИЯ  П Р Е Д Е Л Ь Н ОЙ  П О В Е Р Х Н О С ТИ  Д ЛЯ П О П Е Р Е Ч Н О ГО  С Е Ч Е Н ИЯ  

Т О Л С Т О С Т Е Н Н О ГО  Т Р У Б О П Р О В О ДА  П РИ  С Л О Ж Н ЫХ  Н А Г Р У З К АХ  

В ы в е д е но  п р и б л и ж е н н ое  у р а в н е н ие  п р е д е л ь н ой  п о в е р х н о с т и,  п ри и с п о л ь з о в а н ии  у с л о в ий  

с о в м е с т н о с ти  по Э р м и т у,  д ля  п о п е р е ч н о го  с е ч е н ия  т о л с т о с т е н н о го  т р у б о п р о в о д а,  н а г р у ж е н н о го  

о д н о в р е м е н но  в н у т р е н н им  д а в л е н и е м,  и з г и б а ю щ им  м о м е н т о м,  к р у т я щ им  м о м е н т ом  и о с е в ой  с и л о й. 

И с х о д н ой  т о ч к ой  я в л я е т ся  в ы в е д е н н ая  в  р а б о те  С К Ж И П КА  [4] с и с т е ма  н е л и н е й н ых  д и ф ф е р е н

ц и а л ь н ых  у р а в н е н ий  с  ч а с т н ы ми  п р о и з в о д н ы ми  (2.1) о п и с ы в а ю щ их  р а с с м а т р и в а е м ую  з а д а чу  п ри  

п р е д п о л о ж е н ии  з а к о на  п л а с т и ч е с к о го  т е ч е н ия  Г е н к и И л ы о ш и на  и ли  Л е в и  М и з е са  и  и д е а л ь но  

п л а с т и ч н о го  н е с ж и м а е м о го  и з о т р о п н о го  м а т е р и а ла  п о д ч и н я ю щ е г о ся  у с л о в ию  п л а с т и ч н о с ти Г у

б е р а  М и з е с а  Г е н к и.  П р и в о д я т ся  р е ш е н ия  с и с т е мы  (2.1) д ля  с л у ч ая  м а л о го  в л и я н ия  д а в л е н и я, 

и з г и ба  и  р а с т я ж е н ия  на н е с у щ ую  с п о с о б н о с ть  т р у б о п р о в о да  п ри  к р у г е н ии  (3.34). 

Д ля  д р у г их  о б л а с т ей  п р е д е л ь н ой  п о в е р х н о с т и, а и м е н н о:  в о к р е с т н о с ти  ч и с т о го  и з г и ба и  ч и с т о го  

р а с т я ж е н ия  д а ю т ся  н е к о т о р ые  п р и б л и ж е н н ые  р е ш е н и я.  Д ля п о с т р о е н ия  п р и б л и ж е н н о го  р е ш е н ия  

и с п о л ь з о в а но  т а к ж е,  п о л у ч е н н ое  о д н им  из а в т о р ов  р е ш е н ие  д ля б о л ь ш о го  в н у т р е н н е го  д а в л е н и я. 

П р и б л и ж е н н ое  у р а в н е н ие  з а п и с а но  в в и де  (5.7).  О но  м о ж ет  б ы ть  н е п о с р е д с т в е н но  и с п о л ь з о в а но  

д ля  о п р е д е л е н ия  н е с у щ ей  с п о с о б н о с ти  и з о с т а т и ч е с к их  т р у б о п р о в о д о в,  и  д ля  о п р е д е л е н ия  в о з

м о ж н ых  в а р и а н т ов  п л а с т и ч е с к их  с х ем  р а з р у ш е н ия  д ля  с л у ч ая  г и п е р с т а т и ч е с к их  т р у б о п р о в о д о в. 

S u m m a r y 

O N  A P P R O X I M A T I O N  O F T H E  Y I E L D  S U R F A CE  O F A  T H I C K  W A L L E D  PIPELIN E  U N D E R 

C O M B I N E D  L O A D I N G S 

Using  the Hermite' s compatibilit y  conditions  derived is an approximate  equation  for  the yield  surface 

of  the section  of a  pipeline  loaded  simultaneously  by internal  pressure,  bending  and twisting  moments 

and  an axial  force. 

The  governing  system of equations  (2.1) for  that  problem was derived in previous  paper   [4] assuming 

the  HenckyIiiushin or   LevyMises theories,  and the  ideally  plastic,  incompressible,  isotropic  material 

obeying the HuberMisesHencky  yield criterion . Presented  is the solution  (3.34) of the system  (2.1)  under 

assumption  that  the  influence  of  internal  pressure,  bending  and tension  on the bearing  capacity  of the 

twisted  pipeline  is small. 

For  other   parts of the yield  surface,  namely  the vicinit y of pure bending  and pure  tension  certain ap

proximate solutions  are given  (4.12),  (4.13). 

Constructing the approximate  formul a the previous  solution of one of the authors for  the case of large . 

internal  pressure  is used  (4.14). 

The  approximating equation  is writte n  in the form  (5.7).  It may be used  directly for  calculation of the 

bearing capacity  of isostatic pipelines.  For the hiperstatic  pipelines,  however,  it may be used  for  findin g 

the  possible  modes of plastic  collapse. 

POLITECHNIK A  KRAKOWSK A 

Praca  została  złoż ona  w Redakcji dnia 28 marca 1969 r.; po raz drugi 30 paź dziernika  1969 r. 


