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1. Wprowadzenie

Dzigki uzyciu ciagéw wielowskaznikowych [1] mozna badaé struktury réznych wiel-
kich systemoéw, jak tez w mozliwie ogélny sposéb formalizowaé pojecie ukladu. Powstaje
przy tym mozliwo$¢ konstruowania analogii réznorodnych zjawisk w klasie pewnych
przeksztalcen i modelowania za ich pomoca wielu odrebnych zjawisk.

Rozwazmy wielki system stereomechaniczny nazwany oscylatorem stereomechanicz-
nym wielowskaznikowym, ktéry rozpatrzono w pracy [2]. Wskazano tam na analogie
mechaniczno-stereomechaniczng w klasie wielowskaznikowego réwnania rézniczkowego
zwyczajnego rzedu drugiego, zwanego réwnaniem oscylatora harmonicznego (matema-
tycznego), lub krétko — oscylatorem matematycznym.

Okazuje sig, Ze mozna t¢ analogie uzasadni¢ badz te rozciagnaé¢ na réwnania Lagran-
ge’a drugiego rodzaju. W zwiazku. z tym nalezy otrzymaé te réwnania w terminologii
stereomechaniczne;j.

Przypominamy, Ze 0 analogii migdzy teoriami (naukami) T i ,T méwimy wtedy, gdy
potrafimy podaé pewna réwnowaznosé

wynikajaca z réwnowaznosci
CLT)=CGT)
ciggéw rozwazan logicznych obu nauk.

Istnieje ciag rozwazan logicznych w mechanice, ktéry umozliwia otrzymanie wielowskaz-
nikowych réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju [3].

Wyprowadzimy je obecnie w terminologii stereomechanicznej z uzyciem ciagéw dwu-
wskaznikowych i tym samym uzasadnimy analogi¢ mechaniczno-stereomechaniczng
w klasie tych rownan dwuwskazZnikowych.

Praca [4] przedstawia t¢ sama analogie w klasie jednowskaznikowych réwnan Lagran-
ge’a. Uogdlnienia polegaja na uzyciu ciaggéw o wyzszych walencjach.

Analogii mechaniczno-stereomechanicznej w klasie wielowskaznikowych réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju po§wigcona jest oddzielna praca.
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Wszelkie rozwazania dotyczace uzasadnienia omawianej analogii prowadzone sa bez
uzycia rachunku wariacyjnego. Zastosowana algebra ciagdw wielowskaznikowych nie
wymaga znajomosci rachunku tensorowego.

2. Ruch dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego. Wigzy

Bedziemy rozwazali przestrzen ciagéw dwuwskaznikowych

(21) zy:[yjljz(x)]7 jl:j2:1’2,---,n; xe<xl,x2 >:

czyli

yll(x)9 "'7yln(x)
. =[f1(X),...,y,,(x)],
ynl(x)1 "'9ynn(x)

utworzona z rozwiazan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 2 dwuwskaznikowych, przy
czym w przypadku ogdlnym mogg one by¢ rzgdu n

2_;(") — 2)7(11)(x’ Zy, Zy', e 2}—}(11—-1)),

y Vi
(2.2) : .
2};'(") - . ==

Ly | LI

ktérych strony prawe sa funkcjami ciaglymi i posiadajacymi ciagle pochodne czastkowe
wzglgdem kazdej zmiennej, przy czym funkcja y(x) moze na przyklad mie¢ charakter
ugigcia prgta w przekroju x.

Definicja 1. Ruchem (jednoparametrowym) ukladu stereomechanicznego dwuwskaz-
nikowego %y nazywa sie kazda funkcje (2.1) lub w postaci uwiklanej

(2.3) 2U(x, %) =20,
czyli
U] [0
| U.(x, %) 0

Przyktadem takiego n? -elementowego uktadu dwuwskaznikowego moze by¢ n odcin-
kow rownolegltych jednej plaszezyzny, do ktérych zamocowano prostopadle jednym kon-
cem po n pretéw sprezystych, Konce tych pretéw sa potaczone sprezysécie kazdy z kaz-
dym [2]. Kazdy pret jest obciazony jedna sita powodujacg wyboczenie.
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Definicja 2. Predkoscia ™ (x) rzedu k, k=1, 2, ..., n nazywa si¢ k-ta pochodna
~funkgji (2.1), to jest

i ds ds _
(2.4) W (x) = g;;;z}’(x) = Tix-"[y'(x)’ cees Yn(X)].
Definicja 3. Rownanie (2.2) lub w postaci uwiklanej
(2.5) G, L D, ) = 20,
czy teZ po rozpisaniu w postaci
(_71(X, 25 2y 250 =D 2}(1-))_ 0
_5,,()6,2},2}',2}”, _._’2}—,(:._1),2;@)) 0_

nazywa si¢ rownaniem (stanu) ruchu ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego.
Definicia 4. Wiezami ruchu nazywamy niezalezne od siebie zwiazki

H(x, %5, %, ..., 50) = 20,

2H:[Hk1kz]’ ]€1:k2:1,2,...,n,

(2.6)

czyli po rozpisaniu

[Hx 5%, .., %] [ o

_Hnl(x’ 2;’ 2}’1 ""2.;("—1))_ 0_
posiadajace ciagle pierwsze pochodne czastkowe w rozwaZanym otoczeniu zmiennych
x’ 2;’ 2;” reey 2}("_1)'
Przyjmujemy, ze badane zjawisko moze podlegaé pewnym ograniczeniom.
Postulat I. Istnieje absolutna zmienna niezalezna x.
Postulat IL Istnieje inercjalny uktad odniesienia.

Postulat IIL Sluszne sa prawa Newtona z tym, Ze czas absolutny ¢ jest zastapiony
absolutng zmienng niezalezng x.

U w a ga. Jesli ograniczymy si¢ do przyktadu wyboczenia sprezystego preta pryzma-
tycznego o dlugosci skonczonej, to y(x) jest jego ugigciem w przekroju opisanym odcieta x.
W przypadku n = 2 otrzymujemy z (2.2) réwnania ruchu ukladu stereomechanicznego
@7 5 =(x, %,
analogicznie do newtonowskich réwnan ruchu [3]
=2, %, ).
Wynika to stad, ze zamiast proporcji

da _
d—tz'zl'(t) =~ zr(t)
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stotnej w przypadku oscylatora mechanicznego dwuwskaznikowego stuszna jest proporcja

d* ,_ _
"07/;2*2)’(«\') ~ y(x),

ktorg otrzymujemy z uwzglednienia dwuwskaznikowej linii ugiecia.
Wtedy wigzy stereomechaniczne, przez analogie do wiezow mechanicznych, moga
przyjmowaé postaé

(2.8) 2H (x, 2y, %") = *0 — nieholonomiczne (rézniczkowe lub kinematyczne),
(2.9) H(x,2y) =20  — holonomiczne reonomiczne,
(2.10) *H(p) =20 — holonomiczne skleronomiczne.

Dla stereomechanicznych réwnan ruchu stawiamy zagadnienie Cauchy’ego.
Definicja 5. Sila stereomechaniczna przez analogi¢ do sily newtonowskiej

F = ma,

m — masa, a — przyspieszenie, nazywamy funkcj¢ liniowa przedstawiona p-iloczynem')

2F = EJ|[%Y" = [(EIWDY, - (BN,
LF ] TEW0y, o Enduyis]
(2.1 ' : = : >
_fn 1 LETmyals s Eondun Y

gdzie
E] =[(EDpnl,  i=h=1,..,n
jest ciagiem dwuwskazZnikowym sztywnosci uktadu, przy czym

F="F(x,%,%),

Fl Fl(xazj’,zj”)_
(2.12) I T ,
L F, LF(x,%,%" ]
jesli '
F=EJy"

w przypadku wyboczenia jednego preta.

Definicja 6. Zwiazki (2.1), (2.12) nazywamy réwnaniami ruchu ukladu dynamicznego
stereomechanicznego dwuwskaznikowego.

Definicja 6.1. Dynamiczne uklady stereomechaniczne spelniajace réwnania wigzow
nazywamy ukladami nieswobodnymi.

) Symbol // oznacza mnozenie dwoch ciggdw wielowskaznikowych w sensie p-iloczynu [1].
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Prawa ruchu dynamicznych ukiadéw stereomechanicznych dwuwskaznikowych sa
uogdlnieniem praw ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicznego zerowskaznikowego.

EJy" =f(x,1,¥),

gdzie EJ jest sztywnoscig preta pryzmatycznego o dlugodci skoficzonej. Wymagaja one
kilku dalszych pewnikdw zgodnych z do$wiadczeniem.

Postulat IV. Z istnienia wiezow 1 ruchu uktadu dynamicznego stereomechanicz-
nego dwuwskaznikowego po nich (ruchu zgodnego z wigzami) wynika istnienie sit dzia-
fania (reakcji) wigzéw 2R na uklad i odwrotnie.

Postulat V. Pod wplywem sit 2F nieswobodny dynamiczny uklad stereomecha-
niczny dwuwskaznikowy 2%y porusza si¢ jak uklad dynamiczny dwuwskaZnikowy swo-
bodny pod dziataniem sit danych i oddzialywan wigzéw, czyli w inercjalnym ukladzie
odniesienia spelnione sa rownania ruchu '

2EJ 117" = *F+7R,

przy czym wspotrzedne ciggu 2y spelniaja odpowiednie réwnania wigzow.

U waga. Sily, ktére nie s3 spowodowane dzialaniem wigzéw nazywamy sitami czyn-
nymi.

Bedziemy rozwazali tylko takie wigzy rozniczkowe, ktore sa spetnione liniowo przez
predkosci (2.4) dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego, to zna-
czy dane réwnoécia przedstawiajaca ciag sum m-iloczynu?)

47£ 2}/+25 — 26,
czyli

2711;;_}_ +21—ln;r’1+51 = 69

Ap Vit . +2yit Dy =0,
wynikajace z ogélnej definicji wigzow
*H (x,%,%") =0,

przy czym 2 oraz 2D sg funkcjami x, 2y i nie wszystkie 2L, i =1, ...,n sa réwne zeru.
Mamy tutaj

D,
Y« YVin : 2111 zlln

Yn1 --- Vnn " 27411 2_Idn

*) Symbol DC oznacza mnozenie w sensie m-iloczynu dwéch ciagéw wielowskaznikowych, a JC przed-
stawia cigg sum m-iloczynu [1]. )
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3. Przemieszczenia mozliwe. Przemieszczenia przygotowane

Niech dany dynamiczny uktad stereomechaniczny dwuwskaznikowy 2y spelnia wiezy
skonczone

(3.1 2H (x, %) = 20,

ktére zastepujemy wynikajacymi z nich wiezami rézniczkowymi®)

0*H ,, ,—, 0*H -

(3-2) Fea L2y ‘1“"'5}‘ =0,

czyli
OH,, , o0H,, ,  O0H
N e Sy = O
()y“y“+ + ()y'l'xynr|+ ox 5
qﬂm ’ + , 9[—{11” , aH,,,, 0
()y“ Y ser T ay"" Ynn "bx -

i wigzy rozniczkowe, o ktérych zakladamy, Zze sg liniowe, to jest
(3.3) 12C%'+2D =10.
Definicja 7. Predkosé *j’(x) dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskazniko-
wego znajdujacego sie w poloZeniu
2} =24
nazywamy predkoscia mozliwa (zgodna z wigzami) w tym poloZeniu, jesli uklad moze
ja posiada¢ w miejscu x, co zachodzi wtedy, gdy ta predko$é speinia réwnania liniowe
wiezow (3.2) 1 (3.3).
Definicja 8. Przez analogi¢ do uktadu
dr=r'ds,
gdzie r — wektor-promient punktu materialnego, ukiad nieskonczenie malych przemiesz-
czen

d¥y = %' dx,
gdzie 2y’(x) jest predkosécia mozliwa dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaz-

nikowego, nazywamy nieskoficzenie malym przemieszczeniem®) mozliwym tego ukladu.
Przemieszczenia mozliwe spelniaja réwnania

O*H , ., 0°H s
%5 N d*y+ xdx— 0

(3.4)

%) Symbol /! oznacza tu cigg sum p-iloczynu tensorowego rézniczkowego rzedu pierwszego funkcji
wielowskaznikowej argumentu wielowskaznikowego [1].

%) Mamy tu na mys§li przemieszczenie uogélnione d%y jako iloczyn dx oraz predkosci 2y’, charakteryzu-
jacej zjawisko stereomechaniczne w ukladzie stereomechanicznym dwuwskaznikowym.
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oraz

(3.5) ‘I 5Cd?y+2Ddx =0,

ktdre otrzymujemy mnozac obustronnie réwnania (3.2) i (3.3) przez dx.
Wezmy dwa przemieszczenia mozliwe

(3.6) d¥y = 'dx,

(3.7 diy = 1y'dx,

odpowiadajace przekrojowi x oraz temu samemu stanowi (polozeniu) dynamicznego
uktadu stereomechanicznego.
Spelniaja one réwnania (3.4) 1 (3.5), natomiast ich réznica

(3.8) 0%y = d¥y—d%
spelnia zwiazki jednorodne

02H =
(39) az; ./_/.62}) =20
oraz
(3.10) _ i 2C 0% = 0.

Definicja 9. Roznicg (3.8) nazywamy przemieszczeniem przygotowanym (wirtualnym)
dynamicznego ukladu stereomechanicznego dwuwskaznikowego %y w miejscu x dla pew-
nego polozenia mozliwego.

4. Podstawowe zagadnienia dynamiki ukladu n’-krotnego. Wiezy idealne

Oznaczmy wymiary n*-ciagu 2y, d’-ciagu 2H(x,2y,%)") = 20, oraz h*-ciggu 2H(x, 2y) =20
przez

4.1 Dim %y = n?,
4.0 y

4.2) Dim2H = 42,
(4.3) Dim2H = K.

Roéwnania (3.9) 1 (3.10) ia‘yvieraja n* niewiadomych wspéirzednych ciagu dwuwskazni-
kowego %y.
Jeéli rownania te sa niezalezne, to wéréd wspdlrzednych

Oyjz = 0¥,
istnieje
4.9 k? = n*—d?*—R?
wspolrzednych niezaleznych.

Definicja 10. Liczbe k* wspdlirzednych niezaleznych ciagu 6%y nazywa si¢ liczba stopni
swobody danego dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n*-krotnego.
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Mowiac o ukiadzie k*>-krotnym bedziemy mieli na mysli ukiad n*krotny o k2 stopniach

swobody.
Podstawowe zagadnienie dynamiki nieswobodnego ukladu stereomechanicznego o k stop-

niach swobody mozna sformutowaé nastgpujaco.

Nalezy okresli¢ ruch
(4.5) =X, x<x<x
uktadu %y oraz oddziatywania wigzéw

(4.6) R =*R(x,%,%")

przy danych sitach czynnych

(4.7) 2F =F(x,%, %)
.1 zgodnych z wigzami jego polozeniach poczatkowych

(4.8) 57 =8¥ ()]0

oraz predkosciach poczatkowych

(4.9) oy = (), -

Jesli nie jest znany charakter wigzéw, to nie sa wiadome oddziatywania 2R i zagadnie-
nie jest nieokreslone, poniewaz liczba niewiadomych 2y, 2R jest wigksza od liczby réwnan
mw4n? > nr4+d*4R.

Podstawowe zagadnienie dynamiki ukfadu steréomechanjcznego staje si¢ okre$lone, jesli
mamy
n— (- d* R = i —d*—h? = k*

dodatkowych niezaleznych zwiazkéw migdzy szukanymi wielko$ciami dy7. Zwiazki te *
otrzymujemy postulujac istnienie klasy wigzéw idealnych.

Postulat VI. WyraZenie®) . 2RI 6% p jako praca sit oddzialywania wiezdw na do-
wolnych (zgodnych z wiezami) przemieszczeniach przygotowanych zeruje si¢, gdy nie
wystepuja sily rozpraszajace, albo wiaczamy je do sit danych, to znaczy

~(4.10) L 2RI =0,

czyli
lRl(S;ll_{— +1|§n6;n = Ry 6y + oo +Runbyun = 0.

Definicja 11. Wigzy stereomechaniczne nazywamy idealnymi, jezeli sity oddzia}ywania,ﬁ
2R na punkty dynamicznego ukladu stereomechanicznego spelniaja zwiazek (4.10).

5. Ogolne réwnanie dynamiki

Rozwazmy dynamiczny ukfad stereomechaniczny n -krotny nieswobodny. Jego réwna-
nie ruchu ma postaé

(5.1) 2EJ || 2y = 2F4?R.

) Symbol ,_, oznacza sum¢ dwukrotna p-iloczynu [1].
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Jesli wigzy sa idealne, to w kazdym polozeniu uktadu dowolne przemieszczenia przygoto-
wane spelniaja rownanie (4.10)

2‘ —
2l R/ 52y|= 0.
Z ukiadu tych dwdch zwiazkéw wynika rownosé

(5.2) 2 CF=2EJT 1133") &% = 0,

ktéra nosi nazwe ogdlnego réwnania dynamiki ukiadu stereomechanicznego.

Podczas ruchu uktadu w dowolnym miejscu x (przekroju) suma prac sil czynnych
i stereomechanicznych sit bezwladnosci®) na dowolnych przemieszczeniach przygotowa-
nych jest réwnd zeru.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by ruch uktadu dynamicz-

nego stereomechanicznego zgodny z wigzami odpowiadal danemu ukladowi sit czyn-
nych 2F, jest spetnienie ogélnego réwnania dynamiki.

’

6. Zasada przemieszczen przygotowanych. Zasada d’ Alemberta

Definicja 12. PotoZzeniem réwnowagi §y dynamicznego ukladu stereomechanicznego n’-
krotnego nazywa si¢ takie jego polozenie, w ktérym ukiad znajduje si¢ w sposéb ciagty,
jesli w miejscu poczatkowym byt on w tym polozeniu i predkosci %y’ wszystkich jego
" punktéw byly réwne zeru. )

Potozenie ukiadu 3y jest wtedy i tylko wtedy polozeniem réwnowagi, gdy ruch

(6.1) y(x) =3y
spelnia ogdlne réwnanie dynamiki, to jest jezeli w tym potozeniu
(6.2) 2 SE I 8%, = 0.

Roéwnosé ta jest trescia zasady przemieszezen przygotowanych.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby pewne (zgodne z wie-
zami) polozenie dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n*-krotnego bylo potozeniem
réwnowagi, jest réwna zeru w tym poloZeniu suma prac sit czynnych 2F na dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych &%y,

Rowno$é (60.2) wyrazajaca zasad¢ przemieszczen przygotowanych jest przypadkiem
szczegélnym ogdlnego réwnania dynamiki (5.2). _

Potraktujmy réwnanie dynamiki jako zasad¢ przemieszczen mozliwych, charakteryzu-
jaca polozenie réwnowagi dynamicznego uktadu stereomechanicznego n®-krotnego, ktére
powstaje z dodania sit bezwladnosci do sit czynnych. Stad wynika zasada d’Alemberta.
Podczas ruchu dynamicznego ukladu stereomechanicznego n*-krotnego mozna dowolne

%) Stereomechanicznymi silami bezwladnosci 2B nazywamy wyrazenie *B — —2EJ /] %y .
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jego polozenia traktowac jako polozenia réwnowagi dodajac sity bezwladnosci 2B do sit
czynnych 2F w danym potozeniu

(6.3) 2F42B =20,

Dzieki tej zasadzie metody statyki przenosza sie na zagadnienia dynamiki.

7. Wspolrzedne niezalezne (uogéinione) ukladoéw stereomechanicznych uogéinionych. Sily uogélnione

Niech begdzie dany dynamiczny uklad stereomechaniczny %y holonomiczny n’-krotny
spelniajacy wiezy '
7.1 2H(x, %) = 2.

Przyjmujemy, ze funkcje 2H w ilosci A* sa niezalezne, przy czym x jest parametrem,
natomiast zmiennych y; jest n>. Wobec powyzszego mozna z réwnan wigzéw wyrazié h*
wspdirzednych (czyli ciagg dwuwskaznikowy wspdtrzednych) przez funkcje n*—h?* pozos-
tatych wspoéirzednych oraz zmiennej x i rozpatrywac te wspotrzedne w liczbie

(7.2) k= n2—p?

jako wielko$ci niezalezne okres$lajgce potoZenia dynamicznego uktadu stereomechanicz-
nego holonomicznego w miejscu x. Takimi wspoirzgdnymi nie koniecznie musza byé
wspdlrzedne kartezjaniskie. Takze wspotrzedne kartezjanskie ciagu 2y (w liczbie #n%) mozna
wyrazi¢ jako funkcje ciagle i rézniczkowalne k*-elementowego ciggu dwuwskaznikowego
parametréw niezaleznych

(7.3) =19, - '@l
1 Zzmiennej x, mianowicie

(7.4) Ty = y(x, %),
przy czym

(7.5) ' Dim?Z%g = k2.

Funkcje te spetniajg tozsamo$ciowo réwnania wiezéw podane wyzej.

Zaktadamy ponadto, ze dowolne (zgodne z wiezami) polozenia dynamicznego uktadu
stereomechanicznego n’-krotnego w miejscu x mozna przy pewnych wartosciach %g otrzy-
ma¢ z réwnan (7.4). ‘

Definicja 13. Wielko$ci 2 wystepujace w réwnosci (7.4) nazywamy wspdlrzgdnymi
uogdinionymi niezaleznymi dynamicznego ukiadu stereomechanicznego holonomicznego
n*-krotnego.

Kazdej wspéirzednej uogdlnionej %g jako ciagowi k*elementowemu (dwuwskaZniko-
wemu) odpowiada sifa uogdlniona 2. Wprowadza si¢ ja nastepujaco.

Niech be¢dzie dana praca 8L sit czynnych 2F jako iloczyn

(7.6) : OL = 2E I 8% ’
Przemieszczenie przygotowane

02

0

1.7) 0%y =22 i 8%,

—_

RN A
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czyli

oy oy
Oy = -0 o+ 8qu,
Vi1 dqn g+ + 3 qr

24
ﬂﬂa
O Tk

jest rozniczka przygotowana funkcji %y(x, %g) przy ustalonym x.
Podstawienie zwiazku (7.7) do (7.6) prowadzi do wyrazenia pracy elementarnej sit

czynnych 2F przez dowolne przyrosty 62§ wspétrzednych uogélnionych 2g

-5}’"" - a.;""a ll+ +

(7.8) 0L = 2F//[ v L 1 525] =,20115%, .

2l |

Definicia 14. Wspélezynnik 2Q (ciag dwuwskaznikowy) przy %G wyrazajacy si¢ wzorem

7.9 9 — [3_] :

d zie T— symbol ciagu transponowanego, nazywamy silag uogdlniona.

8. DwuwskaZnikowe réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju we wspoélrzednych niezaleinych dynamicznego
ukladu stereomechanicznego n’-krotnego

Réwnanie to wyprowadzimy z réwnania ogélnego dynamiki

JCF—2ET 11 %) I 8%, = 0.

Praca dL sit czynnych w uktadzie kartezjanskim
SL=,*FIl &
we wspétrzednych niezaleznych %7 przyjmuje postaé

OL=,20 Il F,,

- %
20 =2Fll [32_] .
Analogiczna postaé ma praca dgL sit bezwtadnosci

8.1 dpL = —2|2§// 8.,

gdzie wedlug (7.9)

gdzie we wspdlrzednych niezaleznych

2— T
®8.2) 2B — (CET I 57") //[ ar] =

d - oy d Oy
=;1,;{(2EJ2 )//[ ﬂ CEIII% )//——?.

6 Mechanika teoretyczna
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Ponadto stwierdzamy, Ze predkosé

_ d ,_ oy ,,., 0y
8.3 2y 2 2 — 2- e
jest funkeja liniowa %g’. Wobec tego
oYy’ 0%y
(8-4) '025, = thj
Dodatkowo z (8.3) mamy
0%y’ d 0%y
8. e
.5 0%’ dx 0%
Jesli bowiem
y=7(x,%),
to
0%y e
iz =P, %),
czyli

0y = 2 > (x.2G
ﬁ:[pl(x’ 5)7 ‘--:_pn(x7 q)]

i wtedy, analogicznie do (8.3), mamy

d oy - 9P /! 2;]'+.021_i 9 7y 1% i—oz-}_i
dx 0%g g~ ox 0% 0% — ox 0q

Wobec powyZszego po uwzglednieniu zwiazkow (8.4) i (8.5) réwno$é (8.2) przyjmie postaé

- d 7 — 02,;’ T 12 02.-}7
8o B glcmryyu| S|} e 5L -

d 0.1 0,8 d oT oT

T dx 0% o%q dx o4 0%’

gdzie T jest energia kinetyczng

1 7 — 1 27
8.7) T =, BBV =5, T

dynamicznego ukladu stereomechanicznego, natomiast

T“ Tl,, 1 E“(yil)zy (ERE E‘lﬂ()”lﬂ)2

T=| =3 :
Tnl T,,,, Enl(yrlll)za ceey Enn(y:m)z

przedstawia ciag dwuwskaznikowy energii kinetycznych tego ukladu.
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Z réwnania ogo6lnego dynamiki mamy
(8.8) 0L+ 85L =0,

lub po wykorzystaniu wyrazen na prace
(8.9) 2(PQ—B) Il 5%, = 0.

Réwnoéé ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wspodlczynniki przy &g sa réwne zeru”).
Zatem zwiazek (8.9) jest rownowazny réwnosci

:F =20
ktéra zgodnie z (8.6) moze by¢ zapisana w postaci

d oT oT
(8.10) dx g T 0g Q.

Ostatnia réwno$¢ nosi nazwe réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju lub réwnan Lagran-
ge’a we wspolrzednych niezaleznych (uogdlnionych) dynamicznego uktadu stereomecha-
nicznego n*-krotnego.

Przykiad Wyprowadzi¢ metoda Lagrangé’a rownania ruchu drgan swobodnych
uktadu stereomechanicznego o n? stopniach swobody.

Przedstawimy przyklad ruchu ukiadu dynamicznego stereomechanicznego dwuwskaz-
nikowego otrzymanego za pomocg rownan Lagrange’a drugiego rodzaju wyprowadzonych
w tej pracy. '

Rozwazmy jeden pret sprezysty o sztywnosci

EJ = a, = const
poddany wyboczeniu sitg
P = a, = const.

W tym przypadku zerowskaznikowe réwnanie ruchu ma postaé
@y’ +ay =0

zwang oscylatorem stereomechanicznym zerowskaznikowym. Otrzymujemy je z zero-
wskaznikowego réwnania Lagrange’a

d oT oT

Foy "oy O
gdzie T jest energia kinetyczng preta.
Rozwazmy nastepnie cigg n pretéw sprezystych [2] usytuowanych na jednym odcinku
I na przyklad utwierdzonych sztywno jednym koncem. Swobodne konce sa polaczone
sprezy$cie. Kazdy pret jest poddany wyboczeniu jedna silg.

) Wynika to stad, Zze wspéirzedne niezaleine ciagu dwuwskaZnikowego g maja zupelie dowolne
przyrosty 4%g.

&*
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Jednowskaznikowe rownanie ruchu ma postaé
tay"+3ay =0,
czyli
an Y’ + oyl Faanyi+ . aany, =0,
WY1+ s 1@y 2@t s A2y =0,
ktéra nazywamy oscylatorem stereomechanicznym jednowskaznikowym.
Otrzymujemy je z jednowskaznikowego réwnania Lagrange’a
' d oT 0T
dx oy oy .
Oscylator stereomechaniczny dwuwskaznikowy przedstawia réwnanie

Ty =,

= 0.

lub
4 25 II_|_ a 6,
gdzie
—EllJlI Elnjln_ FEllJll Lo Eanln’ T
ZEH, sesy Zﬁl;, _EnlJnl EnannJ 11 _EnlJnl Enann_ 1n
4E—J —_ . . * = . . . R
B, oy Eu [EnJu . Endin] (EnJis o Eundin)
_ _EnlJnl Enann-nl __EnlJnl Enann_ nn _J

‘1‘5 = 4E = [(EJ)jljzjgj.Ja
JisJ2, ]3, Ja=1,...,n —ciag czterowskaznikowy wspolczynnikéw sztywno$ci (stalych),
ja="P= [P“ irjsid — ciag czterowskaznikowy sit obcigzajacych (statych).
Energia kinetyczna , T uktadu n?-krotnego
Yir -v Vin
2;, —

Yol e Vun

wyraza si¢ réwnoscig

T, = T{()] = [ﬂ(ﬂ

gdzie
[YUVin o Y11 Vin [yiny’u U
VitV o Yi1Yoal | YinYnt -+ VinVn P o G)?
&'y = . . . = - .
[ymyin - yayia] [ VY13 - VinYon Cym)®* o o).
| Lymyn oo Yn1Yonl | YanYnt oo y,’.,.yi...J
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natomiast
{2y = fan G’ + - & famChm), =
94 VA -_

_ r 7 r I] ’ ’
- lallllyllyll+ +larmuyllynn+ +lallm|ynnyll+ +Iann,,,.y;myllms

przy czym {a(®y')* jest odpowiednio zbudowanym ciagiem czterowskaznikowym energii
kinetycznej dynamicznego ukiadu stereomechanicznego n?-krotnego.
Umawiamy sig, ze energi¢ kinetyczng T zapiszemy w postaci

_ )Tll lTln-
T =
lTnl lTnn

ze wzgledu na formalne podobienistwo do przeksztalcenia liniowego. W tym wzorze

. ’ ’ ’ r
2, Ty = 1a“11y11y11+ +la1"11y11y1"+ +lallxny;ly:,|l+ +lalm,....v1,lyr’ms

2 1./T,,,, - 10,.1,1;}’:’:,.}’;14— +1ann,.1yr’myin+ +lanlnnyr,myr,rl+ e +lann,,,.,y:’m)'yl,m'
Mamy wtedy

T [ faC?).

Podobnie zapisujemy energi¢ potencjalng ukladu
i -

= 3P = 5[t

Energia catkowita ukiadu jest suma

21T = 2T 42T,
przy czym
O'T o
= [, ?azy],
O'T e
o5 = —[Ea]

Ze wzgledu na drgania swobodne 0="0.

Roéwnania Lagrange’a (8.10) stanowia ciag dwuwskaznikowy — uktad ukladéw réw-
nan®). Wynikaja one z odpowiedniego rdézniczkowania funkcji T wzgledem kolejnych
zmiennych.

#) S3 one sluszne rOwniez — jak wiador.;‘lo — W przyiaadku Zizialan.ia na uklad sil posiadajacych potencjal,
czyli przy uwzglednieniu energii potencjalnej.
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Ten sam wynik otrzymamy wprowadzajac pojgcie ciggu energii T, Wtedy kazda
jego wspdlrzedna przedstawia tylko tg energi¢ uktadu, ktdérej pochodna wzgledem odpo-
wiednich wspolrzednych nie jest réwna zeru.

Pochdne. pozostatych wskaznikdéw sa rowne zeru.

Zauwazmy, Ze ten sam wynik uzyska si¢ po zdefiniowaniu pochodnej przeksztalcenia
kwadratowego

a 1 ? 14 ’ ’ ’ ’ ’ ’
'ay,I:‘Z“lanu}'n}’u+1aln“})11}’1n‘|‘ LTI TR/ ‘|‘1a1nm}"11}"nn:|,
1

0 1 '
_Y/_'_ 1“:.1,.1}’:x,,y;1+ +lann,,|yr’my;n+ +lanl,myr,myr’ll'l_ +71ann,,,1ynny;m ’

nu

_skqd

0

7’ ! r ’
0;' Ty = ngyn+ oo Fi@a Yt oo i@, Ym0 1@, Vo,
1

a r ’ ’ N
7 r
a}_)/ 'lrﬂm = 1a11,.1y11+ +lann,.1yln+ +la"lun:ylll+laﬂ""ny!ll+laﬂ"nny"ll'
nn

W ten sposdéb otrzymamy

0|1 = 4725
P [2 i@l )]:[J‘a V]

jeslt oznaczymy

5 1(11111}’11}"11‘|‘ e Qi Y11 Vs e
— 1 aom2
azy, |:2zla(y)| P
............. 5 la,,lnly,,,,y“—|— —|— 1a""m'y""y""
Bedziemy pisali
0 1 &R =
sty | 2 2P| = [ ]
Wtedy
d o | oy
dx oY [2 S“(z}’),] = [|‘;a2y |] =
TITITD 2T R Y A A T .

- ’ 17
LTt ;lanl,.]y11+ +lann,.,.ynn
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Zatem
_ 1anud Ju+t .. ’+‘1aln|,.d Yonsorremnene
2
i_a,I:[ 1a2_)_/”]= .................................. A
dy %5 — 14 ;
| 7lanl,,1d yil"}" .. +l nn,.,.d Yan
()27" £ o —_P“”y”—-}—— ..}..(*Plnln)y""; ..............
_()2}_:_[2113 y]z ...................................... .
""""""" y T nl,.1y11+ —I_(——Pnn,m)ynn

Wobec powyzszego z réwnosci (8.10), danej ciagiem dwuwskaznikowym, czyli ukladem

d T T o
dx 5 T Ry

wynika uklad réwnan rozniczkowych

rr s
lall|1y11+ e +laln1,,ynn+2all“yll+ T +2alul,.,ynu = O,

r’ rr
lanl,ﬂy]l+ +lann,,,,ynn_i_?.anl,,]yll+ +2ann,mynn = O:

ktdry zapiszemy w postaci

25 it 22 o 25 27 5 0
1ann + e +lalnyn —|—2a11Y1+ cre +2[llnyn = 0’

%anl)_/;’—I_ LR +%5nnj}rlll+%‘_1nl}l+ e +%C_1,,,,},, = O
lub

fa%y+4a%y ="0.

Literatura cytowana w tek$cie

1. R. Krzywiec, Ciagi wielowskaznikowe, Zagadn. Drgan Nielin. (w druku).

2. R. KrRzYWrEC, Wyboczenie wielkiego systemu-ukladu wielowskaznikowego pretéw sprgzystych Jjako ruchu
przez analogie, Arch. Bud. Masz. (w druku).

3. R. Krzywiec, Wielowskaznikowe réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju ukladéw mechanicznych wielo-
krotnych jako wielkich systemdw, Zagadn. Drgan Nielin. (w druku).

4. R. KrzYWIEC, Analogia mechaniczno-stercomechaniczna w klasie jednowskaznikowych réwnan Lagrange’a
drugiego rodzaju, Mat. 11 Konf. Dynamiki Maszyn, Rzeszéw 1969 (w druku).



192 R. KRzYWIEC

Pesrome

MEXAHHWKO-CTEPEOMEXAHUYECKAST AHAJIOTUS YPABHEHUH
JIATPAHMKA BTOPOTO ITOPSOKA C IBYMI MHIEKCAMH

B paGore paercsi 0O0OCHOBaHHE MEXaHHKO-CTCPEOMEXaHHMUECKON aHAJIOTMH BTOPOTO POJa YpPaBHEHHIt
Jlarpanyka ¢ ABYMS HHIEKCAMM, BhIBEACHHBLIX HA SI3bIKE CTEPEOMEXAHMKH 0€3 HCIOJIb30BaHNs BapHaLHo-
HHOTO M TEH30PDHOI'O WCUMCJIEHHMH.

TeopeTHueckne pacCy)KOeHHSI NOMUTOMKEHBI WX INPUMEHEHHEM I BbIBOLAa YPaBHEHHH CTepeo-
MEXaHHUECKOTO OCHUIUIsITOPa. TaKna o0pa3oM yKasaHa TaKyKe MEXaHHKO-CTEPEOMEXaHHUECKas aHaNorHA
YPaBHEHHI rapMOHHUECKOro (MaTemaTUuecKoro) ocumuiAropa. ITpu paccmorpennn Bonpoca SbInyg Herno-
JB30BaHbl IMOCICAOBATEIBHOCTH € ABYMS M UETbIpeMs HHIECKCAMH.

Summary

MECHANICAL-ELASTIC ANALOGY IN THE CLASS OF TWQ-INDEX LAGRANGE
EQUATIONS OF SECOND KIND

The analogy has been derived without using the variational and tensor calculus.

Theoretical considerations are illustrated by their application to the derivation of the equations of
a two-index elastic oscillator. This proves the mechanical-elastic analogy in the class of harmonic (mathe-
matical) oscillator equations.

Multi-index series (2-index and 4-index in particular) have been used in the paper.
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