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1. ZaloZenia ogblne

Do rozwazaf przyjmuje si¢ ukiad mechaniczny w sensie ogdlnym. Cechy ogdlnosci
dotycza przede wszystkim struktury ukladu, obciaZen statycznych i dynamicznych oraz
wymiaréw i przeznaczenia ukiadu. Zakladamy, Ze rozpatrywany uklad mechaniczny
jest opisany zbiorem wielkosci W; = W,, W,, ..., W,. Sposrdd zbioru W, wyodr¢bnia
sie grupe wielko$ci statych — tak zwanych parametréw (podzbidr A) oraz grupe wielkosei
zmiennych zaleznych od charakteru obcigZenia, warunkéw otoczenia i sposobu eksploa~
tacji ukladu (podzbidér B). Podzbidr parametréw miesci sie w zakresie 1 < j < k, a wiec
obejmuje wielkodci W; = W, W,, ..., W,. Na etapie syntezy i projektowania ukfadu
wielkoSci W; moga wystepowa¢ jako zmienne, lub tez moga by¢ funkcjami W; (X;) innych
wielkosci X; = X, X,, ..., X,. W czasie eksploatacji ukladu wielkosci W; i funkcje
W, (X;) maja wartoéci stale 1 przyjmuja nazwg¢ parametréw. Mogg co najwyzej ulegaé
niewielkim zmianom ze wzgledu na starzenie si¢ ukladu.

Do drugiej grupy zaliczamy podzbiér wielkoécei, ktéiych numery mieszcza si¢ w za-
kresie k+1 = j < n. W czasie eksploatacji uktadu ulegaja one zmianie w sposéb regulo-
wany wedtug okre§lonego programu, lub w sposéb przypadkowy uwarunkowany warun-
kami uzytkowania. Wielkosci nalezace do podzbioru B moga wystepowaé jako zmienne
niezalezne lub jako funkcje czasu W;(1r) = Wiy (7), Wipo(7), ..., W,(r). Wielkosci te
i ich funkcje odpowiednio ze soba powiazane wystepuja jako charakterystyki uktadu
H,, Hy, ..., H,. W zalezno$ci od postaci matematycznej W;, moga wystgpowac jako
funkcje lub funkcjonaty. Mozna je rozpisaé nastepujaco:

Dla podzbioru 4:

Hl = Hl(le W2: ey Wk) = Hl(I/Vjék)

1.1 H, = Hy(W, W, ..., Wk):H2(Wj<k)
H = HW,, Wi, ..., W) = Hl(Wj;k)
lub
H, = H W (X)), Wy(X)), ..., Wi(X)] = H,[W;2(X)]
(1,2) H, = H2[W1(Xi)s W2(Xi)’ sy Wk(Xi)] = H2[Wj<k(Xi)]

Hz = HI[W1(Xi), I’Vnz(Xi)‘, sey Wk(Xi)] = Hl[VVjék]

3*
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Dla podzbioru B:

. H1+1 = Hl+l(Wk+15 Wk+27 1rey I/Vn) = Hl+1(Wj>k)
(1.3) Hyy = Hioys(Wists Wizs o, Wo) = Hypo(Wioy)

Hm = Hm(Wk+17 Wk+27 L] I/Vn) = Hm(I/Vj>k)

lub

Hyyy = Hiyp (Wi 1(7), Wi (1), -, Wo(@)] = Hipl[W;,1(7)]
(1.9) Hy, = Hyo[ Wi (7)), Wipa(2), o) W,(0)] = H1+2[Wj>k("7)]

Hm = Hm[Wk+1(T)s Wk+2(‘5)7 ---,—W,,(T)] = Hm[Wj>k(T)] ’

gdzie wskaznik i wystepujacy przy wielkoéciach X, przyjmuje wartodei 1, 2, ..., u, a wigc
mieéci si¢ w zakresie | £ i < pu.

Charakterystyki dla podzbioru 4, a wigc dla zakresu 1 < i < [, bedace na etapie syn-
tezy funkcjami Hy(W;«,) lub funkcjonalami H|[W;(X;)] w ukladzie eksploatowanym
wystepuja jako wskazniki o; = p,, 04, ..., 0,.Charakterystyki dla podzbioru B w zakre-
sie I41 € i £ m, wystepujace jako funkcje Hiy (W;.y), lub funkcjonaly i Hyy [ W o4 (7)]
sa uzytkowymi charakterystykami uktadu mechanicznego.

2. Zagadnienie kryterium optymizacyijnego i wielko$ci optymizowanych

Proces optymizacyjny poprzedza sig przyjeciem odpowiedniego kryterium E, zba-
danjem wplywu wielko$ci #; i wyborem wielkosci optymizowanych U; sposréd W;.
W zaleznoéei od postaci matematycznej charakterystyk, kryterium optymizacyjne moze
by¢ funkcja lub funkcjonatem, a wigc:

Dia podzbioru 4

(2-1) . EA == EA(U{) = EkStr Hi(Wjék)
U W,
lub
2.2) Ey=EQU(X)] = ekstr  H[W;4(X)];
U XDeW )(Xy)

Dla podzbioru B

(23) EB = EB(Ui) == ekStrH[(I/I/j>k) -
UeW,

lub i

(2.4) EB = EB(U,) = ekstr H,‘[Wj>k('ﬂ)] .

UXeW (X))

Wystepujace w zwiazkach kryterialnych i przy wielko$ciach optymizowanych U ma
inne znaczenie niz i wystgpujace przy charakterystykach, Dla wielko$ci optymizowanych
w podzbiorze A miesci si¢ ono w granicach 1 < | & k, natomiast w podzbiorze B w zak-
resie k+1 < i & n. Dla charakterystyk i przybiera wartoéci w zakresie 1 < i < m.
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3. Warunki ograniczajace

Wartoéci wielkosci optymizowanych wyznaczone matematycznie nie zawsze moga
by¢é przyjete ze wzgledu na ograniczenia geometryczne, cigzarowe, ekonomiczne, fizyczne
lub inne. W zwiazku z tym, w zagadnieniach optymizacyjnych musza byé uwzglednione
warunki ograniczajgce. Realizuje si¢ przez nalozenie ograniczen, zaréwno na wielkosci
optymizowane jak i na kryteria optymizacyjne. Zakladamy przedzialy zawarte pomiedzy
wartoéciami gérnymi g i dolnymi 4.

Zgodnie z tym mamy:

3.1) (W 2 W; 2 (W),

(3.2) W,(xk < Wi(Xy) < [W,(X0)],,
(3.3) (W, < Wi(0) < [Wi(D))s

(3.4) . [EU) < EQU) < [EUY),,

(3.5) | {EIU(X)a < BLUO) < (BN,
(3.6) (U@} < EUM0) < {E[U@)])},-

W zalezno$ci od konkretnych zadan optymizacyjnych, warunki ograniczajace moga
byé natozone réwniez na pochodne funkeji [W;(X))), E(U;) lub funkcjonaty E[U;(X))]
i E[U(7)).

4. Budowa charakterystyk wogoélnionych

Zamiast klasycznych charakterystyk ukladu mechanicznego H,, H,, ..., H,, wpro-
wadza si¢ charakterystyki vogdlnione. Sa nimi: efekt techniczny F, funkcja wysitku X
oraz efekt ogdélny 4 bedacy ilorazem F oraz K. Efekt techniczny ukladu mechanicznego
jest definiowany jako charakterystyka uogdlniona okreSlajaca wilasciwoéei techniczne
ukladu z punktil widzenia realizacji celu. W zwiazku z tym jest ona funkcja zaleina bez-
pofrednio od charakterystyk H;, H,, ..., H,, a posrednio od wielkoéci W, W,, ..., W,.
Jedli zbidr wielkosci czesciowo lub catkowicie wystepuje w postaci funkeji, wowczas efekt
techniczny jest funkcjonatem. MoZemy wiec zapisaé:

@.1) F=FH,, H,,..,H,)=FW,, W,, .., W,) = F(W;)

lub
F=F[H (W;z), H:(Wjzi), ., HolWizi),

“.2) Hi (W) Hy(Wisi)s «r s HolWisi)] = FIW (X)), Wy(X), ..., WiailX)),
Wir1(2)s Wi (@), ..., Wo(@)] = FIW(X;, 7). .

Niech wielkosci W, wystepujace jako elementy zbioru 4 maja wiasciwoéci techniczne
opisane przez P(p;) i whsciwosci ekonomiczne okre§lone przez K, (W, a;). Natomiast
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wielkosci W, wystepujace jako elementy zbioru B niech maja wiadciwosci techniczne
Z(z;) i ekonomiczne K (W}, a;). Wtedy oba zbiory mozemy rozpisa¢ w postaci:

B - . Pp)
3) A= {WJ(] =120 R ey af)}’

sy
(4.4) B={W1=k+1,k+2’---’")= K(?v)Va)}

Zwiazki pomiedzy zbiorami 4 i B zapiszemy nastgpujaco:
@5 AU B=V={W({i=1,2,.,n}= _
= {W(j=1,2,...,k} v {(W,(j=k+1,k+2, ..., n}.

4.6) Wi(j=1,2,...,me(4d y B)l=
=[W,(j=1,2,....,k) € A] V [W;(j=k+1,k+2,...,n) € B].

@.7) ANB={W(=1,2,...k} 0 {W(=k+1,k+2, ..., n} = 0.

Nalezy przy tym zauwazyé, Ze pewne typy ukiadéw mechanicznych posiadaja kilka
zakresowos$ci pracy. Niech funkcja R(r;) przyjmujaca wartosci dyskretne:

1 dla jednozakresowego uktadu
C dla wielozakresowego ukladu

-]

opisuje stan zakresowosci uktadu. Efekt techniczny ukladu F(W;) moze by¢ okreSlony
jako iloczyn funkcji opisujacych wlaSciwoéci techniczne w zbiorach 4 i B oraz funkcji
zakresowo§ci R(r;).

Ustalajac, ze:
1) P(p;) — okre§la wladciwosé elementdw zbioru A, przy czym p; sa wybierane spoéréd
W; w zakresie 1 < j < k,
2) R(rj) i Z(z;) — okreflaja whadciwodci elementéw zbioru B, przy czym r; sa wybierane
spo§réd W, w zakresie k+1 = j = g, natomiast z; sa wybierane
spoéréd W; w zakresie g+1 < j < n.

Zwigzki na efekt techniczny (4.1), (4.2) beda miaty postaé:

(4.8) F(VVJ) = P(py, P2, ---;Pk)R("k+1, Tryos o) rg)z(zg+1: Zhyns vy Zn) =
= P(pj)R(rj)Z(Zj)
Iub

49 FIWi(X,, D = Plp,(X), pa(X0), oo, BUXOIR Py (XD, a0, e, 1 (D] X

X Z[2511(7)s Z12(D) . .-, 2,(D)] = Pp; (X)) R[r;(XD]) Z[z,(X7)]
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W ogdlnym przypadku wyrazenie (4.9) moze mieé jeszcze inne postacie, mianowicie:

(4.10) FIWi(X:, D) = P(p) R(r)) Z(z)),

(4.11) FIW(X;, D) = P(p) RIry (XD Z[z;(7)],
(4.12) FIW,(X:, ©)] = Plp;(XDIRIr/(X)]Z(z)),
(4.13) FIW(Xi, O] = Plp;(X)IR(r)) Z(z)),
(4.14) FIW(X;, O] = P(p) RIr/(X)] Z(z)),
(4.15) FIW,(X;, O] = P [p(X)IR(r) Z[z(7)].

Funkcja wskaznikéw uktadu jest zalezna od oy, ¢,, ..., 0, Mozna jg przedstawié jako
iloczyn tych wskaznikéw podniesionych do odpowiednich wykladnikéw wag w,, w,, ...,
w,; Z tym, Ze wprowadzenie w; ma regulowaé rézny stopien wplywu p; na efekt technicz-
ny. W zwiazku z tym, mamy:

(4.16) P(p) = P(p1, P2 - 20 = (@)(02)°%, o5 (o) = [ [ (o)™
lub

i=v
(4.17) Plp ) = | | leCre.
Funkcja zakresowo$ci R(r;) przyjmuje okre§lone wartoéci dyskretne zalezne od rodza-
ju i przeznaczenia ukiadu.
Funkcja stanu procesu Z(z;) opisuje dynamike ukfadu i jest réwnowazna calce z cha-
rakterystyki gtéwnej H(z) w okresie czasu pracy ukladu 7,—7,_,. Dla jednego wlaczenia
ukladu, funkcja Z(z;) ma postac:

T

(4.18) Z(2gy1s 2g12s 2 = | H@)de
lub -
(4.19) Z[z;m)) = [ HizjD)dr.
Dia d wlaczen: -
(4.20) Zy(z)) = S‘ ) lﬁi(r)dr
i=1 Ty
lub
{=d T
(4.21) C Zlz@) =) [ Hiz@e.

=1 Ty

Po uwzglednieniu zwiazkéw na P(p)), Pipi(X)l, Z(z;) i Z[zi(r)] we wzorach (4.8)
i (4.9), otrzymamy wyraZenia na efekt techniczny, kolejno dla jednego wiaczenia oraz
dla d wiaczen:

(4.22) F,(W) = PR )Z(z) = | [ () R¢p) [ H)dr,

Ti—1
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(4.23) FW;)= R(r ,-)ﬁ (Qi)miéfr f | H(v)dv

lub -

(4.24) F W, (X)) = [I [os(X)IRIr (X)) f Aoy,

(4.25) Fw o= [ | xR, D) [ HizZ,(x)lde.

i=1 Ty

Wiadciwoéei techniczno-ekonomiczne wielko§ci W; jako elementéw zbioréw A i B,
sa opisane przez funkcje wysitku budowy K,.(W;, a;) i eksploatacji ukladu K (W, a)).
Caly wysilek zwigzany z wykonaniem 1 uzytkowaniem ukladu mechanicznego moZna
wyrazi¢ przy pomocy ogdlnej funkcji, a wigc:

(4.26) KW, a)=
i=d i
= K, W), ) +KW;, a) = KW, a)+ KW, a) K (W, a)+ D) [ Kau(d)dr,
: i=1 Tio1
przy czym:
K(W), a)) = KW, a)+Ky(W), a)+Kp(W), ai),

K(Wj, a;) — funkcja wysitku zwigzana z synteza i projektowaniem ukladu mecha-
nicznego;

K,(W,, a;) — funkcja wysitku zwigzana z wdrazaniem projektu uktadu do produkcji;

K,(W;, a;) — funkcja wysitku zwigzana z produkcja ukladu mechanicznego;

I?E(Wj, a;) — jednostkowa funkcja wysitku eksploatacyjnego ukladu mechanicznego.

Iloraz efektu technicznego i funkcji wysitku bedziemy nazywaé efektem ogdlnym
ukladu mechanicznego A. W zaleznoéci od postaci matematycznej efektu technicznego,
efekt ogdlny przyjmuje forme funkcji A(W;, a;) lub funkcjonatu A[W;(X)), a;]. Wyko-
rzystujac zwigzki na F i K, otrzymamy podstawowe wzory ogdlne na efekt ogdlny. Ko-
lejno mamy:

Al(Wj, al) = }'(Wl, W25 frrs Wn’ ay,4ay, .-, am) =

_ F(Wl,WZ,"', Wn) .
KW, a)+K(W;, a)+K,(W;, a)+K (W, a)

I )" R(r) § H@dr

(4‘27) | - Kw(”{i} a;)_'—‘[‘{_eé Wj’ al')
_ [T e)Ry) ] Hde _Fw)
- B K(Wj, al) ’

Ks(VVj; ai)+Kd(Wj’ ai)+Kp( Wj; a)+ f X,e(T)dT

Ti~1
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=1 T
H@Mm<)2 [ H@)dr

A i = St
(Wi, @) K.(W,, a)‘l_Kezl(W./’ a))

(4.28) i=v» I=d T _
H(Qi)m‘R("J) f=21‘ f H(z)dr
KW, a)+ KW, a)+ K (W), @) + Euf (@
_ F[WI(XI)! WZ(XI')’ ) I/VH(XI)] __
AL[VVJ'(Xi)s a;) = Kw(Wj> ﬂ])‘l‘Ke(W_], ai) =
(4.29) i=v S
H[QI(XI)]m'R[rj(Xl)] f H[ZJ(T)dT
= KW @) KW, a) YW, ay K7, )
_ FIW (X))
AW X0, ) = g aS Red Wy @)
(4.30) H[g (X)*R[r;(X)] 5 f z,()]dr

KmmaH«xW“m+Kan,o+2 [ Ry

Ly,

We wzorach (4.28)-(4.30) podano jedynie dwa podstawowe przypadki. Pierwszy za-
wiera efekt techniczny w formie funkcji, a drugi w formie funkcjonatu. Odwrotno$¢ efektu
ogolnego stanowi tak zwany efekt wysitu S.

5. Modele optymizacyjne

Zgodnie z zalozeniami, przyjmuje si¢ charakterystyki uogdlnione jako kryteria opty-
mizacyjne. W my$l postulatéw wynikajacych z problemu celu, efekt ogélny winien przyj-
mowaé najwieksza warto$¢, natomiast efekt wysitku najmniejsza wartodé, W zwigzku
z tym, podstawowy model optymizacyjny moZemy rozpisa¢ kolejno dla funkcji i funkcjo-
natu, uwzgledniajac zwiazki dla Ai S:

F(W))
E,(U) = EfE MW,,a) = A (W), ;) = max -
ll( l) ( I ) 15,1(2-:;1 l( i a) UiGWjKW(W]!al)—l_KE(WJ’ai)

G.0) = ©
[1 @) R(y) [ A@ds

= max fi .
UeW, K (WJ: ;)‘l'Kd( i)‘l'Kp(Wj: ai)+Kz(Wj! al)
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F,(Ww))
52 E Ui = mx). i = 2. W, 1) = d J —
5.2) 2a(Uy) = W, a) [111362;‘7/(1 W, a;) Um,fv)V(JKw(Wj’ai)‘i’Kez(m,di)
I=v i=d %;
[T@)*R(r) _Z [ H(dr |
= max Ti-1 — ’

UeW,

Ks(Wj’ ai)+Kd(Wi: ai)+Kp(VVj: a)+ Zl f Eei(f)df

(5.3) : Es,(U) = Es(U;) = EZIS(W;, a;) = min S,(W}, a;),
UeW,

G4 _ Esy(U)) = Es(Uy) = EZf (W, a)) = mlglV SAW;, a),

(5.5 EnUX)] = EFFAIW(X), a)) = max 11[WJ(X), a] =

IT (X7 R[r (X TiIu—TZ d
IR J10,76.0) maxn [0/ Rlr (X0 [ HZ(zy)\de
. UGWJK (st ai)+K(Wj’ (Z) UeW, Kw(Wj, ai)—i—Ke(Wi’al), >

(.6)  EUX)] = EFAW(X)), a)] = max A[W)(X), a] =

UeW,
i=y i=d T
X)1% Rlr;(X; Hlz;(v)]d
. W )] L [T lo:xe Rlry(x 2 ,f [z (r)] 7
—UEWJK (W]’a) | K(Wj5a) UeW, i=d Y
KWy, a)+ 3 [ Ka(@dr
=l
5.7 Es,[Uy(X)] = Esi[Ui(X)] = EFSIWi(X)), a] = mlIPlVSI[W(X) aj,
(5.8) Eq[U(X)] = Es,[U(X)] = EgFS[Wy(X), a] = ,I,mﬁ SAWi (X)), ail,
przy czym:
| mx . F(Wj)
(5.9) E] ).(Wj, a,) = g}fp);-’ W’
. KW, a;
(5.10) EZS(W,), a) = é‘,ﬁ'ﬁ,l(v(—ﬁf;)’
\ . mx A 1= F[WJ(A,I)]
(5'11) E [VVJ(Xl): al] —ll;l;le%;_(, K(Wj, ai) 5
(5.12) EF"S[Wi(X;), a;] = min KW, a

view, FIW;(X)]"

Sposréd wielu przypadkéw zadan optymizacyjnych mozna wyréznié trzy charakterys-
tyczne. Pierwszy z nich obejmuje maksymalizacje efektu ogdlnego lub mmlmallzaqe
efektu wysitku ze wzgledu na maksymalizacje efektu technicznego. Drugi przypadek
-optymizacyjny zawiera maksymalizacje 4 lub minimalizacje S ze wzgledu na minimali-
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zacje funkcji wysitku. Wreszcie trzeci przypadek obejmuje maksymalizowanie efektu
ogdlnego lub minimalizowanie efektu wysitku droga maksymalizowania F i minimalizo-
wania K. Kolejno podano opis matematyczny trzech charakterystycznych przypadkéw,
dla ktérych podstawowe zwigzki maja postaé:

Przypadek L.

(5.12) E5F AW, a)) = max A,(W;, a),
UieW ]
(5.13) Eg;S (W), a;) = min S(W), a)),
UieW,
p1zy
i=d 7

(514)  F(W)= P(p)R()Z(z) = H (o )«nR@Z f H,(t)dr = maxF,

(5.15) K(W;, a;) = constK

lub

(516) mx/‘{[W (X) al] - max }'d[Wj(Xx) az]y
A EgIS[Wi(X)), a] = mlnSd[Wj(Xi) ajl,
przy

FIW(X)] = Plp(X)IR[(X)]Z1z)(X)] =
(5.18) i i

= [T e rery) Z [ Hx)dv = maxF,
i=l7_,
1=ld ‘L".
(5.19) KWy, a) = K, (W), a)+ ) f Ku(r)dr = constK.
i=l7_,
Przypadek 2.
(5.20) EA(W;, a) = max 44}, a),
U[EWJ
.21 EmS(W;, &) = min S(W;, ay),
UeW,
przy

i=y f=d ¥

(5.22)  F(W)) = P(p)R(r)Z(z) = | | (e)™R(r) 5’ [ B@)dr = constF,

i l 1

i=d 7}
(5.23) KWy, @) = K (W), a)+ )] [ Ku(z)dr = minK
=1 Tioy
lub '
(5.24) Ers AW (X)), )] = max Ad[W(X) al,
(525) ?;S[W](Xl)7 ai] = fmﬂSle,(X,), ai])

1€y
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przy
(526)  FIW;(x)] = Plp (Xl RIr(X)] Z[z(z)] =
i=y i=d T
Lo (X1 RIry (X)) 2 f Hi(z)dr = constF,
(5.27) K(W,,a) = w(W,,a,H—Z f Ku(v)dr = minK.

1 1

Przypadek 3.

(5.28) EYr Z(W,, a;) = max A,(W;, a;),
UeW,
(5.29) EZS(W, a) = minS(W;, a;),
UeW,
przy
i=v i=d 7]
(5.30)  FO) = P(p)R(r)Z(z) = | | ()" R(r) 2 f H(¥)dr = maxF,
i=d %
(5.31) KWy, a) = K,W;,a)+ D) [ Ku(r)dr = mink
lub
(5.32) TEAIWHXY), all = max LW (X1,
(5.33) EgiSIWi(X), ail = mmSa[W (X, al,
przy

(539 FIW,(x)] = Plo; (X RIr (X1 Z[z(X)] =
{=d

= H eI RE 00 3, S f H,(7)dr = maxF,

l

i=d. T
(5.35) KW, a) = K (W), a)+ D) [ Ku(x)dr = constK.
i= 11

—1

6. Przedzial celowo$ci zmian wielkoSci #;

W pracy [2] rozwazono zagadnienie przedziatu zmian wietko§ci W, ukfadu mechanicz-
nego z punktu widzenia ich celowosci i optacalno$ci. Ustalono zakres, w ktérym zmiany
W; prowadza do zwiekszenia efektu ogélnego; ograniczeniem przedziatu jest zwigzek
wynikajacy z réwnania ekstremalizacyjnego funkcji A(W;, a;) wzgledem W;. Rozpatrzo-
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no cztery charakterystyczne przypadki zmian parametréw silnika spalinowego. Podsta-
wowe zatozenia dla nich, przy » wytwarzanych silnikach, sa nastepujace:

1) Zalozone sa stale wydatki na budowg i eksploatacjg n silnikéw. Zadanie polega
na wprowadzeniu pewnych zmian parametrow prowadzacych do wzrostu efektu technicz-
nego od F, (W) do F,(W)), droga zwigkszenia ztozonoéci konstrukcji

Kl(Wj: ai) = K2(Wj: ai) = ConSt9
F (W) < F,(W)).

2) Zatozone sq state wydatki na budowg i eksploatacje n silnikéw. Zadanie polega na
wprowadzeniu pewnych zmian parametréw prowadzacych do wzrostu efektu technicz-
nego od F, (W) do F,(W)), droga uproszczenia konstrukeji

Ka(W]’ CZ,') = Kb(Wi, ai) = COI]St,
F (W) < B, (W)).

3) Zalozony jest staty efekt techniczny wytwarzanych silnikéw. Zadanie sprowadza sig
do obnizenia ogdlnych kosztow wytwarzania i ekspl_oatacji od K(W;, a) do K,(W;, ),
drogg zmian konstrukeji

Fl(Wj) = Fz(Wj),
Kl(Wh al) > K2(Wi> ai)'

4) Zatozony jest staly efekt techniczny wytwarzanych silnikéw. Zadanie sprowadza sig
do obnizenia ogblnych kosztéw wytwarzania i eksploatacji od K, (W), a;) do Ky (W;, ay),
droga uproszczenia konstrukeji

F,(W)) = F,(W)),
Ka(Wj> al') > Kb(Wi’ al)'

Wyniki rozwazan wszystkich przypadkéw dla przedziatu (W), < W; < (W)),, prowa-

dza do nieréwnoéci

K(Wh ai)

(6.1 FW)

dF(W,) > dK(W), a).

Badania na innych uktadach prowadza réwniez do nieréwnoéei (6.1). Dalsza zmiana
wielkoSci charakterystycznych, a wigc dla przedziatu W; > (W))y;, dla wszystkich omo-
wionych przypadkéw daje juz nieréwno$¢ przeciwna. W zwiazku z tym, mamy dla prze-
dziatu (W), € W, < (W)yy

(6'2) SdF[(W/j)I & Wj <& (W])II] > dK[(I'Vj)I Z Wi £ (Wi)n) ai
oraz dla przedziatu (W), < W, < (Wpiy
(6.3) SAF[(W))y < Wy € (W] < dKI(WDy < Wy £ (W @il
PIzy czym

5= 57, a) = X0

F(w) -
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W przedziale (W), € W; € (W));;, kazdej zmianie wielkoéci W, odpowiada wigkszy
przyrost efektu technicznego w pordwnaniu do przyrostu funkeji wysitku, reprezentuja-
cej dodatkowe naklady finansowe wynikie z modyfikacji konstrukeji ukladu mechanicznego.
W tym przypadku, zmiany sa celowe i oplacalne. W przedziale (W), <€ W; € (Wi,
kazdej zmianie w sensie zwigkszenia wielkosci W, (rys. 1) odpowiada mniejszy przyrost

K(Mlai)ﬂ
Flw;)

0A(w,a;) OA(w,a)
w0 oW <0

Rys. 1

efektu technicznego w pordwnaniu do przyrostu funkeji wysitku. A wige zmiany sa nie-
oplacalne, chociaz moga by¢ celowe. Z tych rozwazan wynika wniosek, ze kazde zamic-
1zenie optymizacyjne zwigzane ze zmianami konstrukcyjnymi powinno byé poprzedzg;)_e
zbadaniem wplywu zmian W; na efekt ogdlny ukladu mechanicznego.

Granica W, = (W)),, stanowi ograniczenie od gdry dla zwiazku (6.2), waznego dla
pierwszego przedzialu oraz jest ograniczeniem od dotu dla zwiazku (6.3), waznego dla
drugiego przedziatu (W;),; < W; < (W))y,. Granica dla W; = (W)),; jest kresem gor-
nym przewagi wzrostu efektu technicznego nad przyrostem kosztéw ogdlnych. Mozna
ja wyznaczy¢ z rozwiazania réwnania ekstremalizacyjnego efektu ogdlnego jako ilorazu
efektu technicznego i funkcji wysitku.

Dla F = F(W)), K = K(W;, a;) i A= AW, a)) mamy

(6.4) éi(I/VJ =W,=1U) _ 1 oFW,; =W, = Uy F(Wy)
' AW, =Uy  KW,a) aW;=Uy  [KW,aP
JORWy,a) 1 3lP(p; = U)R(r; = U)Z(z; = U,)
ow; =U) KW, a) o(W; = U,) N
P(p; = U)R(ry = U)Z(z; = U;) OK(W;, a;) _ 1

K(W,, a2 qW, =0, KW, a)
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i=y i=d i
©6.4) o o, . i
[c.d.] =l 1@ R(rf)g _f B — 7, aye

i=d 7

KW, a) 1 OFUY)
T R fH(T)" W, =T) " KWy U,

R CANEI A
[K(U)E a0,

Gdy efekt ogélny lub efekt wysitku wystepuja w formie funkcjonatu, wéwezas dla
wyznaczenia wielkodci optymizowanych stosuje si¢ metody wariacyjne. Zadanie opty-
mizacyjne polega na okresleniu takich funkcji U,(X)), U,(X)), ..., U,(X;) — wybranych
spoéréd W, (X)), Wa(Xy), -, Wo(X), dla ktérych A[W;(X))] lub S[W,(X.)] przyjmuja
wartoéel ekstremalne. Dla jednej funkcji optymizowanej mamy

(6.5) E[U(X)]l = max A[WiX),a] =
U(XneW (X))

i=» I=p» T.

;(X w‘R X H d
= max [WJ(Xi)] _ maxn 0 (X1 Rlr; (X)) g{ Tlfl i(v)dr B
UieW; Kw( i)+Ke(Wj) ai) UieW, KW(VV_,', ai)'l'Kg(Wj, ai) —

= G+ f MW, W, w! ..., W® X)dX,
(66) E[U,(X])] - lnin S[WJ(X,), a,'] —~
UieW, ’

_ - KW, a)+ KW, a)
oW, FIW,(x)]

2
= G+ f MW, W, W, ..., Wn, X)dX.
Xi

W wyrazeniach (6.5) 1 (6.6) przez Gy i G, oznaczono wielkoéci funkcjonatéw dla wa-
runkéw poczatkowych. Funkcje M(W, W/, W, ..., W™, X) i M(W, W, W", ...,W®,
X;) spetniaja réwnanie Eulera i w tej postaci sa podstawa do okreslenia funkcji optymi-
zowanych.

7. Matematyczne wlasno$ci funkeji [funkcjonaléw] P, R, Z, F, K, Ai S

. Funkcja wskaznikéw P(pj). Zmiennymi niezaleznymi p; na etapie syntezy i konstruowa-
nia sa wskazniki konsfrukcii o,, 04, ---, 0y Zwiazane ograniczeniami fizycznymi, geome-
trycznymi i technologicznymi. W- okre$lonych granicach, kazdemu zbiorowi g; jest pod-
porzadkowana i ustalana warto$§¢ P(p,). WskaZniki przyjmuja tylko dodatnie wartoci,
natomiast wykladniki mieszcza sic w zakresie 0< w,< e, gdzie e — liczba dodatnia
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i rzeczywista. Funkcja wskaznikéw jest funkcja okre§lona ciagla i roézniczkowalna w ob-
szarze C-wymiarowym. Przy braku wplywu wskaZnikow g; na efekt techniczny, mamy

(Ul:O, a)2=0,...,wv=0; P(pj)-_—l.
Przy liniowym wplywie, mamy
w,l:l, w2:1,"',wv:O; P(pj)=91392,"',9v-

Funkcja zakresowosci R(r;). Przyjmuje wartoéci dyskretne R(r;) = 1 dla uktadu jed-
.nozakresowego, R(r;) =/}, /s, ... dla ukladéw wielozakresowych, przy czym fi—sa
liczbami dodatnimi. i

Funkcja stanu procesu Z(z;). Wiasnoéci matematyczne tej funkcji zaleza od funkcji

podcatkowej H(z;). W badaniach syntezy i konstruowania uktadu, H(z;) jest funkcja
okreélona, ciggla i rézniczkowalna. Kazdemu uporzadkowanemu zbiorowi Z; jest pod-
porzadkowana okreélona wartoéé charakterystyki H(z;). W czasie eksploatacji uktadu,
przy zaloZeniu stabilnej pracy, rozpatrywana funkcja podcatkowa jest réwniez okreélona,
ciagla i rézniczkowalna. W obu przypadkach funkcja Z(z;) jest réwnowazna calce typu
Cauchy’ego. W pewnych klasach ukladdw operacie optymizacyjne wymagaja rozwazania
catki z funkcji H(z;) jako catki Lebesgue’a. Z rozwazar na kilku ukladach [2] wynika, Ze
funkcje podcatkowe sa ztozone i dlatego catka jest w wigkszosci przypadkdw nierozwia-
zywalna zwyklymi metodami. Dzielac jednak przedziat jednego wilaczenia na etapy, mozna
zastepowac funkcje podcatkowa przez wielomiany.

Funkcja efektu technicznego F(W)). Matematyczne wlasnoSci funkcji opisujacej efekt
techniczny F(W)) zaleza od wiasnosci P(p)), R(r)) i Z(z)).

Funkcja wysilku K(W,, a;). Przy zalozeniu ustabilizowanych warunkéw ekonomicz-
nych (g; = const), funkcja K(W;, a;) zalezy od wybranych technicznych wielkosci W;.
Kazdemu' uporzadkowanemu zbiorowi W, jest podporzadkowana okreSlona warto$¢
funkcji wysitku. W pewnych przypadkach, przy skokach a; funkcja K(W,, a;) moze byé
nieciagta.

Funkcja efektu ogdinego A(W;, a)). Dla przypadku 4, = const, funkcja A(W;, a;) jest
dodatnia, okreélona, ciagla i rézniczkowalng. Tylko w nielicznych przypadkach moZe
wystapi¢ osobliwos¢, dla pewnych punktéw przy a; # 0.

Funkcja efektu wysillku S(W;, a;). Wystgpuje jako funkcja dodatnia, okre§lona, ciagla
i rézniczkowalna. Uwagi o wlasno$ciach matematycznych sa réwniez stuszne wtedy, gdy
omoéwione funkcje wystepuja jako funkcjonaty.

Przykiad. Podstawowym problemem w dynamice ukiadéw mechanicznych jest optymi-
zacja parametréw. Rozpatrzmy zagadnienie wyznaczenia wielkosci optymalnych para-
metréw uktadu w oparciu o charakterystyki uogélnione [3]. Przy zalozZeniu

(1.1) K(,W;, a)+ f K.(W;, a)dr = const = C,,
0

. i=d %; '
(7.2) KWy a)+ D' [ Ku(Wy, a)dr = const = C,,

i=] T
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zadanie sprowadza si¢ do okreélenia wartosci parametréw masy i tlumienia, przy ktérych
zachodzi zwigzek

(7.3) E(U;) = max Fy(W;) = max[P(p)) R(r)) Z(z;)] =

i=d T

= max P(p;) R(r; )Z f ﬁ,(WJ-, 7)dr = P(p;) R(r;) [max f‘ﬁl(WJ., it
b

l[Txl

7 7y

+maxf H,(W;, 7)dv+ ... +-max f Hy(W;, 7)dx].

7 rd—l
Przy
P(p;)R(r)) = const = C5,
zagadnienie sprowadza si¢ do badania
T
(7.4 ' ) J = maxf ﬁ(Wj, T)dr
0

Jub, po wydzieleniu funkcji rozwiazujacej okreélajacej rzeczywisty przebieg stanu nieusta-
lonego y,(W;, 7) i po wprowadzeniu funkcji programowej y,(z), mamy

I
(1.5 J = maxD [ [y,(z)— Ay(W,, V)ldv
0
przy czym
(7 6) yr(Wj> T) = _[yp(’r)_yr(I/Vj> T)]+yp(T) = *Ay(f)—l-yp(f),

— charakterystyka stata. _
Zamlast szukaé maksimum wyrazenia (7.5), wystarczy, przy ustalonym y,(z), okreéhé
parametry przy ktérych :

T
.7 J= minf_Ay(Wj, T)dt.
0

Niech réwnanie dla y,(r) ma postaé

a8 D) | 5 DD

+2 _!'yr(T) = L
przy czym
(1.9 ‘ limy(t) = L;, y(r=0)=0,
=0
(7.10) limy{t)=L

Rozwiazanie réwnania (7.8) po wykorzystaniu przyjetych warunkéw poczatkowych,
kolejnodla a << 1, . = 11i o > 1, [przy czym o = a(W-) ma postaé

(7.11) ye(7) = e‘”[(Ll Lycostyl1—a? 4 —— smr}/l——az]-l-Lz,

(712) yr(T) = L2_(L2—L1) (1+T)e—ts
7.13) y(r) = GGk,

l/—

4 Mechanika teoretyczna
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gdzie
(7.14) k.= —a+]/a2—1,
(7.15) ky= —a—)/a?—1.

Wstawiajac do ?JyraZenia (7.7) kolejno rozwiazania (7.11), (7.12) i (7.13) jako funkcje
y,(«) otrzymamy J(a), ktorej przebieg pokazany jest na rys. 2. W zaleznodci od ilosci

Tiee) 1

8 |-

(e—orr,+e~arz T )1

(e-a‘ﬁ + ed‘rz)z

Rys. 2

pulsacji (=1, 2, 3), «,, przemieszcza si¢ w kierunku wigkszych wartosci. Dla u = 3,
minimum funkeji J(o = tope) Wynosi 1,52, przy czym warto$¢ wielkoéci optymizowanej
wynosi 0,62. Wstawiajac warto§¢ «,,, do catki (7.7) oraz wracajac do wyraZenia (7.3),
poprzez zwiazki (7.4) i (7.5), otrzymamy wyraZenie na max F(W)).

8. Zwiazki pomiedzy charakterystykami uogélnionymi i klasycznymi charakterystykami ukladéw mecha-
nicznych

Zaréwno efekt techniczny, jak i efekt ogdlny uktadu mechanicznego mozna sprowadzié
do charakterystyk uzywanych przy opisie ukladéw mechanicznych. Dla przykiadu, dla
uktadéw jednozakresowych, przy w; = 0,w, =0, ...,w, = 0 oraz przy zalozeniu, Ze
charakterystyka gléwna ukfadu jest znana funkcja czasu

}T(Wj, 7) = H(7),
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mamy
Plpy=1, R@)=1, FW)= H@)[r,—7,)
przy czym 7,—1t; — czas pracy ukladu dla jednego wiaczenia.

Jesli charakterystyka gldwna jest moc uktadu, wtedy efekt techniczny redukUJe si¢ do
funkcji okreélajacej prace ukiadu mechanicznego. W rozpatrywanym przykladzie funkcja
efektu ogdlnego bedzie okreslona jako iloraz pracy uktadu dla jednego wlaczenia oraz
kosztow zwigzanych z jego eksploatacja.

9. Wzgledne postacie charakterystyk uog6lnionych

W niektérych zagadnieniach optymizacyjnych ukladéw mechanicznych wygodniej
jest uzywaé wielkosci wzglednych F, K, 4 i S. Przypadki takie wystepuja w badaniach
nad modyfikacja i poprawa charakterystyk ukltadow oraz w badaniach eksploatacyjnych.
Wprowadzajac pojecia uogdlnionych charakterystyk rzeczywistych (rz) i teoretycznych
(¢), w odniesieniu do efektu technicznego, funkcji wysitku, efektu ogdlnego i efektu wy-
sitku, otrzymamy:

FOOW,, Wy, o, W) PUD(p) RO (r ) Z02)(z))
FOW,, Wy, oy W)~ PO(p) RO(r)Z0(z)) °
- KW, a)  KSNW,, @)+ K89 (W, a;
©02) ROWy, Way ooy Wos s, 3 oy ) = ﬁ)) ES’E%,aiiiK,gw(ivjfa,.))’
- AW, a) FC(W)K(W;, a;
O3) MWy, Way oo, Was gy gy veny ) = Wfa)) _ F(f)((mf))Kdz)((u;,, a?),

(91) F(Wla Wz,---, I/Vm)z

i SE(Wi,a)  FO(W)K(W,, @)
94) Sy, Way oo, Wy ay, @, 0, @) = SOW,, a) — FOW)KOW,, a)

Przy pelnym eksploatacyjnym wykorzystaniu ukladu mechanicznego, a wiec przy
zgodno$ci wartodci teoretycznych i rzeczywistych efektéw i funkeji wysitku, mamy:

AW, a)

(9.5 lim A(W;,a)= Ilim ——7-2"C
FonL e Fon_ g0 AW, a)
kU g(@) x(rz) g (1)

=d %
R, H.(W;, a)dz
— im H(Q) (’),_2 lf . @) _ m FR)KOW,a)
 rLpn = i=d gty FOW)KED(W;, a))
ko0 [ (0)2R(r)) Z f H(W,, a)dt g xm

=1.

...""—

Przy niepelnym wykorzystaniu ukladu mechanicznego, mamy:

.6) lim AW, a) <1
Frza)_ gt
k(25 k(O
ub
Flrz) p()
k2 _ g

4*
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10. Wnioski

Wprowadzenie charakterystyk uogélnionych i wykorzystanie ich jako kryteriéw opty-
mizacyjnych pozwala na rozszerzenie wplywu wielkosci uvkladu na E(U;) w procesie
optymizacyjnym. Zastosowanie A(W;, a) i S(W;, a) lub AW;(X), a] i S[W;(X), a)]
do okre$lania wartoéci i funkcji optymizowanych, uogdlnia zadania ekstremalizacyjne
wystepujace W syntezie i konstruowaniu. Nalezy przy tym nadmieni¢, ze wprowadzenie
takich charakterystyk do problematyki okreslania warto$ci optymalnych wielko$ci ukiadu
w pewnych przypadkach moze rozszerzyé aparat matematyczny. Jednak wykorzystanie
maszyn matematycznych do rozwiazywania konkretnych technicznych zadad optymiza,
cyjnych pozwoli na ztagodzenie tej wady.
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Peaome

BOIIPOCHI ONITMMHU3AIHM IIPYM CUHTE3E MEXAHWYECKHX CHUCTEM

B paGoTte npuBOIATCS TEOPUH NOCTPOEHUSA O0OOLIEHHBIX XapaKTEPHCTHK HCIIONBE3YEMBIX B JaibHEH-
1eM B KauecTBE ONTHMM3aI{MOHHBIX KPHTEPHEB NIPH ONPENEIEHHH ONTHMANIBHBIX 3HAUCHHI TapaMeTpoB.
B KauecTBe NpeaMETA PaCCMOTPEHHSA NPHHATA MEXaHHUECKAsl CHCTeMa B 061em CMBICITE — B OTHOILUEHHH
TEOMETPHH, BECA CTPYKTYPBL ¥ NPOUCXOAAIIUR (DU3NUECKUX SBJEHAH. BriBeeHb]l 3aBHCHMOCTH Ha TeX-
Hudeckuit aderT 1 pyuruny sarpaT. O6wwi addexT ONpeaeNeH KaK OTHOIIEHHEe TEXHHYECKOro -
exra K GhypKUHu 3aTpaT. BennunHa o6patHaa obwemy addexty sBsercs TH. o6obueHHOH 3¢ deKTHB-
HOCTIO 3aTpaT. BpIBEeAEHEI OCHOBHBIE YpPaBHEHHsI ONTHMHSAM H NPUBORATCA OOUIME BBHIBOXBI
OTHOCHTENBHO NPHUBENCHHOrO BuAa 0GOCLUEHHBIX XapakIepHCTUK. IIpHMBOIAMTCA IpUMEp HILTIOCTPUPY-
101K npumeBenHe 0GOBIEeHHBIX XapaKTEePUCTHK IS ONITHMHSAIMH IApAMETPOB B BONPOCAX OTHOCHILAX~
Cfl K HUHAMHMKE MEXaHMJeCKMX cHcTeM. [IpuBomuTcs TaryKe NpPHMED HMCIIONB30BAHHA OGOOUIEHHEIX Xa-
PAKTEPHCTHK [UIA UCCIIEOBAHUA LEeNecoobpasHOCTH M3MEHEHMSI 3HaueHui OTHENIPHBIX NapaMeTpoB.

'

Summary
OPTIMIZATION PROBLEMS IN SYNTHESIS OF ME‘CHANICAL SYSTEMS

The theories of construction of generalized characteristics are described in the paper, and their utili-
zation as optimizing criterions is demonstrated. The object of investigations is assumed to be a mechanical
system in a general sense — with respect to geometric, structural and loading properties and physical
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phenomena occurring in the systems. The relations concerning the technological effect and effort functions
are derived. The general effect is defined as the ratio of the technological effect to the effort function. The
reciprocal of the general effect is the so-called effort effect. The fundamental optimization equations are
derived and general conclusions concerning the forms of generalized characteristics are drawn. An example
illustrating the application of generalized characteristics 1o the optimization of parameters in dynamical
problems of mechanical systems is given. Another example of the application of generalized characteristics
to the investigation of the purposcfullness of the parameter changes concludes the paper.
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