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1. Wstep

Reologiczne zagadnienia geometrycznie nieliniowych powlok (przy zaloZeniach uprasz-
czajacych: obrotowej symetrii i braku stanu gigtnego) bylo przedmiotem rozwazan autora
w pracy [11]. W pracy tej zostala uogélniona na zakres powlok obrotowo-symetrycznych
w stanie blonowym podana przez BYCHAWSKIEGO [l] metoda rozwigzania problemu
zlozonej deformacji sprezysto-plastycznej i pelzania plaskiej membrany kotowej. Jednym
z rozwigzan szczegélowych podanych przez autora w pracy [11] bylo analityczne rozwig-
zanie problemu deformacji sprezysto-plastycznych oraz petzania powloki stozkowej o ma-
fej wynioslosci, przy czym proces pelzania opisywalo rownanie konstytutywne odpowia-
dajace prawu pelzania metali OpQvisTA [12].

Obecna praca stanowi rozszerzenie wyZej wspomnianego zagadnienia geometryczme
nieliniowej powloki stozkowej dla przypadku, gdy material powloki podlega petzaniu
zgodnie z réwnaniem konstytutywnym nieliniowej teroii dziedziczenia podanej w pracach
[4, 5].

2. Podstawowe zaleino$ci geometryczne, zwiazki fizykalne oraz warunki réwnowagi

Zaleznosci geometryczne. Rozwazamy cienka powloke w ksztalcie stozka obrotowo-symet-
rycznego, obcigzong wewngtrznym ci§nieniem zmiennym w czasie. Przyjmujemy prosto-
katny ukiad wspéirzednych krzywoliniowych zwigzanyeh z liniami krzywizn (rys. 1) oraz
zalezno$ci geometryczne odpowiadajace teorii geometrycznie nieliniowej przy nastgpuja-
cych zaloZeniach: odksztalcenia sg nieskonczenie male; skladowa pomieszczenia prosto-
padla do powierzchni $rodkowej powloki ma warto$¢ skonczong rzedu gruboéci powtoki;
obowiazujace jest zalozenie Kirchhoffa-Love’a; grubo§¢ powloki nie ulega zmianie w pro-
cesie deformacji.

Zwiazki geometryczne miedzy skladowymi tensora odksztalcenia a skladowymi prze-
mieszczen przy spelnieniu powyzszych zalozen wyrazajg sie zaleznosciami
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gdzie u jest przemieszczeniem potudnikowym, w oznacza ugigcie, za§ k, krzywizne, ktorg
w dalszych rozwazaniach bgdziemy przyjmowali jako funkcj¢ czasu. Jest to uzasadnione
tym, ze w stanach blonowych plyt i powlok wykonanych z materialu o wlasno$ciach reo-
logicznych naprezenia wykazuja zmienno$¢ w czasie. Zatem, aby spetnione bylo réwnanie

Rys. 1

réwnowagi (suma rzutéw sil na kierunek normalnej do elementu powloki) w dowolnej
chwili czasu ¢, krzywizne k, traktujemy jako funkcj¢ czasu przyjmujac, Ze zmienia si¢ ona
zgodnie z formula

(2.2) k, = K3p(0),

gdzie kY oznacza krzywizng k, w chwili ¢ = 0, za$ (¢) jest funkcja zalezng tylko czasu
spelniajaca warunek poczatkowy

@3 po)_ = 1.

Zwigzki fizykalne. Ogdlna forma prawa fizykalnego jakie przyjmujemy dia materiatu
powloki opiera si¢ na teorii nieliniowej lepkosprezystoéci podanej w pracach [4, 5]. Teoria
ta obejmuje szeroka klase materialéw, zaréwno metale, jak i niemetale. Podaje ona prawo
konstytutywne w postaci nieliniowego operatora calkowego, ktory uzyskany zostal na
bazie zasady superpozycji odksztalcen w czasie uogdlnionej na zakres nieliniowy. Podsta-
wowe zaloZenia teorii sa nastgpujace: material jest izotropowy, jednorodny i niesci§liwy;
pelzanie materialu charakteryzuje uogdlniona funkcja pelzania; proces nieliniowego pel-
zania zachodzi wtedy, gdy intensywno$¢ naprezenia osiaga w malym obszarze ciala warto$é
krytyczng; deformacja natychmiastowa w ogélnym przypadku jest nieliniowa.

W oparciu o powyZsze zaloZenia uogdlniona zasada superpozycji ujgta zostala w form@
calki Stieltjesa. Calka ta istnieje przy zaloZeniu ograniczonej wariacji skladowych stanu
naprezenia, a przy spelnieniu warunku catkowalnosci pochodnych tych sktadowych prze-
chodzi w calkg Riemanna. W wyniku tego zwiazek migdzy skladowymi tensora odksztal-
cenia & i skladowymi dewiatora naprezenia s;; przedstawia si¢ w postaci -

2.9 e = L[syl,
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gdzie
H

@5 Lis,) = Fls®lsy— f 4L Hlt, =, s(D]d.
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W réwnaniu (2.5) oznaczaja: F. — nieliniowa funkcj¢ deformacji natychmiastowej; H —
uogdlniona funkcje pelzania; s — intensywno$¢ naprezenia; ¢ — czas (chwila obserwacji);
T — czas biezacy; t* — chwile poczatkowa.

W my$l omawianej teorii jedng z mozliwych form przedstawienia uogélnionej funkcji
pelzania jest posta¢ wynikajaca ze zwiazku

(2.6) % HIt, 7, s(v)] = F.[s(z)] ;1‘1; C(t—1),

gdzie E(t—t) jest wspolczynnikiem pelzania, za§ F.[s] wspdiczynnikiem zwigkszajacym.
W szczegblnym przypadku, gdy wspétczynnik C(¢— ) jest liniowa funkcja czasu, wow-
czas

@7 <AL, % 52 = —EIs(@],

za$ na podstawie (2.5) otrzymujemy

2.8) Lisy] = FIs(sy(O+ [ sy(mF.Is(®)]dr,
. 0

(przyjmujemy, Ze chwila poczatkowa ¢* = 0). Powyzsze réwnanie (2.8) jest analogiczne
do prawa podanego przez ODQVISTA [12] dla stanu nieustalonego pelzania metali.

W niniejszej pracy bedziemy opierali si¢ na zaleznosci (2.5) przy zaloZeniu, Ze uogél-
niona funkcja pelzania spetnia zwiazek (2.6), czyli

(2.9) L[s;] = F.[s(t)]s;(t)— f s,-J(t)Fc[s(r)]%E(t—t)dt.
0o . ’

Funkcje F, i F, uzaleznione od aktualnego stanu naprezenia przyjmujemy w postaci dwu-
parametrowych zwiazkéw potegowych '

(2.10) F,[s] = %—As"“l, F.[s]= %Bs"“,

gdzie 4, B oznaczaja stale fizyczne materiatu, za§ m, n sa liczbami naturalnyml charaktery-
Zujacymi stopiefi nieliniowo$ci zwiazkéw.

Zwiazki dla odksztalcen (2.1) po wyeliminowaniu przemieszczenia u mozemy sprowa-
dzi¢ do jednego réwnania, otrzymujac w ten sposob warunek nierozdzielnoéci odksztalcen,
ktéry po uwzglednieniu réwnania konstytutywnego (2.9) oraz po wprowadzeniu wielko$ci
bezwymiarowych przyjmuje postaé

d daw\’
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Tutaj przez h oznaczono grubo$é powtoki, za$
(2.12) X=x/l, w=wlh, s =251, S =8n.

Warunki réwnowagi. W celu okreélenia warunkéw réwnowagi podanych w formie zwigz-
kéw rozniczkowych rozpatrzymy stan réwnowagi elementu powloki odksztalconej. Rzu-
tujac sity dziatajace na element powloki na kierunek stycznej do potudnika x oraz normal-
nej do odksztalconego elementu powloki otrzymujemy uklad dwdch réwnan, ktéry po
wprowadzeniu funkcji naprezen z w postaci

— 2
_xa i =P I=
(2.13) z="c> gdzie C n ( i ) ,
sprowadza si¢ do rdwnania rézniczkowego
dw  dz |1 v, o e (VS
(2.14) ZW—"]‘;{Ztgfw(’)—df—‘tg £y () }‘}ZE 7l x

Roéwnanie réwnowagi (2.14) oraz réwnanie nierozdzielno$ci odksztalcen (2.11) stanowia
wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi i poczatkowymi uklad réwnan opisujacy
problem zlozonej deformacji sprezysto-plastycznej i pelzania geometrycznie nieliniowe;j
powloki stozkowe;j.

3. Metoda rozwiazania

Metoda rozwiazania problemu deformacji ztoZzonej (stan sprezysto-plastyczny i pelza-
nie) dla zagadnien obrotowo-symetrycznych, nie wprowadzajacych osobliwoséci z tytulu
ksztattu powtoki, zostala oméwiona w pracy [11] oraz szczegélowo zilustrowana w zasto-
sowaniu do plaskiej membrany kotowej oraz powloki kulistej w stanie blonowym w pra-
cach [7, 11}. Metoda ta polega na przyjeciu funkcji rozwiazujacych z i w w postaci podwdj-
nych szeregéw potegowych zmiennej X¥ oraz malego parametru a(') ujmujacego wplyw
pelzania w procesie odksztalcenia. Rozwiazanie to mozemy traktowaé jako male zabu-
rzenie stanu natychmiastowego (sprezysto-plastycznego) spowodowane procesem pelzania.
Rozwiazaniem podstawowym w tej metodzie jest zatem rozwiazanie dla stanu natych-
miastowego.

W przypadku powloki stozkowej, ze wzglgdu na osobliwo$¢ w punkcie x = 0, rozwi-
ni¢cie wzgledem X nie pozwala na okreélenie wspotczynnikéw szeregéw potggowych, dajac
w wyniku zerowe warto$ci wszystkich wspélczynnikéw. W tym przypadku mozemy przed-
stawié rozwiazanie w formie szeregéw potegowych o postaci(?)

o0 [e¢) [e¢) o0
(3.1 z = Zz,k}'a", w= wi Yok,
gdzie y = 1—Xx.
" (%) Parametr o wyraza si¢ przez stale materiatowe (por. [6, 7, 11]).
(®») Rozwinigcie wzgledem y = 1 —X odpowiada przedstawieniu rozwiazania holomorficznego w oto-
czeniu punktu polozonego na brzegu rozwazanego obszaru. Tego rodzaju rozwinigcie zostalo zastosowane

przez Bychawskiego i Siennickiego [8] do zagadnienia deformacji natychmiastowej i pelzania tarczy ko-
towej. '
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Zakladajac o = 0 otrzymujemy z powyzszych zwiazkdéw pojedyncze szeregi potegowe, be-
dace rozwigzaniem dla stanu natychmiastowego

(3.2) Zp = szoj’v, Wo = Z wyo ',

v=0 v=0
ktére jest rozwigzaniem podstawowym dla zagadnienia deformacji zlozonej. Rozwiazanie
to przedstawimy ponizZej szczegdlowo, przy czym ograniczymy si¢ do powloki o ksztalcie
malo wynioslego stozka $cigtego. Przyjmujemy, ze powloka jest sztywno zamocowana
obustronnie i poddana dziataniu stalego ci$nienia wewnetrznego (rys. 2). Zakladamy dale;j,

Rys. 2

Ze material powloki zachowuje si¢ w procesie deformacji zgodnie z réwnaniem konstytu-
tywnym (2.9).

Uktad réwnan podstawowych dla rozwazanej powloki otrzymamy ze zwigzkéw
(2.11) i (2.14) ktadac w nich

3.3) X®Xr, Xoxr, tg&=x &~ const

oraz uwzgledniajac, ze 0 <y < | —r, gdzie r, = % Otrzymujemy w ten sposéb

(3.4) G—l)di;{L[Sz]H{L[sz]—L[SJH};5[ @ (r] ( )(d—)

h _ _ h dw /
(3.5) -0z +—[@—1)z1 [Ew(t)+ ] = (=3,
W powyzszych wzorach oznaczaja:
= gy - - = g2 -7 d_
=" z -1z = T =T
i=- +0—D > =7
1 =
(3.6) 5= PE+G—DE], s =2 pE+20-D7],

s =p0Q, 0Q=7224+G-17Z+(FP—25+1)z2
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Przyjmujemy jednorodne warunki brzegowe
@), =0, wO)-_,
y=0

uG)|,_, =0, WO, - =0,

Wy=I-ro y=1-rg

(3.7)

a za stan poczatkowy dla procesu pelzania przyjmujemy stan natychmiastowy, co zapi-
sujemy formutami

=W
(=0 0>

20| _ =% Q0)_, =%,

(3.8) Lis)|,_, = Lolsl,  s()],_y=%

Uwzgledniajac zaleznoéci (3.8) uklad réwnah podstawowych opisujacych stan natych-
miastowy mozemy ostatecznie przedstawié¢ w postaci

1, PR | _
(3.9) 2Ap'"(y—1){[626+2(y—1)zo]93’2("' l’%—7(”1—1)[20%—

h dwo B\ dw,\
_ 1/2(m—3) (¢ hatid') —
+2(y—1)z5] 2% 9} T8 5 TS ( )(@) 0,

(3.10) ?(5—1)%( dw°)+ o(§+ h ‘r")+§(y 1)25'=hi(1—}).

4. Rozwigzanie dla stanu natychmiastowego

Jak wykazali$my w przyjetej metodzie rozwiazania problemu zloZzonej deformacji, roz-
wigzanie dla stanu natychmiastowego jest rozwigzaniem podstawowym. W dalszych roz-
wazaniach wykazemy, Ze rozwiazanie to jest rowniez rozwigzaniem podstawowym w pro-
cesie odksztalcenia, w ktérym efekty sprezyste uwzgledniane sa w chwili ¢ = 0, za$ dla
czaséw ¢ > 0 pominiete, jako male w poréwnaniu z odksztalceniami pelzania.

Rozwigzanie dla stanu natychmiastowego polega na podstawieniu szeregow (3.2) do
rownan (3.9) i (3.10). Otrzymujemy w ten sposéb dwa uklady réwnan algebraicznych
w postaci rekurencyjnej, z ktérych wyznaczamy kolejne wspotczynniki szeregdéw. I tak,
z réwnania nierozdzielnosci odksztalcen (3.9) otrzymujemy warunek, ktéry musi by¢ spet-
niony dla dowolnego » '

@n a4 {vaym vay+ (m_l)[zpym

v=0

00

2
- ]}+ 1I: 5(7+1)wv0+ (h) qv]}v =0'

v=0 v=0
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Droga toZzsamosciowego przyréwnania wyraZen przy jednakowych potegach y dochodzi-
my do ukiadu réwnan algebraicznych w postaci

1 1 h2

—2'/41’ _mo—i(m_l)Po +§ “oo+ g =0,
42 ‘Am{ it (1) (po— )l+2sﬁv+‘ g0
4.2) 5P Mmoe—nm, 2”‘ Popll 1‘10 -2“7‘11—,

2

1 1 h 1 {nY
— Ap™ {ml_m2+ - (m—1) (Pl_P2)1+3§ — Wt — (— q:.=0,
2 J ] 2\
Roéwnanie réwnowagi (3.10) w wyniku podstawienia szeregéw (3.2) daje warunek

\h = = b= Ll
“3) Zo BG4 D et Ao 20 £+ Do 3 = -01-D)

z ktérego otrzymujemy ukiad réwnan

h = h = !
-7 A1+Ezgp+ 7 Ao—&ozy9 = e
ho= = !
4.4) 27 (A1 —A)+28(z10—220) = — -
h =
T( 3)+§(Zzo—230) =0

------------------------------

Wystepujace w powyzszych réwnaniach wspélczynniki obliczamy z zaleznosci:
)

&= 0+ D h—v+DwyoWive,  me= D lh_,,

v=0 v=0
- Dz b 2kt D02k + D (D Zesnes ho=g0 0,
k
1 1
hy = rgo [‘2‘ (m‘H’)—'k:I &hiy, & = axt+bi—cxt+di—2e+h,
ve=1
ok k
ay = Z:)zvozk—v,O, by = Z(,:”Zvozk-v,o, Cx = Z?o(v'{_l)zw-l,ozk—v,o,
4.5) k
de= D V=0 2v1Zhmres &= G+ (k=92 112y 0,
vm=( v=0
k
S = Z 0+ D k—v+1D)zy10,0Z0v410, Pk = vaKk—v,
v=0 v=0
. , 12(m—3) j 1
ny = Z +1D)gvirik-vs Jo= &0 y Jk= k_ [ (m—1)— k] &vJk-vs
v=0

K k
4y = 2(”4— DWywzkove, Ok = ZK" Ky = zko+2kzio—2(k+1)Zk 11,0

v=0 v=0
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Pierwsze z réwnan (4.2) pozwala na wyznaczenie wspétczynnika z,, jako funkcji zeg i zy0.
Wspdtczynnik z;, wyznaczymy z pierwszego z warunkoéw brzegowych (3.7), ktéry na mocy
zwigzkow geometrycznych (2.1) mozemy przedstawié¢ w postaci rownania -

1/2(m—1)]

(4.6) €20 = ;0= Ly [s20] y=—0 — Eo+2(?—1)26]§o |;=0 =0, '

skad po podstawieniu pierwszego z szeregéw potggowych (3.2) otrzymujemy
Z,

4.7 _ Zip = ?

Z réwnan (4.2) otrzymujemy kolejno

h 1 A
— Woo | §+ 5 7 Woo

3 l 2
20 = 'Zzoo— 3 2(m=1) ,
24p™ (Z) zp=t
h h
| 1 T Wio (§+ 7 Woo)
(48) Z39 = T6 (3m—‘7)200_ g (Sm—41)220"— 172(m=1) B
3d4p™ (—Z) zm-1
za$ z réwnan (4.4) mamy
R )_L NS
W10 = 4 h 0 2 h Zoo ’
a1 oz / 11)21]
(4.9) Wao = 3 [2 (?—Z_oo) ("Voo—f-fz)—f-wm—f—-z‘(f 22’
_ ! & ! 2 I —z —f—iw z ]
W3o _Hoo (220— z30) Z—f—woo + 2wy 5200 20 5 ?o 00 | »

Majac okre$lone wspdtezynniki szeregéw (3.2) jako funkcje zg i Woo przejdziemy obecnie
do okreslenia tych ostatnich, wykorzystujac drugi z warunkéw brzegowych (3.7), ktéry mo-
zemy przedstawi¢ w formie réwnania

@10) ey, = Lolsully_, 5, = [ +20— D&, - =0,

skad po podstawieniu szeregéw (3.2) mamy

@.11) o5, 5, =0.
v=0

Z drugiej strony, funkcja ugiecia w, speinia¢ musi warunek

(4.12) wol-

1y=l—;o = Woo(l—70)+lvlo(l—70)2+M’20(1—70)3+ F——— 0 .

Jezeli z kolei do réwnan (4.11) i (4.12) podstawimy zwiazki (4.7), (4.8), (4.9), otrzymuje-
my uktad dwéch réwnan algebraicznych zawieraje;cy poszukiwane niewiadome zy i Woo.
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Stopien tych réwnan uzalezniony jest od iloéci wyrazéw rozwinigcia uwzglednionych w po-
wyzszych warunkach. Na przykiad, jezeli ograniczymy si¢ do uwzgledniania dwoch wyra-
26w rozwiniecia w warunkach (4.11) i (4.12) otrzymamy odpowiednio

(4.13) azlti - bziy+czgo+d = 0,
P 1—ry (1 1 1 1
(414) “00_475—-—0(72200—71—5),
gdzie
2 9 _ 3 1 _
[4+%(1—Fo)(3m—13)](1—7‘0) | 1—7F
2 —rp
b=¢ 172(m—1) (1+ bl 5_;0)'
2Ap™ (—) (5—rp)
4
. 1 _
4,15 —(1— _
(4.15) _251 17 [, 1=F 4+ 3 (1=7)) 3m—13)
TR s T R, PVECED
2Apm '4—

1 -
5__’.0 3 )1/2(m—1) ’

24p™ (Z

Zatem szeregi
4.16) Z = Zgo+Zio Y+ 220V + 230+ ..,
4.17) Wo = Woo ¥+ w0+ wae ¥+ ...,

stanowia rozwiazanie podstawowe dla problemu ztozonej deformacji rozwazanej powloki
sztywno zamocowanej na brzegach, obciazonej stalym wewnetrznym cisnieniem.
Majac okre$tone funkcje Z, i W, obliczamy napr¢zenia oraz ugigcie powtoki z zaleZnoéci

(4.18) 10 =0, 20"
v=0

4.19) G20 = P Z("’_{’ D(zw—2v1.0)",
v=0

(4.20) wo=h D wyep"*.

v=0
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5. Rozwigzanie w zakresie czystego pelzania

Podamy obecnie rozwiazanie dla powloki stozkowej wykonanej z materialu wykazuja-
cego wylacznie odksztalcenia pelzania. Przyjmujemy, Ze pelzanie materialu powtoki opi-
suje rownanie konstytutywne (2.9), w ktérym funkcje nieliniowej sprezystosci F, potozymy
rowna zeru.

Uklad réwnan podstawowych opisujacych tego rodzaju stan w powloce otrzymamy
z rownan (3.4) i (3.5) zakladajac, ze

(5.1) L[sij]‘Fe=0= Ly[si;].

Mamy wtedy uklad réwnan

62 G- e nish |y D |k (4] (D] <o,

h o o d'w, - hodw,| 1 _
(5.3) TO=Dz = + 51— l)zp][5w+—1— d;]“ﬁ(l—”’
gdzie
(5.4) z,,(t)=z(t)\Fe=0, W,,(t):W(t)‘Fﬁo. .

Nizej przedstawiona metoda rozwiazania opiera si¢ na analogii fizykalno-geometrycz-
nej do problemu natychmiastowego (nieliniowo sprezystego) podanej w pracach [3, 7, 11].
Istota rozwiazania polega na rozdzieleniu zmiennych w réwnaniach podstawowych (5.2)
i (5.3). Aby tego dokonaé nalezy rézniczkowo-calkowe réwnanie nierozdzielnosci odksztat-
cen (5.2) sprowadzw do réwnania rézniczkowego. Mozemy to uczynid, jezeli wspdiczynni-
kowi pelzania C(t—r) nadamy konkretny ksztalt. Przyjmujemy tutaj, ze wspdiczynnik
pelzania ma postaé wykladnicza

(5.5) Clt—7) = Coll —e=7);
stad po zrézniczkowaniu wzgledem czasu biezgcego otrzymamy

dc

I Gttt
dr yCo€

(5.6)
Jezeli zalezno§é (5.6) podstawimy do réwnania konstytutywnego (2.9) zakladajac réwno-
czeénie, ze F, = 0 otrzymamy po rozpisaniu na sktadowe

1 — . I V- TCES S
L,[s] = —Z"BCO‘}’P"f Z,+0—1)z,]2, € dr,
5 .

5.7

1 = n ‘ = - 12(n=1) —y(t—1)
Ly[s;] = 5 LC yp f [z,+2(0—1)2,)82, e dr.
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Otrzymane operatory podstawiamy do réwnania nierozdzielno$ci odksztalcen (5.2), a nas-
tepnie na drodze rdzniczkowania wzgledem ¢ i eliminacji catek dochodzimy do réwnania
rézniczkowego w postaci

(5.8) é BCyyp” (y—1){[62,,+2(y—1)2”]!2"2‘"' ”Jr 5 (m=Dzp+

= = h dw 1 (h\{aw dw,  dw
_ ovm-nor U _ Pl — S Z=2r) 2 P
+2(r—1z,]Q, 'Qp} Y ‘fl: dy] }’( 1) ( dy ) EI: 5 Y dy ]

Przyjmujemy rozwiazanie dla funkcji naprezen i ugiecia w postaci iloczynu dwdch
funkcji, z ktorych jedna uzalezniona jest tylko od zmiennej y, druga za$ wylacznie od
czasu t
(5.9) z,(y, ) = (o),

(5.10) wp (¥, 1) = Wy (M p(®)-
Podstawiajac zaleznosci (5.9) i (5.10) do réwnan podstawowych (5.8) i (5.3) otrzymujemy
odpowiednio

|
‘2_ BCOP',())_'I) _
5.11 - S — _0’ 2 1 Eo” _Qo 1/2(m—1)+
G ﬁ_fd“’ 1(h2(dw2,2{ P 20Dz,
& Tal\T dy
+ 7 (m—D[z+2(— 1)22’]?2‘;”2‘“‘3)@’} Y +29y) = 4,
o d*Wy h 1 d _ h d 1 2
5.12 ) Y res—_no e B4We | 1

gdzie 4, 4, oznaczaja stale, ktdre nalezy okreslié.
Zalezno$é (5.12) przedstawia ukiad dwdch réwnan o postaci

W\ dy b1 h dw
5.13 - A A e S8 )
(5.13) (,)E‘;diz F s 5 10— 1),,][+,d}] h,
(5.14) Lzal_
vy

Roéwnanie (5.13) jest formalnie analogiczne do réwnania réwnowagi (3.10) dla stanu na-
tychmiastowego, przy czym

y—

(5.15) A =1
Podstawiajac (5.15) kolejno do réwnan (5.13) i (5.14) otrzymujemy odpowiednio
R\ od%S b 1 d . _ h aw
5.16 ) I R 2% |
G196 (7) 55+ 5 o= "][ dy] b
(5.17) p= l
@



50 H. KOPECKI

Jezeli zalezno$¢ (5.17) uwzglednimy w zwigzku (5.11) otrzymamy réwniez ukiad dwéch
réwnan

1 G : )7_1 = — —orm A

. 3 BCop = T a2 (62 F 20— DZ e

( ) 2 of )Ll_lfﬂg_*_L ﬁ)Z(LW(I),)z{ P ) 0 0
[~ dy 2\! v
+ % (n~l)[zg+2(}—1)}‘;’]?3(;1/2(,,_3)@2,} _,
4 "

5.19) 2P g1

| v 7

z ktorych pierwsze jest formalnie analogiczne do réwnania nierozdzielnoéci odksztalcen
dla stanu natychmiastowego (3.9). Jezeli wiec znamy rozwigzanie réwnania (3.9)

(5.20) zo = f(A,m, ),
to rozwigzanie réwnania (5.18) mozemy przedstawi¢ w postaci

- B _
(5.21) 22=f(7,n,y)-
Catkujac rownanie (5.19) otrzymujemy
n+2 na2 -1
(5.22) Q= [ ]/l—(l(pg”—l)e_%”]

gdzie stata @, = @(1)] , Wyznaczymy z warunku poczatkowego. Z réwnania (5.22) otrzy-
=

mujemy ¢, = l.
Zatem funkcja ¢(r) przyjmuje ostatecznie postaé

ny2 1
(£.23) o) = [A—(A—lye 2 "U7"%) e,

W celu okreslenia stalej 4 uczynimy zalozenie, Ze stan poczatkowy procesu pelzania
okres$lony jest przez stan natychmiastowy; w rozwazanym przypadku jest nim reakcja
sprezysto-plastyczna. Zatem dla t = 0
(5.24) Z,=29=12, Oraz W, = Wy = W,.

Rozwigzanie dla takiego stanu zostalo przedstawione w punkcie 4.

Dla czaséw wiekszych od zera pomijamy wplyw sprezystych wiasnosci materiatu
powloki. Rozwigzanie w tym przypadku musi spelnia¢ réwnoczesnie réwnania (3.9)
i (5.18). Poréwnujac réwnania (3.9) i (5.18) w zalozeniu, Ze speiniona jest zaleZnos¢ (5.24)
otrzymujemy nastepujacy warunek dla 2, ktéry musi by¢ spetniony dla dowolnego y
w przedziale 7y < y < 1.

b (h )(d)
C & 2\ s
(5.25) A= B_Cipn—m 4 'y
A h dW h dwp
2 1 d_y

[6z°’+2(y—1)z°”]Q°‘/2‘"“)+ (n—1)[§ +2(y—1)‘°']52°1/2<" D00

X _ = N —

[62(,)‘*‘2()7_1)2 Ql/Z(m 1)+ (m~1)[zo+2(y—l)zo]Q”’("’ S)Q,
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W szczegdlnym przypadku, gdy m = n, to znaczy, gdy nieliniowo$¢ sprezysta i nie-
liniowo$é pelzania okre$la identyczny wyktadnik potggowy, warunek (5.25) przyjmuje
postaé

BC, B L= e
(5.26) A= A° =, gdze "B =BG,
Ostatecznie funkcje naprezen z, mozemy przedstawi¢ w postaci

n+2 -1
(5.27) zZ, = Eo(})[ A—(A—1)e™ = V’] .
W granicy, gdy czas zmierza do nieskonczonosci, z zaleznosci (5.27) otrzymujemy
(5.28) limz, — 20

>0 ]/2,

Funkcje ugiecia okre$lamy z zaleznoéci (5.10). Przyjmuje ona ostatecznie postacé

_ _ _ _ n2 n+2
(5.29) 5.0, 1) = W)V A—(—1)e 71
Podobnie jak w przypadku naprezen rowniez ugiecie ulega stabilizacji po czasie nie-

skonczenie dlugim
1

(5.30) limw,(3, 1) = A +2wy(y).
100
Stabilizacj¢ naprezen i ugieé po czasie nieskonczenie diugim uzasadma przyjeta postaé
wspotczynnika pelzania w réwnaniu konstytutywnym.
Przyklad liczbowy. Rozwazymy przyklad liczbowy ilustrujacy rozkiad naprezen w po-
wloce w chwili przyloZenia obcigZzenia oraz zmiang napreZen i ugieé w czasie.

C1, Gz/y..

103 kG

40
lim 6, =2230 kG/em?

t—eoco

20

D ==
* \lim 07 =15 kG/cm?
}—o oo

1 | i L 1 t

0 200 400 500 5 [godz]>

Rys. 3

Przyjmujemy nastgpujace wartoéci liczbowe: stale ciénienie p = 20 kG/cm?, grubosé
powloki A =1 cm, I = 100 cm, & = 10°, wykladniki nieliniowo$ci m = n = 3, r, = 0,5,
stale fizyczne nieliniowego prawa fizycznego (2.10) identyfikujemy w oparciu o dane
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cm?
kG
si¢ do dwoch wyrazéw rozwinigeia warunkow (4.11) 1 (4.12) oraz uwzgledniajac trzy wy-
razy szeregéw (4.16) i (4.17) otrzymujemy odpowiednio dla funkcji napreZen i ugiecia
nastepujgce wyrazenia:

R)
z [9]i [10]: 4 = 0,4 107 2[cm?/kG]}, B= 1,6 10‘”[ ] ;7 =20,0012 godz.™'. Ograniczajac

Zo = 232,54+ 116,25y — 17832,
Wo = 7,698,223 —14,32}".

w
fem]
3

Rys. 4

W oparciu o (5.22) wyznaczamy funkcje czasu

(£) = [40—39¢~%0031]=1/s5,
Wyniki obliczen przedstawiamy wykre§lnie. Zmiang napre¢zen w czasie w punktach y = 0
powtoki ilustruje rys. 3; rys. 4 przedstawia rozktad ugie¢ powloki dla réznych wartosci
czasu £,

6. Whnioski

W pracy podano uktad réwnan podstawowych opisujacych problem geometrycznie
nieliniowej powloki stozkowej w stanie blonowym, obciazonej wewnetrznym cisnieniem.

Przyjete réwnanie konstytutywne obejmuje szeroka klas¢ materialéw zarowno metali,
jak 1 niemetali okre$lonych forma wspdiczynnika zwigkszajacego oraz wspdlczynnika
petzania. Z postaci rownania wynikaja przypadki szczegdlne: nieliniowa i liniowa defor-
macja natychmiastowa; prawo pelzania metali Odqvista; zwiazki Boltzmanna dla linio-
wej lepkosprezystosci.

Przedstawiono podstawowe rozwiazanie dla stanu natychmiastowego dla procesu
deformacji ztozonej mato wynioslej powloki o ksztalcie stozka S$cigtego sztywno
zamocowanej obustronnie, ograniczajac si¢ do przedstawienia rozwiagzania jakosciowego.
Algebraiczna posta¢ uzyskanych wspdiczynnikéw szeregéw potegowych daje mozliwosé
fatwego zaprogramowania i wykonywania obliczen numerycznych na maszynie cyfrowej
dla szeregu wartosci liczbowych statych materialowych i parametrow geometrycznych
powloki.

Podano rozwiazanie dla pelzania, przedstawiajac je za pomoca fizykalno-geometrycznej

analogii do problemu natychmiastowego, podobnie jak to uczynil autor dla powloki
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stozkowej w pracy [11]. Stosowane jednak w pracy [11] prawo fizykalne OpQvista [12]
opisuje w istocie stan pelzania ustalonego. Ze wzglgdu na zmiang naprezen w czasie, stan
taki w rozpatrywanej powloce nie ma miejsca. Przyjmowanie — jak w obecnej pracy —
nieliniowych teorii dziedziczenia w geometrycznie nieliniowych problemach pelzania mem-
bran, w $wietle powyzszego wydaje si¢ szczegdlnie uzasadnione.

Z przedstawionego rozwiazania dla pelzania wynika, Zze napr¢zenia maleja, za$ ugiecia
rosng w czasie. Po czasie nieskonczenie dlugim nastgpuje stabilizacja napreZen i ugied,
co wynika z ksztaltu wspolczynnika pelzania, przy czym warto$¢ naprezen i ugieé po
czasie nieskonczenie dilugim uzalezniona jest od stalych fizycznych materiatu powloki.
Dla identycznego problemu przy zastosowaniu prawa ODQVISTA [12], uzyskiwano po
nieskonczenie dtugim czasie [11] wzrost ugig¢ do nieskonczonoéci przy réwnoczesnym
spadku napr¢zen do zera. Poréwnanie wynikédw otrzymanych w pracy [11] z obecnymi
rezultatami pozwala wnioskowaé, Ze istnieje zwiazek migdzy prawem konstytutywnym
opisujacym fizyczne wlasciwo$ci materialu powloki a zakresem geometrycznej nielinio-
wosci, jaki powinno si¢ uwzglednia¢ w podobnych problemach.
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Pesome

YIIPYTO-IINACTHYECKOE COCTOAHHUE M ITOJIBYUECTb 'EOMETPHUYECKH
HEJIMHEMHOM KOHHUUECKON OBOJIOUKUH

B pafoTe paccMaTpHBAalOTCSI HANPsKEHHsT M IPOrMObI TFEeOMETPHUYECKHM HEJIMHEWHOM KOHMYeCKON
000JI04KH, BBINIOJHEHHON M3 MaTepHayia 00Jaarollero CBOMCTBOM IIOJI3yUeCTH, B COOTBETCTBHM € HE-
JIMHEHHON Teopuelil HACIEACTBEHHOCTH, XaHHON BrixABckum M Poxcom.
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JlaHa cucTema ypaBHEHHMH OMMCBIBAIOILUX PAcCMAaTpUBaeMyro 3amauy. OOCY»IAEH METOH pEIIEHHSI
3a[aud B CJIyyae, KOTAA MPOMCXOAUT CIOXKHOE AeOpMUpOBaHUE (MTHOBEHHAs Aedopmanus u medopma-
I{Hs1 3aBUCHMAsi OT BPEMEHH), a (hopma 00OJIOUKH BBOAMT OCOBEHHOCTS.

JlaHO OCHOBHOE pelileHHe (MCHOBEHHOE COCTOSIHME) [JIS IOJIOTOM KOHMUECKOH OBOJIOUKH, a TaKyKe
pELUeHHE CIPaBEJJIMBOE B PEXKUME IIOJI3YUECTH.

B 3akimouenue NpeacTaBlieH pAML BbIBOKOB.

Summary

ELASTO-PLASTIC STATE AND CREEP OF A GEOMETRICALLY NON-LINEAR CONOIDAL
SHELL

The determination of stresses and displacements is considered for a geometrically non-linear conoidal
shell subject to creep deformations. It is assumed that the material behaves according to the non-linear
theory of inheritance — proposed by Bychawski and Fox [4, 5]. The corresponding set of equations is
derived and the method of solution of the complex deformation problem (instanteneous deformation and
time-dependent deformation) is discussed in the case of singularity in the shape of shell. The fundamental
solution (instanteneous state) and the solution in the range of pure creep are presented for shallow conoidal
shells. The final part of the paper includes some conclusions.

ZESPOL MECHANIKI TECHNICZNEJ
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