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1. Wstęp

D o  mechaniki  układów  dyskretnych  zaliczamy  mechanikę   analityczną,  teorię   drgań,
teorię  mechanizmów, automatykę, sterowanie  i  regulację.  Wszystkie te działy mają   wielkie
znaczenie  zarówno  dla  teorii, jak  i  techniki. Dorobek  nauki  polskiej  jest w  tych  dziedzi-
nach znaczny. Lecz  liczba prac z roku na rok  się  powię ksza,  choć by ze wzglę du na  wzrost
liczby  pracowników  naukowych.  Nie  jest  wię c  moż liwe  przedstawienie  wszystkich  roz-
waż anych  zagadnień  choć by  w  skrócie.  Zbyt  wielki  skrót  nie  odzwierciedli  we  właś ciwy
sposób  dorobku nauki polskiej.  D latego  omówimy  tylko  dwa  działy z tej  dziedziny:  teorię
drgań  i teorię  maszyn  wraz  z regulacją   automatyczną.  \ *S

2. Teoria drgań

Maszyny, urzą dzenia  mechanicznej  konstrukcje  przedstawiają   złoż one układy mas, na
które  działają   siły  wewnę trzne  i  zewnę trzne.  Dla  okreś lenia  odkształceń, które  powstają
w  czasie  drgań,  należy  podać  przemieszczenia  wszystkich  punktów  jako  funkcje  czasu
i położ enia, czyli okreś lić nieskoń czoną  liczbę  współ rzę dnych w każ dej chwili czasu. W wielu
zagadnieniach  technicznych  rozważ anie  nieskoń czonej  liczby  współ rzę dnych  nie jest  ko-
nieczne  i  czę sto jest  niecelowe.  W  takich przypadkach  zastę puje  się   dany  układ układem
punktów  materialnych  o  skoń czonej  liczbie  stopni  swobody.  Siły  działają ce  na  punkty
materialne  okreś la  się   jako  liniowe  lub  nieliniowe  zależ nie  od  przyję tego  modelu  reolo-
gicznego.  Z  tego  wzglę du  rozwinę ły  się   dwie  teorie — teoria  układów  liniowych  i  teoria
układów  nieliniowych.

W  odniesieniu  do  drgań  mechanicznych  układy  liniowe  moż na  w  wielu  przypadkach
uważ ać jako pierwsze  przybliż enie  zjawisk  fizycznych,  mimo że w każ dym układzie mecha-
nicznym  wystę pują   nieliniowoś ci.  Nieliniowoś ci  te  mogą   nie  wpływać  jednak  w  istotny
sposób  na przebieg  drgań.

Teoria  układów  liniowych  rozwinę ła  się   i  rozwija  się   w  dalszym  cią gu  w  powią zaniu
z  układami  automatyki.  Ukł ady  automatyki  są   z  reguły  układami  o  skoń czonej  liczbie
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wielkoś ci  regulowanych,  a  zależ noś ci  funkcyjne  zależą   w  duż ym  stopniu  od  konstruk-
tora, który  może narzucić przebiegi  liniowe.

Teoria  układów  nieliniowych,  mimo  że  rozwinę ła  się   stosunkowo  niedawno,  posiada
już  bardzo  liczną   literaturę. Na konieczność rozpatrywania  sił  sprę ż ystych  i  tł umienia  jako
funkcji  nieliniowych  wskazał   w  1918 r.  D U F F ING  [1]. Wyniki  jakie  otrzymał  były  zaska-
kują ce.  Okazało się , że jakoś ciowy przebieg  drgań jest zupełnie inny niż przy  sił ach linio-
wych.

Ze  wzglę du na to, że siły sprę ż yste  i  tł umienia są   zawsze w pewnym  stopniu nieliniowe,
rozwinę ły  się   badania  mają ce  stwierdzić  z jakim  bł ę dem ukł ady  liniowe  opisują   zjawiska
rzeczywiste.  Z  uwagi  na  niemoż liwość  efektywnego  rozwią zania  równań  nieliniowych
rozwinę ły  się   metody  jakoś ciowe,  służ ą ce  nie  tylko  do  oceny  przebiegu  rozwią zań,  ale
również  do  oceny  statecznoś ci  tych  rozwią zań.  Równocześ nie  rozwinę ły  się   poję cia  i  kry-
teria statecznoś ci.

Podstawowe  prace  LAPUNOWA  oraz  POINCARE  [2]  dały  począ tek  nowej  dziedzinie me-
chaniki,  obecnie zwanej  mechaniką   nieliniową .  Współ czesna  technika wysunę ła  nowe  za-
gadnienia, które  to winny  być  rozwią zane  w  oparciu  o ukł ady nieliniowe. D o tych  zagad-
nień  należ ą:  synteza,  optymalizacja  ukł adów  nieliniowych,  wpływ  obcią ż eń  i  zakł óceń
przypadkowych,  wykorzystanie  maszyn  matematycznych itp. Duży wkł ad w  rozwój  teorii
układów  nieliniowych  mają   naukowcy  polscy.  Liczne prace  dotyczą   istnienia  i ograniczo-
noś ci  rozwią zań,  metod  badania  przebiegów  rozwią zań  w  przestrzeni  fazowej,  syntezy
i zastosowań w technice.

Prac  z  teorii  drgań  nieliniowych  jest  w  ostatnim  dziesię cioleciu  tak  wielka  liczba,  że
praktycznie  jest  niemoż liwe  je  wszystkie  omówić.  Spis  tych  prac  jest  czę ś ciowo  podany
w  zeszytach  Zagadnień  D rgań  Nieliniowych.  D latego  ograniczymy  się   do  omówienia
głównych  kierunków  prac  badawczych  i  wyników  jakie  uzyskano  w  okresie  ostatnich
dziesię ciu  lat.

Wię kszość  prac  dotyczy  przebiegu  ruchu  ukł adu  o  jednym  stopniu  swobody  przy
uwzglę dnieniu  nieliniowych  sił  sprę ż ystoś ci  i  tł umienia.  Konieczność  rozwią zywania  tego
rodzaju  zagadnień wypływa  w pierwszym  rzę dzie z  zastosowań.

W  wielu przypadkach  maszyny  i urzą dzenia mechaniczne zastę puje  się   ukł adem o jed-
nym  stopniu swobody  i na podstawie  przebiegu  ruchu tego  ukł adu wnioskuje  się   o proce-
sie  realizowanym przez daną   maszynę.

Ukł ady,  które  były  przedmiotem  rozważ ań,  moż na  podzielić  na  trzy  grupy:  ukł ady
autonomiczne,  samowzbudne  i  nieautonomiczne.  Odnoś nie  ukł adów  autonomicznych
rozwią zano zagadnienie ograniczonoś ci  rozwią zań  [3,  4, 5] przy  założ eniu, że siły  sprę ż yste
i  tł umienia  są   wielomianami.  Wyniki  uzyskane  w  pracy  [5]  są   bardzo  ogólne  i  dotyczą
iikł adów  o skoń czonej  liczbie  stopni swobody.  W  innych pracach zajmowano  się   głównie
przebiegiem  rozwią zań  ukł adów  nieliniowych.  Posł ugiwano  się   metodami  jakoś ciowymi
i  iloś ciowymi.  Szczególnie należy podkreś lić metody topologiczne do jakoś ciowego badania
przebiegu  rozwią zań  w  płaszczyź nie  fazowej  [6, 7, 9].  Metody  te  uogólniono  na  ukł ady
o  wielu  stopniach  swobody  [8, 10, 11]. Wyniki,  które  otrzymano przy  zastosowaniu  tych
metod  są   oryginalne  i  wartoś ciowe.  Odnoś nie metod  iloś ciowych  należy  wymienić  prace
[12, 13]. Również metoda  opisana  w  pracy  [10]  może  być  stosowana  do  oceny  iloś cio-
wego przebiegu  rozwią zań.
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N a  podstawie  tych  prac moż na  obecnie w  każ dym  prawie  przypadku  ukł adu nielinio-
wego  okreś lić  przebieg  rozwią zań  w  pobliżu  poł oż eń  równowagi,  co  znowu, pozwala  na
ocenę   statecznoś ci  tych poł oż eń równowagi.  Wyniki  tych prac  są   wykorzystywane  w  syn-
tezie  i optymalizacji  ukł adów nieliniowych.

Ukł ady  autonomiczne opisują   procesy  przejś ciowe,  tj.  przejś cie  ukł adu z jednego  po-
ł oż enia  w  inne, np.  rozruch,  hamowanie, zanikanie  zaburzeń  ruchu  ustalonego  i  z  tego
wzglę du  znajomość  przebiegu  rozwią zań  pozwala  przeprowadzić  optymalizację   tych pro-
cesów.

Szereg  prac  zostało  poś wię conych  ukł adom  samowzbudnym,  drganiom  relaksacyj-
nym  i  quasi- harmonicznym.  Własnoś ci  uogólnionego  równania  Van  der  Pola  podano
w  pracy  [20].  D rgania  samowzbudne  mają   ś cisły  zwią zek  ze  zjawiskiem  tarcia  suchego.
Prace  dotyczą ce  tarcia  suchego  [19,21,22]  pozwalają   nie  tylko  na  okreś lenie  przebiegu
ruchu,  ale  również  wyjaś niają   do  pewnego  stopnia  zawiłe  zjawisko  tego  rodzaju  tarcia.

Z  uwagi  na  waż ność  zagadnienia  prowadzone  były  również  prace  eksperymentalne
[24, 25, 26, 28]. Wyniki  tych prac potwierdzają   wyniki  prac teoretycznych  opublikowanych
nie  tylko  w  literaturze  polskiej,  ale  i  zagranicznej.  W  szczególnoś ci  okreś lono  charakte-
rystykę   tarcia  suchego,  w  zależ noś ci  od  prę dkoś ci  wzglę dnej  w  przypadku  drgań  samo-
wzbudnych.

Celem przeprowadzenia bardziej  wnikliwych  badań nad tarciem wyodrę bniła się  pewna
grupa  uczonych,  którzy  opierając  się   na  wynikach  uzyskanych  w  pracach  z  teorii  drgań
nieliniowych  rozwijają   swoje  badania  w  kierunku  poznania  zjawiska  tarcia  i  okreś lenia
jego wpływu na przebieg  ruchu i zuż ycie  elementów maszyn. Zagadnienia zwią zane  z  drga-
niami  ukł adów  nieautonomicznych  przedstawiono  w  pracach  [27,28,29].  Moż liwoś ci
badania przebiegu  rozwią zań  tych ukł adów przedstawiono  również w pracy  [10]. W  ostat-
nich  latach podję to  wiele prac  nad zagadnieniem drgań  ukł adów nieautonomicznych przy
uwzglę dnieniu  zakł óceń i wymuszeń  typu  przypadkowego.  Wartoś ciowe  wyniki  otrzymano
w pracach  [30, 31].

Ukł ady  o  jednym  stopniu  swobody,  mimo  że  mają   duże  zastosowanie,  okazują   się
w wielu przypadkach niewystarczają ce  i zachodzi konieczność rozważ ania układów o wielu
stopniach  swobody.  Przy  przejś ciu  od  rzeczywistego  ukł adu  materialnego  do  modelu
matematycznego konieczne jest z jednej  strony poznanie zależ noś ci  funkcjonalnych  zacho-
dzą cych w rzeczywistym  ukł adzie, a z drugiej  strony należy utworzyć model matematyczny,
w którym  te zależ noś ci  funkcjonalne  bę dą  zachodzić.

D la  licznych ukł adów materialnych został  opracowany  model mechaniczny  opierają cy
się   na  własnoś ciach  ukł adu punktów  materialnych  o  siłach wewnę trznych  sprę ż ysto- plas-
tycznych  silnie  nieliniowych  [32]. Zbiór punktów  materialnych reprezentuje  masy  elemen-
tów  konstrukcji,  zaś  siły  wewnę trzne  pochodzą   od  wię zów  nałoż onych na  te  elementy.
Siły zewnę trzne  działają ce  na  rzeczywisty  ukł ad materialny zastę powane  są   ukł adem rów-
noważ nym  sił  przył oż onych  do  punktów  materialnych.  D la  tego  rodzaju  ukł adu moż na
obliczyć energię  potencjalną  i funkcję   dyssypacji  energii, które to funkcje  pozwalają   okreś lić
przebieg  ruchu, a  tym  samym  poznać własnoś ci  dynamiczne rzeczywistego  ukł adu.

W  dalszych  pracach  [33] uzupeł niono ten model ujemnym  tł umieniem,  co umoż liwiło
badanie  ukł adów  samowzbudnych.  Również  wykazano,  że badanie  ruchu ukł adu  rzeczy-
wistego  moż na przenieść  na  ogólniejszy  model  we  współ rzę dnych  uogólnionych.  W  tym
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modelu  liczba  współ rzę dnych odpowiada  liczbie  stopni  swobody.  Posługując  się   tym mo-
delem  rozwią zano  wiele  zagadnień  z  teorii  drgań  nieliniowych.  Interesują cą   interpretację
tł umików  ujemnych  podano  w  pracy  [34].  Zagadnienie  ograniczonoś ci  rozwią zań  tak
w przestrzeni  fazowej,  jak  i w  czasoprzestrzeni  Euklidesa  omówione zostało w  pracy  [5].
Podano  w  tej  pracy  warunki  ograniczonoś ci  rozwią zań  opierając  się   na  topologicznych
własnoś ciach  trajektorii.

Z  uwagi  na  zagadnienia  statecznoś ci  wyniki  tych  prac  są   bardzo  waż ne.  Zagadnienia
statecznoś ci  mają   w  literaturze polskiej  cenne opracowania.  Metoda  opisana  w  pracy  [7]
dotyczy  wprawdzie  asymptotycznego  przebiegu  rozwią zań,  ale  może  być  stosowana  do
badania  statecznoś ci  i  w  wielu  przypadkach  jest  prostsza  w  zastosowaniach  niż  metoda
Lapunowa.  Metoda  ta  została  opracowana  przez  WAŻ EWSKIEGO  i  nosi  nazwę   metody
retraktu.  W pracy  [37] podane są   warunki  wystarczają ce  statecznoś ci  globalnej  w  oparciu
o  teorię   macierzy.  Warunki  te  zostały  wykorzystane  do  optymalizacji  ukł adów nielinio-
wych  [38]. Ukł adom  o jednym  stopniu  swobody  poś wię cona  jest  praca  [35], w  której  po-
sługując  się   oryginalną   metodą   opisaną   w  pracy  [9]  przedstawiono  przebieg  rozwią zań
wielu układów nieliniowych.  Znajomość  przebiegu  rozwią zań  pozwala  ocenić  stateczność
tak  położ enia równowagi,  jak  i ruchu.

Również  prace  [11, 33]  są   poś wię cone  zagadnieniu  statecznoś ci. Należy  zaznaczyć,  że
w  każ dej  prawie  pracy  dotyczą cej  drgań  nieliniowych  omawiane jest  zagadnienie  statecz-
noś ci  badanego  ruchu.  Prac  tego  rodzaju  jest  zbyt  wiele,  aby  je  przytaczać.  Poję cie  sta-
tecznoś ci  ze wzglę du  na zastosowanie  zostało w  ostatnich dziesię ciu  latach wybitnie  zróż-
nicowane. Wymienimy jedynie najważ niejsze  poję cia.  Oprócz statecznoś ci w sensie Lapuno-
wa, powstały poję cia statecznoś ci globalnej  lub inaczej zupełnej, absolutnej  oraz technicznej.

Stateczność  zupełną   stosuje  się ,  gdy  chodzi  o  asymptotyczną   stateczność  rozwią zania
zerowego  i gdy  ż ą da  się ,  aby wszystkie  rozwią zania  dą ż yły  do zera  niezależ nie  od  warun-
ków  począ tkowych.  Tego  rodzaju  stateczność jest przedmiotem prac  [37, 38]. Poję cie  sta-
tecznoś ci  absolutnej  i  wystarczają ce  warunki  zostały  opracowane  w  teorii  ukł adów  auto-
matyki. Zastosowanie tych warunków pokazano w pracy  [36] dla ukł adu o dwóch stopniach
swobody.  Przypominają c,  że  charakterystyki  ukł adu  nie  są   dokł adnie znane,  a należą   do
pewnej  klasy  funkcji  wykazano,  że  ukł ad jest  absolutnie  stateczny,  tzn. wszystkie  rozwią -
zania  dą żą   do  zera.  Poję cie  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa  jest  w  wielu  przypadkach
technicznych niewystarczają ce  i niekonieczne. Z tego wzglę du powstało poję cie  statecznoś ci
technicznej.  Zagadnienie to omówiono w pracach  [39, 40].

Stateczność  techniczna jest  niezależ na  od statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa,  a  ł ą czy  się
ze statecznoś cią  w  sensie  Lagrange'a  i z  ograniczonoś cią   rozwią zań.  Należy  również omó-
wić  zagadnienie  syntezy  i  optymalizacji  ukł adów nieliniowych.  Do sformuł owania  zagad-
nienia  moż na  było  przystą pić  po  przeprowadzeniu  analizy  pewnej  klasy  ukł adów  nieli-
niowych.  Z tego  wzglę du prace  dotyczą ce  syntezy  ukazały  się   stosunkowo  niedawno  [41,
42].  W  tych pracach nie  tylko  omówiono podstawowe  założ enia, ale  również  rozwinię to
metodę   przeprowadzenia  syntezy.  Również  sformuł owano  zagadnienie  optymalizacji,  t j.
przeprowadzenie  syntezy  przy  ustalonych  warunkach  optymalizują cych  dany  proces.

Omawiając  powyż sze  zagadnienia  dotyczą ce  głównych  kierunków  badań  w  teorii
ukł adów  dyskretnych,  przytoczyliś my  tylko  pewne  prace.  Dorobek  naukowy  polskich
uczonych  w  tej  dziedzinie jest  bardzo  duży  i  powię ksza  się   stale  tym  bardziej,  że  grono
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specjalistów  w  dziedzinie  drgań  nieliniowych  również  się   powię ksza.  Prace  teoretyczne
są   podstawą   badań  doś wiadczalnych,  których  wyniki  są   wykorzystywane  w  przemyś le.

Wyodrę bniła  się   pewna  grupa  pracowników  naukowych  i  inż ynierów  konstruktorów
specjalizują ca  się  w zastosowaniach  drgań w technice. Ich prace  [43,44,45,46,47,48,49,  50,
51] dotyczą   zagadnień  bardzo  istotnych  dla przemysł u.

Tak  wię c,  duży  dorobek  naukowy  polskich  uczonych  stwarza  nie  tylko  bazę   do  dal-
szych  badań w  dziedzinie mechaniki nieliniowej,  ale  również przynosi  korzyś ci  gospodarce
narodowej.

3.  Teoria  maszyn  i  regulacji  automatycznej

Teoria  mechanizmów, jako  dyscyplina  naukowa,  jest  w  Polsce  na  szerszą   skalę  upra-
wiana  od  1955 r.  Ze  wzglę du  na  jej  szeroką   problematykę   przyję to  obecnie  nazywać  tę
dyscyplinę   teorią   maszyn  i  regulacji  automatycznej.  Począ tkowo  prace  dotyczyły  głównie
kinematyki  mechanizmów  oraz  badania  ich  struktury  z  punktu  widzenia  stosowalnoś ci
metod wykreś lnych  kinematyki  i  dynamiki. Podstawowe  problemy  dotyczyły  opracowania
najbardziej  efektywnych  metod —  głównie wykreś lnych  —  kinematyki  mechanizmów  oraz
problemu  dokł adnoś ci  tych  metod  [51—66].

N astę pny  podstawowy  problem,  to  synteza  mechanizmów  w  sensie  klasycznym  —  dla
zadanych konkretnych warunków  —  oraz nowszy  problem  syntezy  optymalnej  przy  zasto-
sowaniu  nowych  metod statystyki  matematycznej  i  teorii  programowania.

G ł ównymi kierunkami  rozwią zywanych  obecnie zagadnień  są:
(1) nowoczesne metody  syntezy  maszyn,
(2) zagadnienia  dynamiki  maszyn  i  drgań ukł adów  maszynowych,
(3) zagadnienia miernictwa  i podstaw  sterowania  automatycznego.
Pierwszy  kierunek  obejmuje:  badania  nad  syntezą   maszyn  z  parametrami  losowymi

oraz  syntezą   maszyn  ze  sterowaniem  programowym,  prace  w  zakresie  syntezy  i  analizy
mechanizmów  dź wigowych,  zastosowanie  maszyn  matematycznych  do  syntezy  mecha-
nizmów  [67, 68].

D rugi  kierunek  obejmuje  zagadnienia:  badania  drgań  ukł adów  z  nieliniowym  tłumie-
niem  oraz procesów  przejś ciowych  napę du, badania  drgań  samowzbudnych  przy  napę dzie
za  poś rednictwem  sprzę gieł   ciernych,  stateczność  wałów  wirują cych,  badania  obcią ż eń
dynamicznych  mechanizmów  jazdy  dź wignic  przy  uwzglę dnieniu  losowej  koniecznoś ci
niektórych  parametrów,  badania  ukł adów  wibrouderzeniowych,  dynamikę   maszyn  wir-
nikowych  z ł oż yskami  ś lizgowymi  oraz wyważ anie  [69—93].

Trzeci  kierunek  obejmuje:  badania  przetworników  pomiarowych  i  ukł adów  regulacji
automatycznej,  badania wielofunkcyjnych  manipulatorów protetycznych z napę dem pneu-
matycznym  oraz  zastosowania  metod  impulsowo- cyfrowych  w  miernictwie  wielkoś ci nie-
elektrycznych,  badania  statecznoś ci  przetworników  pneumatycznych  z  kompensacją   siły
[94—97].

W  zał ą czeniu podajemy  spis waż niejszych  prac z wyż ej podanych dziedzin.
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