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1. Podstawowe réwnania

Rozpatruje si¢ tarcz¢ kolowa o stalej grubosci, podlegajaca plaskiemu stanowi na-
prezen osiowo-niesymetrycznych, ktéry wywolany zostal przytozeniem niejednorodnego
pola temperatury T(p, ©) na plaszczyznach bocznych tarczy. W tym przypadku napreze-

Rys. 1

nia promieniowe, obwodowe i styczne w tarczy mozna okre$li¢ nastgpujacymi zalezno$cia-
mi

E ou u 1 oo 1
=D [%*”?*?T@]_EM@’ O
E u 1 dv ou 1
ry—_E (Lou, dv v
DT CEEn VA o TR P

gdzie b — promien zewnetrzny tarczy,
¢ — bezwymiarowa wspéirzedna biegunowa promienia ¢ = /b,
® — wspéirzedna biegunowa kata,
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u — przemieszczenie promieniowe,
v — przemieszczenie obwodowe,
E — modut Younga,
» — wspolezynnik Poissona,
1 — wspdtezynnik cieplnej rozszerzalnosci liniowe;.
Przyimuje sig, ze dla rozwazanego zakresu temperatury wspotczynniki E, v, 1 sg stale,

, . o
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Rys. 2

Réwnania réwnowagi wewnetrznej tarczy maja postaé (rys. 2)

do, o0,—0g 1 01,
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(1.2)

1 doy 97, Tro

— 50" 7 +2?_0.

Podstawiajac do réwnani réwnowagi (1.2) zalezno$ci (1.1) otrzymano dla postawio-
nego zagadnienia uktad réwnan rézniczkowych drugiego rzedu, o pochodnych czastko-
wych, wyrazony w przemieszczeniach
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2. Réwnania rozniczkowe dla danego zagadnienia i ich rozwiazanie
Temperaturg¢ T(g) przylozona na wycinku tarczy Ae (rys. 1) rozlozono w szereg try-
gonometryczny
. nda
A ad ZSmT
2.1 T(o, ©) = — T Z —_— .
(2.1) ()] o G |1+2 1 T cos (n®)
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Przy zalozeniu, Ze temperaturg T(¢) mozna przedstawi¢ w postaci wielomianu potg-
ZOWego

(2.2) T()= Y Tug, gdde nk#m, k=012 .1
k=0 .

m=1,2,3, ..,
po podstawieniu (2.2) do (2.1) otrzymano nastgpujacy rozklad temperatury w tarczy

nAa
© 2 sin

2.3) T(o, 0) = ZTkenk 1+22 a5 19).

Po zrézniczkowaniu wyrazenia (2.3), raz wzgledem p i raz wzgledem @ i podstawieniu
do réwnati (1.3), otrzymano dla rozpatrywanego zagadnienia vktad réwnan rézniczkowych
u low u 1—v 1 Pu 1421 % 3—y 1 v

B e P2 F@ T (0 2 g0

. nda
0 ZSlnT
= 1+22 T cos (n®) anTk@""l
n=1"
(2.4)
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o> o do o o* 00 2 9?0 2 p 0pd®
© 2 sin N
=—2,BZ - sin (16) ZTk@"k—l
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gdzie
(149 4bda
:5_ 27,: *

Rozwiazanie ogdlne uktadu réwnan rézniczkowych (2.4) przewiduje si¢ w nastgpujacej
postaci

2 sin ——

u(e, 6) = uy(@)+ Z (@) 5 cos (n6),
(2.5)

231nnAa

o0, 6) = 5,0+ > 0n 2 sin (16),
ne]

Podstawiajgc przewidywane rozwigzania ogélne wyrazone réwnaniami (2.5) do uktadu
réwnan rézniczkowych (2.4) otrzymano
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a) dla zagadnienia osiowo-symetrycznego — uklad réwnan rézniczkowych

N
du, 1 duy u
00 = §kT k-1
it e de e e

2.6)

ktérego rozwigzania ogdlne majaq postaé

N
_G Tl k1
uy(0) = “Q—+C29+ﬂ kg{ k2 Typom*t,
(2.7)
C
2,(0) = ?3+C49,

gdzie C,, C,, Cs, C, — stale znajdowane z warunkéw brzegowych zagadnienia;
b) dla zagadnienia osiowo-niesymetrycznego — uklad réwnan roézniczkowych zwy-
czajnych

N
d’u 1 du 1—» H—v 1dv, 3—v 2 Y
»n n N " - B9 “n__ T, nk—1
@A (” 2 ) ¢tz "o 2 "¢ 2’3”,%," e

(2.8)

N
1—v [dzfv 1 dv v,,l 2V 3—v _u, 149 1 du,
— == . —r = — ——n— o ==2fn ) Ty L.

Rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych (2.8) sklada sie z rozwiazania ogdlnego
ukladu réwpan jednorodnych oraz rozwiazania szczegdlnego ukladu pehego.

Dla ukiadu réwnan jednorodnych
d*u 1 du, ('l— 1—9» z) U, 1+v idv,, 3—y o,

d92+9 dg FTT a2 e

dg o dp &

2
(2.9)

dg* ¢ do @
rozwiazanie ma postaé

—— -5 n =0,
F 2 ot 2 T do

l—v[&, 1 do, v,,]_nzﬂ,_S——v uy  14» 1 du,
2

4
= ZBMQ’I"’
I1=1
4
v, = Z Oyn Bin0'tn,
=1

gdzie B,, — state znajdowane z warunkdw brzegowych zagadnienia.
Wykladnik potegi przy ¢ okreflony jest zaleznoScig

2.11) ty = (=D)L= (P=51+5)n, n=1,2,3,..,1=1,23,4,

(2.10)
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a wspdlezynnik
2.12) . = 3—y4- (L) [(— 1)1 — (2~ 514-5)n]
tn 2 (A=) (=1 (=545 + (1+)n
Rozwigzania szczegdlne ukladu réwnaf rézniczkowych (2.8) znaleziono w nastepu-
jacej postaci
a)ydlak=1,2,3,...Noraz k=0 1in#2

x /e -
Uiy = DkuQ” H:

2.13 —
( ) ‘Z)'Z” = Dan"kH,
gdzie
_ 2(nk+2)
(.19 B
= 2
Dku Z

i ey ALY
bydlak=0in=2

1
Ugy = (‘—4 ~In 9) 0BT,
2.15)

1
'U?):Zz (T—I_ln Q) Q‘BTO.

Otrzymano ostatecznie rozwiazanie ogélne ukladu (2.4), ktdre jest rozwigzaniem
w przemieszczeniach rozpatrywanego zagadnienia. ‘

) 4 N
u(o, ©) = uy @+, [ D) Bugint D) ui, (@)] cos (),
n=1|Il=1 k=0
4

@0 N
v (e, 0) = 2,(@)+ ), [ D) i B+ ok @} sin (n6).
n k=0

—1 Li=1

.16)

3. Napr¢zenia w tarczy kolowej, warunki brzegowe zagadnienia

Podstawiajac do (1.1) rozwiazania w przemieszczeniach zagadnienia osiowo-symetrycz-
nego (2.7) oraz osiowo-niesymetrycznego (2.10) 1 (2.13) lub (2.15) otrzymano nastepujace
wyrazenia dla naprezen promieniowych, obwodowych i stycznych w tarczy

+1+4+w
nk+2

o - 4
-+ ; [1_2 [t +2 (1 noy,)] By, [ 2[ ukn (ukﬂ +n 'ﬁ‘ﬂ) ZﬂTkQ’?"” cos (n@)‘,

o.(e, 0) = Tli%ﬁ‘( 1) S Gt ﬁZ Y gt
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E y(nk+1)+1
(3.1) oo, O)= m‘( ) >+ (142 Co+p Z TR Tro™+

[ee]

4
n n d n
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E o
Tro(Q, @) = W; [; [ot,,,(t,,,-—l)-n]B,,,Q"" l+

Obliczenia wykonano dla tarczy pelnej pod wplywem przytozonego impulsu o stalej
temperatwrze T(p) = T, (dla k = 0). Uwzgledniajac warunki ciaglosci odksztalcen w $rod-
ku tarczy dla p = 0, z rozwigzaf w przemieszczeniach (2.16) otrzymano C; = 0, B, = 0,
B,, =0.

Warunki brzegowe postawionego zagadnienia majg postaé

(.2) [0,(0, @))p—1 = O,

[Tvo (0: @)]Q=l = 0:
otrzymano stad
a) dla zagadnienia osiowo-symetrycznego — C, = 0
b) dla zagadnienia osiowo-niesymetrycznego — uklad réwnan

D) ltitv(14+na,) B+ P (1) = 0,
=2

(3.3

3
D) Lot (tin— D) =] Byt P (1) = 0;

I=2

wprowadzono tutaj oznaczenia

dug (u" v
) — kn kn _k_n_ __2 nk
© =" ”e”‘e) BTio™,
ux v duf,
3.4 (z) “kn Ykn kn___2 T, nk
(34 D) = n=l =y =26 Tue™,

PO — d_ O i
de 0 e
Przyjmujac v = 0,3 rozwiazano uklad réwnan (3.3).
Dla n 2 otrzymujemy
1 (3,5#n%4-3,5n—40) n
3,5 (m—D@*—4 °

0,8 (1,4—1,3n)(3,5n*+3,5n—33) _
3,64 (n+1D(*—4); ’

BZM =

(3.5.1)

By, =
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dlan=2

[um—y

0,1 4

(3.5.2) By = 28 °

Ostatecznie rozwiazania dla napreZen maja postaé

dlan#£2

[+¢]

G—*'_(E%TQ) -2, 3%(172——4) [n(3,51+3,5n—40) =247~ (n—2)(3,51*+3,5n—
I 3
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dlan=2

o/ (0,0) 1 . .
(3.6) ar = Elng sin Ao cos (26);
dlan# 2

O’L‘(E@if)_ = Zm [—n(3,5n2+3,5n—40) Q—2+"‘!‘("‘}‘2)(3,5”2—'—3,5”_33)9"_'_
n=1 ’
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G';I(Q;@) _ }— (4,7 2 __4 . .

AT = 5 \0.7° +Inp 07 sin (4a) cos(20);
dlan#2
'5_:-9 (o, @) . C 1 _ 2 . —~24n 1 2 _ n__
e = Z‘_———g, 5074 [— (3,524 3,51 —40) =2+ (3,5r+3,5n—33)¢
na=1
—7] sin (’-’521—“) sin (n0):;

dlan=2

7900, 6) 1]10,1 , . .
= —1)+1 26).
EAT 7| 28 (0*—1)+Inp|sin(da) sin 26)

Rozklady naprezen w wykonanym przykladzie liczbowym dla wycinka tarczy o kacie
wierzchotkowym Ao = #/18 pokazano dla naprezef promieniowych na rys. 3, obwodo-
wych na rys. 4 i stycznych na rys. 5. Obliczenia przykladu ilustrujacego podana metodg
wykonano na elektronowej maszynie cyfrowej ZAM?2,
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Pesome

HATIPSDKEHHOE COCTOSHME M [TEPEMENEHWS B MTUCKE [TOCTOSIHHON TOJIIUHB],
BBISBAHHEBIE TEIIJIOBBIM MMIIVIIECOM IIPHJIOJKEHHBIM K CEKTOPY IHCKA

B paGoTe patores obipe pud deperunambHble YPABHEHNA, ONACIBAIOIIKC HEPEMELIEHHA B KPYTOBOM
AICKE TIOCTOSHHON TOJNIUWHBI HATPYXKEHHOM TCIUIOBBIM umnynbcom T (0, @) NPUNOKEHHBIM K CEKTOpY
¢ yriom pacrsopa Ao,

Pemennst guddepeHIanpabIX YPABHCHUA A NEPEMELUCHUH ¥, 3aTeM, JIIA HAIPAMKEHUIH Oy UEHET
B Buje OECKOHEUHBIX PAAOB, B pELICHHOM YMCIEHHOM NPUMEPE TEMIEPATYPA CEKTOPA NPUHATA TIOCTO-
auHo# T ()= const. h

Summary

STATE OF STRESS AND STRAIN IN A CIRCULAR DISC OF CONSTANT
THICKNESS DUE TO THERMAL NUCLEUS IN A SECTOR OF THE DISC

General system of displacement differential equations are given governing the problem of a circular
disc of constant thickness, loaded by the nucleus of thermoelastic strain T'(p, ©), applied on the sector
of the disc with the vertex angle Aw. The solution of the differential equations, the displacements and
stresses acting in the disc, are expressed in the form of infinite series, In the numerical example, the tem-
perature of the sector is assumed to be constant T'(g) = const.
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