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O WYBOCZENIU BIEGUNOWYCH SIATEK PRETOWYCH

Cz. WozNIAK (WARSZAWA), S. ZIELIKSKI (LODZ)

W pracy wyprowadzono wyrazenia dla sit krytycznych w pierécieniowych, radialnie ob-
cigzonych gestych biegunowych siatkach pretowych. Rozwazono tylko przypadek wybo-
czenia kolowo-symetrycznego. Postuzono sie kontynualnym modelem siatki korzystajac
z réownan plaskiego osrodka widknistego o blegunoweJ siatce. Zagadnienie rozpatrywano
w ramach teorii [iniowej.

1. Rownania podstawowe

Geste i regularne siatki pretowe (ruszty) stanowia jeden z przypadkoéw szczegdlnych
tzw. plyt o strukturze siatkowej [1]. Podstawowe réwnania kontynualnej teorii drugiego
rzedu takich plyt skladaja si¢ z ponizszych rownan réwnowagi(!) (sity masowe pomijamy)

Pratwap® =
(11) e
m_/);a “a/ip H):a/jm =V,
oraz z réownan fizycznych
(12) . . pa — Aauy‘“ maﬂ — Ca/)[lvxu

i geometrycznych
(1.3) Yo = W€ vy, Ry =y
W powyzszych réwnaniach p* 1 m** sg kolejno wektorem gestosci sit poprzecznych 1 tenso-
rem gestosci momentéw w plycie, p* jest tensorem napieé blonowych dziatajacych
w plaszezyZnie plyty oraz m” jest wektorem napie¢ momentowych réwniez dziatajacych
w plaszczyznie plyty siatkowej. Zakladamy, ze sity i momenty tarczowe p® i m* zostaly
uprzednio wyznaczone (por. np. [2,3]). Stan przemieszczenia jest okreslony ugieciem
plyty w oraz niezaleznymi od ugiecia katami obrotu »,. Wszystkie wielkosci wystepujace
w (1.1)-(1.3) zalezg od zmiennych x', x%, ktérymi parametryzowana jest ptaszczyzna érod-
kowa plyty.

Jezelitozpatrywana plytg o strukturze siatkowej jest gesta siatka pretowa (ruszt) o sztyw-
nych wezlach, to tensory sztywnofci sprezystej A% i C**"¥ wystepujace w (1.2) maja po-
staé [1]:

A= D) ety R,
(1.4) “@

cem = Z t(aA)t{‘/J)(tl(z/_l)IFA)S(/I)+t{{4)t(v/I)S(d))-
(&)]

(') Wszystkie wskazniki przeblegajq ciag 1, 2; érednik oznacza pochodng kowariantna, przecinek —
pochodng czastkowa.
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Wektory t‘(d)iﬂtz‘d) sa wektorami jednostkowymi; wektor ¢, jest styczny, a wektor tN‘E‘_{,)
normalny do rodzin (), tworzacych siatke (gdy siatka skiada si¢ z dwoch rodzin krzy-
wych, wtedy (4) = (I), (ID)). Ponadto
12(ET) 4 _ (@G0,  _ (E))a
P Sp=-—" Sy =%,
Ialy %) Ton

gdzie (EJ),1 (GC), sa kolejno sztywnoscia gigtna i skretng pretdw (4) siatki, [, jest odlegtos-
cig sasiednich pretow (4) siatki oraz 1, jest odlegloscia sasiednich wezlow preta (4). Podane
powyzej wzory dotycza tylko przypadku, w ktérym gtéwne centralne osie bezwtadnosci
wszystkich przekrojow pretéw leza na jednej plaszezyZnie (plaszczyzny obojetne pretow
leza na plaszczyZnie osrodka).

2. Zagadnienie kolowo-symetryczne

Dla siatki biegunowej oraz kolowo-symetrycznego stanu odksztalcenia réwnania
(1.1)-(1.3) we wspoirzednych biegunowych (r, p) po prostych przeksztalceniach mozna
doprowadzi¢ do postaci

(rp"4rp"w ), =0,

.1
&0 ("), 4 rm® —rp" = 0;
pr=A"(w,+0),
(2.2) m = C*rv .,

mPr = —C%y,

w ktérej v = v,,/r jest obrotem elementu siatki w plaszczyZnie prostopadlej do linii para-
metrycznej r = const. Pomnoézmy réwnanie (2.2); przez » i dodajmy stronami do réwnania
(2.1)2. Wyznaczmy nastgpnie z (2.1)2 wielko$¢ rp”. Otrzymamy wtedy kolejno

™, [(Pm"®), ,+rm®—rv,

2.3) A
rp" = (r'm"?) +rm".

Scatkujmy réwnanie (2.1),. Oznaczajac przez ¢ = const stala catkowania napiszemy

2.4) p rpTw . = c.

Podstawiajac prawe strony (2.3) do powyzszego réwnania uzyskamy

rr

P
Arl’

(2.5) [(r2m™®) 4 rm®'] (l + )—p"’v =,

Wyrazajac w (2.5) momenty m™ i m*®" zgodnie z (2.2)2 i (2.2)s po prostych przeksztalceniach
dochodzimy do réwnania

(2.6) (Crorerdy ) —rCortg— P~ S
p p

1+2—
+ Arr + Arr

Podstawié.jacc nastepnie do (2.4) prawg strong wzoru (2.2), napiszemy

LA I
(27) (1+ 7) W,,.—I—‘Z) = r“ A .
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Réwnania (2.6) i (2.7) sa podstawowymi réwnaniami kolowo-symetrycznie odksztatconej
plyty o ortotropowej strukturze siatkowe;.

Jezeli réwnania (2.6) 1 (2.7) maja opisywaé kolowo-symetrycznie odksztalcony biegu-
nowa siatkg pretowa, wtedy wielkosci C”*™, C?%", A™ powinny byé okreslone wzorami (1.4).
Otrzymamy wtedy

L. 1 (ED. L (ED),
rore 1 — —
¢ 2 S(") 2 l~,- 2 l{p ’
1o L@ED, 1 (&)
(2:8) Cor = 38w =3 7 f=a
L ED,
A= R = T

przy czym (EJ), 1 (EJ), jest kolejno sztywnoS$cia gietna pretdw promieniowych i obwodo
wych siatki, /, = I, jest odlegloscig sasiednich pretéw promieniowych (lub odlegtoscia
sasiednich weztéw w pretach obwodowych) oraz l?,, = [, jest odlegloécia sasiednich pretéow
obwodowych siatki (lub odlegloécia sasiednich weztéw w pretach promieniowych).
Roéwnanie (2.6) dla przypadku biegunowej siatki pretowej przyjmie teraz postaé

rr

5 - ¢
(rS(r)'v,r),r_~l— S(¢)+r2> _]2_ 7= —
! 12 1+ %
R R’
lub po przeksztatceniach
-S 1 ~ rr 1
2.9  v,.+ Sdr g L fg a7 N, L ¢ _
,rr -S »F 2¢ (@) p,-,— < p,_,_
For o 1+ £ Oy (1+ £ )
R(") R(r)

Réwnania (2.9) i (2.7) dla 4™ = ﬁ(,) sq podstawowymi réwnaniami wyboczonej kolistej
biegunowej siatki pretowe;j.

3. Przypadki szczegélne i rozwiazania

Ograniczymy si¢ dalej do rozpatrywania waznego przypadku szczegdlnego siatki,
w ktérej sztywnosci zginania prgtéw promieniowych i obwodowych sg stale:
(EJ), = const, (EJ), = const.

Oznaczmy przez ¢ kat pomiedzy pretami promieniowymi siatki; wtedy /, = [ =yr.
Przyjmijmy nastepnie, Ze ksztalt «oczek» jest staly, tj.

I
3.1 —~ = const.
I‘P

4*
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Warunek (3.1) zachodzi, gdy /, = 7,,, = nr, gdzie % jest stalg bezwymiarowa. Z tego powodu
zgodnie z (2.5) otrzymamy wtedy

< (E))., 1 (E)),
S="7"= FRE
@
~ (EJ), 1 (E))
(3.2) S("') - _TrJ, - e
S 12(B)), 1 12(E)),
) — lf lq, — 3 sz

Zalozmy, ze rozpatrywana przez nas biegunowa pierécieniowa siatka pretowa jest
obcigzona na wewnetrznym obwodzie r = r,, obciazeniem radialnym p,, oraz na zewngtrz-
nym obwodzie r = r, obciazeniem radialnym p,. Wielkosci napieé radialnych p'" w takiej
siatce mozna obliczy¢ na podstawie wzordw podanych w pracy [3}. Zakladajac, ze sztyw-
noSci podiuzne (EA),, (EA), pretow siatki sa stale oraz ze

p(EA),
(3.3) )~ 2,

otrzymamy rozkiad napigé radialnych p™ wyrazony wzorem (por. [3])

(3.4) pr= ~~fT, p = const.
Zgodnie ze wzorem (3.4) ograniczymy sie wigc do badania statecznosci takiej biegunowe;

siatki pretowej, w ktérej pomiedzy obciazeniami radialnymi wewnetrznego i zewnetrznego
brzegu siatki zachodzi zwiazek
Y’
Pw=pz{7"}-
Iy

Podstawiajac prawe strony wzoréw (3.2) i (3.4) do réwnania (2.9), otrzymamy

y (EJ), P 4
3.5 - 0 _ - =
(3:5) O ED, | = R v A
12(7), ¥ 12@END, ¥

Zal6zmy, ze brzeg r = r,, siatki jest podparty w sposéb uniemozliwiajacy obrét, lecz
dopuszczajacy swobodg przesuniecia w kierunku normalnym do plaszezyzny nieodksztal-
conej siatki. Wtedy

(3.6) ‘ v(r,) =0 oraz p'(r,)=0.
Zal6zmy nastepnie, ze brzeg zewnetrzny r = r, jest doskonale sztywno utwierdzony:
3.7 o(r))=0 oraz w(r,)=0.

Z warunkéw (3.6) oraz wzoru (2.2) wynika, ze dla r = r, zachodzi w , = 0. Zgodnie
zréwnaniem (2.4) stata ¢ wystepujaca w (3.5) jest réwna zeru. Oznaczajac
EJ), P ]
(.8 1= ¥ [EDy p
: EDe | e
12(E0), ¥
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réwnanie (3.5) napiszemy w postaci

——0 =0,
ry rz

Catka ogélna powyzszego rownania ma postaé

(3.9) v =1/r [Cicos(ulnr)+ Csin(ulnr)],
gdzie
(3.10) ﬂs—é-Vu_JEm, 1441 < 0.

Warunki brzegowe (3.6) i (3.7); dla v # 0 moga by¢ spetnione tylko w przypadku, gdy

Vrocos(ulnr,), Vr. sin(ulnr,)
]/r_;cos (ulnry), ]/Zsin (ulnr,)

Powyzszy warunek istnienia nietrywialnych rozwigzan (3.9) rozpatrywanego tu zagadnienia
brzegowego sprowadza si¢ do warunku

» sin(/zlnri) =0,
z ktorego wynika, ze

(3.11) p=—" k=12
ln;»z—

Ze wzordw (3.10) i (3.11) dla k = 1 otrzymamy

1 7w \*
(3.12) A= |+
In—=
r“’
Wyznaczmy ze wzoru (3.8) parametr p:
EDy _, (ED),
- ® 4
(3.13) p= D, o
12 N, 12

Podstawiajac do (3.13) wyrazenie (3.12) dla A otrzymamy krytyczng warto$c p.
Gdy przekroje belek promieniowych i obwodowych sg takie same,
(ED)p = (ET), = EJ, (EA), = (EA),,
wtedy dla rozpatrywanej siatki zgodnie z (3.3) mamy takze »x = /2. Wzér (3.13) ma wtedy
postacé
2—A EJ

PkR = — 3
1+—- @1
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przy czym A jest okre§lone wzorem (3.12). Na rysunku 1 przedstawiono dla tego przypadku
wykresy parametru bezwymiarowego pxgpp/EJ w zalezno$ci od stosunku r,/r; oraz dla
kata 9 = /6 pomiedzy pretami radialnymi.

Prr
£J
60 -
40
10~
1 1 | -
01 05 07 ry/ry
Rys. |
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Pesome

O IIOTEPE YVCTOMUMBOCTH CTEPXKHEBBIX CETOK

B pabBore obcympaercsa BONpoc yCTOHUHBOCTH KONBLEBBLIX PAJAHMATILHO HATPYYKEHHBIX IYCTHIX MOJISIP-
HbIN CTEPIKHEBBIX CETOK (POCTBEPKOB). MCronp30Banack KOHBTHHYANBHAST MOMCHDL CETKH M YPAaBHEHMI
IDIOCKOIf BOJIOKHUCTOMH cpefibl ¢ MonApHoit ceTkoit [1]. Iarwrcsa 3aBUCUMOCTH KPHTHUECKUX CUJI U HE-
KOTOPOr0 uaCTHOTO BuJa POCTBEPKA B (DYHKUHH T'YCTOTHI CETKH M MPOHU3BEACHMS BHYTPEHHOTO M BHELI~
HEro pafHycOB CETKH. :

Summary
ON THE BUCKLING OF POLAR BAR NETWORKS

The paper considers the stability problem of annular radially loaded dense polar networks of bars
(grates). The use of continuous model of network is applied by utilising equations of a plane fibrous conti-
nuum with polar network [1]. Expressions for critical loads depending on the network density and the
ratio of internal and external network radii are given for a certain particular type of grate.
INSTYTUT MATEMATYCZNY UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

KATEDRA MECHANIKI BUDOWLI POLITECHNIKI LODZKIEJ
Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 lipca 1966 r.



