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W ciagu ostatnich lat coraz czedciej stosowane sa mechanizmy, ktére mozemy objaé
wspdlna nazwa mechanizméw wibro-uderzeniowych. Przykladami tego rodzaju mecha-
nizméw sa wibromloty, uzywane do pograzania w grunt pali i rur, zageszczarki, ubijaki
pewne typy miotéw sprezynowych itp. W mechanizmach fych drgania wibracyjne zna-
lazly zastosowanie ze wzgledu na moznos$¢ uzyskania duzych wartodci sit, energii kine-
tycznej 1 przyspieszen czgSci roboczej.

Pierwszymi badaczami, ktérzy wniedli istotny wkiad do teorii maszyn wibracyjno-ude-
rzeniowych, byli Rusakow i CHARKIEWICZ [5]. Przeprowadzili oni badanie drgan wymuszo-
nych ukladu o jednym stopniu swobody, w ktorym to ukiadzie drgania masy zostaly ogra-
niczone jednostronnie. Przy wyznaczaniu parametréw pracy uktadu autorzy zastosowali
tzw. «metode warunkdw brzegowych».

Praca niniejsza jest proba analizy ruchu i stabilnoéci strukturalnej mechanizmu wibra-
cyjno uderzeniowego, w ktorym sita wymuszajaca drgania powstala nie na skutek ruchu
wibratora (tak jak to zachodzi np. w wibromlotach lub zageszczarkach), ale w wyniku
wymuszenia kinematycznego, spowodowanego ruchem wodzika mechanizmu sinusoidal-
nego. Uklad wibracyjny omawiany w niniejszej pracy jest uktadem nieliniowym ze wzgledu
na wystepowanie uderzen w czasie kazdego cyklu. pracy.

W kazdym ukladzie wibro-uderzeniowym o charakterystyce linjowej, charakterystyka
sprezysta pozostaje liniowa do wielkosci x,, odpowiadajacei wspélrzednej uderzenia
(rys. 1), nastepnie charakterystyka ta zalamuje sie, naruszona jest wiec liniowo$¢ ukladu.

Stx) A

/ Xo X

Rys. 1

‘W chwili uderzenia predko$é masy uderzajgcej zmienia sie skokowo. Stdsune’k pred-
kosci po i przed uderzeniem charakteryzowaé begdziemy tzw. wspoiczynnikiem restytucii..
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Przy okreslaniu wspélczynnika restytucji R postugujemy si¢ hipoteza Newtona, zgodnie
z ktéra stosunek predkosei cial po uderzeniu v, i przed uderzeniem o, jest staty i nie za-
lezy od predkosei zderzenia ani od wymiardw cial, a tylko od stalych materialowych zde-
rzajacych sig cial, to jest

1] ¢ |va] = R.

W przypadku uderzenia doskonale sprezystego, to znaczy uderzenia, przy ktérym
w miejscu zetknigcia sig cial zachodza wylacznie odksztalcenia sprezyste, wspblczynnik
restytucji R = 1. W przypadku uderzenia doskonale plastycznego, to znaczy uderzenia,
przy ktérym w miejscu zetknigcia sig cial zachodza wylacznie odksztatcenia plastyczne,
R=0. :
Dla realnych ciat fizycznych mamy zawsze 0<CR<C|. (Np. przy uderzeniu kulki sta-
lowej o ptyte stalowa warto$¢ wspoiczynnika restytucji podawana jest w literaturze w gra-
nicach od 0,5 do 0,6).

Rozwazmy obecnie uklad podany na rys. 2, gdzie przyjeto nastgpujace oznaczenia:
r jest dtugoScig korby; w predkoscia katowg korby, ¢ oznacza kat fazowy okre$lajacy

Rys. 2

polozenie korby w chwili uderzenia masy m o zderzak, O, punkt dolnego potozenia zwrot-
nego; O, polozenie punktu D, gdy masa m znajduje si¢ w spoczynku.
Réwnanie ruchu punktu C jest nastgpujace:

) y = r{l—cos(wt+p)].

W przedziale czasu migdzy uderzeniami o przegrode ruch sSrodka masy ciata
m (punktu D) przedstawia réwnanie rézniczkowe w postaci:

@ X+keX = ko[l —cos(wt-+¢)], Kkt = %

gdzie ¢ jest wspdtezynnikiem sztywno$ci sprezyny, k czestoécia drgan wilasnych masy.
W celu uproszczenia analizy ruchu ukladu wprowadzamy wspdirzedne bezwymiarowe:

(3) X = rx, ol = T, = — V = rw?, XO p— rx°'
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Réwnanie rézniczkowe (2) przyjmie po podstawieniach (3) postaé nastepujaca:
) X+o%x = o®—gfcos(v+q).

Catkujac rownanie (4) znajdziemy bezwymiarowe przemieszczenie i plqdkosg punktu D
W plZClea]C miedzy dwoma uderzeniami:

2
(5 x = Acospr-+Bsingr+1— ﬁe_—lcos(r—k(p).

g

©) % = —Apsinpt+Bpcos gr—f— ¢ sm(r—f—q)

Stale catkowania 4 i B wyznaczymy z warunku okresowosci. Dobieramy mianowicie
parametry uktadu wibro-uderzeniowego tak, aby ustalil si¢ ruch okresowy o okrésie réw-
nym wielokrotnosci okresu wymuszenia kinematycznego. Przy tego rodzaju postepowaniu
wystarczy wiec rozpatrze¢ ruch uktadu w przedziale jednego okresu.

Warunki okresowoéci dla rozpatrywanego uktadu maja postaé:

x(0)=xy, x(0)=
X Q2an) = xy, XQmn)= —

Y]

gdzie n =1, 2, 3.... stosunek okresu drgan masy m do okresu obrotu korby r.
Podstawiajac warunki (7) do zwiazkéw (5) i (6) otrzymujemy nastgpujace réwnania:

2

xp = A+1— 29_1 cosq,
Q2
: Rov = Bg-+———sing,
. p?—1
®) 2
xg = Acos2nng-+Bsin2znng+1— g£—1 cose,
02
= Apsin2nng—Bocos2nno— 2] sing.
Rozwigzujge uktad réwnan (8) otrzymujemy:
A = Mctgﬂng’
20
B 2(1+R) ’
©) *
sing = v(=R
P = 2y >
1 o(1+R) ctgsing
cosq = —[xo——l~ — —Q—— .
gdzie
__
Y= 92____1

T*
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Wszystkie wystepujace w zwiazkach (9) parametry uktadu wyrazone zostaty jako funk-
cje bezwymiarowej predkosci przedstawionej wzorem:

2 (=) /) P+ — (\0_1)2
1—R 1+ /2

(10) Q=

gdzie
1--R ctgmnp

11 =__ e
an f=1R

Masa m nie zawsze uderza o przegrode a—«. Styk jést mozliwy tylko przy pewnych
okre$lonych wartodciach x; 1 p.

Jezeli x, = 0, to aby mozliwe byly uderzenia masy m o przegrode a—a musi byé spel-
niony warunek

lub

a wige
oL ol

Jezeli O<<xy<C 1, to znaczy, gdy przegroda przesunigta jest w strone punktu O, to wa-
runek styku masy z przegrodg ma postaé:

iyl > 1—x,,

1—x,
0 >V2_XO, o= 1.

Jezeli xy<<0, to znaczy, gdy przegroda odsunieta jest od punktu O,, to warunek styku
masy z przegrodg ma postaé:

a wiec

vl > 14

Xo|»

a wiec

T gen)
T << 2, a1
Vo <<V e#
Oczywiscie v, bezwymiarowa predkosé, musi byé wielkodcia rzeczywisty. Warunek
ten jest réwnowazny nieréwnosci
PU+SH— (1P =0
Tub

(12) 1— 1|] M2 L xg < 14 eSS

G l‘ 1|’
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Dla zbadania stabilnoéci rozpatrywanego ukfadu wibracyjno-uderzeniowego posluzy-
my sie pojeciem stabilnosci strukturalnej [I, 3] oraz zastosujemy metode «dopasowann»
[2, 4] kolejnych ruchéw zaburzonych rozpatrywanego uktadu.

Jak widzimy z (9), wspdlczynniki rownan wyznaczajacych przemieszezenie i predkosé
punktu D uktadu sg funkcjami parametréw pracy uktadu g, x,, R. Wartosci tych wspél-
czynnikéw przy rozpatrywaniu konkretnie pracujacego ukiadu nie sq znane doktadnie
i s3 zawsze obarczone pewnym bledem. Stabilno$¢ strukturalna charakteryzuje uklad
drgajacy w ten sposéb, ze charakter pracy uktadu nie ulega zmianie, gdy parametry ukia-
du doznaja pewnych matych zmian. Jezeli przy matych zaburzeniach wprowadzonych do
parametréw ukladu drgania przestang by¢ okresowe, uktad bedzie strukturalnie niestabilny.

Rozwazaé bedziemy ruch badanego uktadu podczas »-tego okresu, to znaczy po-
miedzy »-tym, a v4-1-szym uderzeniem.

Réwnanie ruchu zaburzonego podczas »-tego okresu ma postac:

(13) xM = (4d+«a, )cosg"c+(B+f)’v)smn"c - 1——-— cos("c+rp+zlv D,

gdzie efekt zaburzen podczas »—1 okresow 1‘uchu zostat uwzgledniony przez wprowadze-
v=1

nie do stalych 4, B i ¢ odpowiednio przyrostéw a,, f, id,_, = D, za§ czas 7 jest liczo-
j=0 -

ny od »-tego uderzenia masy o przegrode.
Podstawiajac v = 2zn-4-0, znajdziemy x{“—przemieszczenie masy w momencie przed
p4-1-uderzeniem:

(14) P = (44+a)cos 2ana+08,)+(B--B,)sinQuag+pd,)+1— cos((/+ 1,)
gdzie

A= 8,+4, 4.
Wyrazenie

Ax{ = x{—xy,

przedstawia przemieszczenie w kofcu » okresu pod wplywem wprowadzonych zaburzen
Analogicznie postepujemy w przypadku bezwymiarowej predkosci punktu D

2
16) &= —p(d-+a)singr+a(B+p,)cosor+ ;f_—lsin<r+¢+m_1>,

(17) % = —o(4-+a,)sinQrno-+06,)+o(B~+f,) cos2mng+ 06, )+ sm((/+ A,
(18) AxXM = 2 —%,.

Po zatrzymaniu wyrazéw rzedu pierwszego otrzymujeny

(19) Ax{) = (cos2mng) u,+-(sin2zng) f,—v A,

[+R
7)(2 -)‘—I\ 1>
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oraz
(20)  Ax” = (—osin2wng) a,+ (o cos2m1g)/3v—|—
+[&;_R) 1= ctgyzno |—1—A0]/1 4 lw(l +R) @ctgsz]A

Przemieszczenie 1 predko§é w ruchu zaburzomym podczas v-41-ego okresu przed- -
stawiajg rownania:

Q) x0T = (Ad+a,,;)cosgr+ (BB, 1)sinor+1— Df_ Ceos(rp+4.,),

<

@) 5 = gt singro (BB cosert

sm(z—}—(p+A ).

Podczas v+1 przedziatu ruchu bezwymiarowy czas mozemy liczy¢ od v+1 uderzenia
masy o przegrode.

Podstawiajac do (21) i (22) = = 0 znajdziemy x{'+9 § 30+ — przemieszczenie i pred-
ko§¢ ruchu zaburzonego w momencie po v+1 uderzeniu, a stad wyznaczamy przyrosty
przemieszezert 1 predkosci na poczatku »+1 okresu:

2(1—R)

+1) —
Ax =g, — 5

4,,
(23)

2
Ax(HD = Qﬂv+1+( cos (p)A
Warunki «dopasowania» dwoéch sasiednich ruchow majg postaé:
(24) Ax( = AxGHD =0, A3+ = —RAKD.
Podstawiajac do (24) zwiazki (19, (20} i (23) otrzymamy:

(cos2zng) a,-+(sin2nnp) f,+ wd‘,_l—wdv =0,

2(1—R)

25) Cyy1— 5 4, =10,
(—Rosin2mng) a,+(Rocos2mnp) fy+of v+
- 2
+ [M _c_tgnng A+-1—x,+R (Ml—gctgnng—{—l—xo)}ﬁv—}—
2 0 2
+R[v(1 +R) octgnng]dv_l = 0.

Uklad (25) jest ukiadem jednorodnych réwnan réznicowych liniowych. Rozwiazan
tego ukiadu szukaé bedziemy w postaci:

(26) a, =ae*, fB,=be", d,=ce,

gdzie a, b, c, & sa pewnymi statymi.
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Po podstawieniu (26) uktad (25) przyj‘mie postac

(cos2mnp) ae+(sin 2mng) be+ [v(l ;'R)-—vs]c =0,
27 ag— —(L;—?)- =0,

(— Rosin2ang) ac+ [(Ro cos 2mnp)e+ et b+

+l’u(l—l—R) octgn n@_{_[v(];—R) c_tg;mo Flex

__n2
4- R (@ ! OQ ctgmnp+ l—xo)}e}c =0,

[

Ukdad (27) jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych o niewiadomych a, b i ¢

A .
Jak wiadomo, warunkiem koniecznym 1 dostatecznym istnienia niezerowych rozwigzan

tego uktadu jest, aby jego wyznacznik gtéwny byt réwny zeru, a wigc

(1 —R) !
1 0 — :
|
(28) : cos2mng sin 27 3(12{ R) — e =0,
—Rosin2mnp Rocos2mno+ pe v(l—{-__)_ Ro ctgmno+ Ee ‘
gdzie

E= (1—]—R)[ ’0(12| R Ctg;zng +1— ] — MRQcthcng.
Z (28) otrzymujemy

(29) pve?+ {(1+R)(1——,\0)sm2nng+ [(14R)2— g*(1 — R)*J(1 4 cos2mng) 2Rgv}e—|—

+ouR*= 0.

Aby rozpatrywany uktad byt stabilny, moduly pierwiastkéw réwnania (29) musza

byé mniejsze od jednosci, gdyz wtedy przy » - oo mamy: a, =0, f, =0, 4, —0.
W przypadku gdy |¢| > 1, to zgodnie z (26), przy dowolnych statych a b i ¢, moduly

2 H
wielkoéci a,, 8, i 4, nieograniczenie Tosng, a wtedy ruch zaburzony coraz bardziej rézni
si¢ od niezaburzonego, co oznacza, ze ruch jest niestabilny

Jak wiadomo,

warunkiem koniecznym i dostatecznym aby pierwiastki rownania
dye?+die+dy, =0,
spetnialy warunek |e; | << 1 jest

d,
30 '
(30) A

dy

dy+d,

<1,

103
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W przypadku réwnania (29) mamy
dy = pvR?,

dy = (1+R)(1—xy) sin2m1g—|—% [(14+ R)2— 2(1 — R)*](14-cos2anp)—2 Ryw,

d, = ov.
Pierwsza z nierdwnosci (30) jest zawsze spelniona, gdyz

d,
fo _ ge
dy ’
a w rzeczywistych ukfadach wibracyjno-uderzeniowych 0 << R < I.
Z. drugiej nieréwnosci (30) w przypadku
dy

dotd, <O

otrzymujemy
(14 R) (1 —xy)sin2zno+ % [(1--R)2— 0*(1— R)*) (1 4-cos 2aanp)--2Rov > — pv(1+R?),

a stad po tatwych przeksztalceniach

—2(xp— D+ v (=R (1+/*) >0,
ale z (10)

o(l—R) (142 = 200 — 1) S VP21 /)~ (xo— 12

Stad widzimy, ze ruch bedzie stabilny jedynie w przypadku, gdy w zwigzku (10) przed
pierwiastkiem przyjmiemy znak plus.
Jezeli

d,

—— >0
dy+d, =9

to
(I14+R) (1 —xy)sin2znp+ % [(1+R2—p*(1 — R)*} (14cos2mnp)—2Rov < pv(l+R?)

Jub po przeksztatceniach:

o |U=Ryfc| ¢ |U=R)/*+C|

33 1— TR e < 1
9 |0* =111/ (1— &t f24-C? =S +|92—1\ Y O—R¥if2C?
gdzie

(34) C = (L= RP—2(1+ R [(1+ R+ (1 —R)/ ).

Jak juz wspomniano bezwymiarowa predko$é przedstawiona zwiazkiem

o — 2 o= DSV —(r— 1)

1—R 1+ /2

musi by¢ zawsze dodatnia.
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Oczywiscie gdy (xo—1)f >0, warunek ten jest spelniony zawsze; gdy .(xo—l)f < 0
predkosé v jest dodatnia dla

>

2 2

3) @=1 rasi

| 3
-l <<o<T; ..

Warunek (x,— 1)/ >0gdy 1= 1 zachodzi przy xo >1dla0 < 9 < 3 3

<oe<2;.., gdy n=2, to (x,—1)/>0 dla

0<i-_1_< <~3—' za$ prz \'<1d1a1< L. 3 <1
54 4’2 Q 4)"‘9 p y"O 4 Q<'§,Z<Q 5 e

o w

1
za$ przy xo<< 1 dla T <e<ly
0 <

Na rys. 3a-d podano obszary stabilnoéci strukturalnej przy n=1, na rys. 4 za§ podano
obszary stabilnodei strukturalnej przy n = 2 dla réznych wspétczynnikdw restytucji R.

%o a : Xk b .
4 3 4
N hed2 W =1
: o 3 R=04

; AN ) S

1 M“‘ N N ¢ 1 N N ’
G O\ o O I A\
- > -

_3 iy

_4 | _4
Xo & C xo“ a

N e ST

3 R= 3 N -

2 & \\ 2 \\ ’.'"T—Z—&

0 NN 2L RN £
-1 o k \_:&y 2 » ,',-" \\.. \\ L - 4
N MZER\ I ]
-3 -3 \ ',/ i ' ............. b
-4 \ . . \[b ‘{ ] i c

Rys. 3

Krzywa a ogranicza obszar, w ktérym jest spelniona nier6wno$é (35), krzywa b ograni-
cza obszar, w ktérym jest spetniona nieréwnosé (12), krzywa ¢ ogranicza obszar, w kto-
rym spelniona jest nieréwno$é (33).
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Brzegi wszystkich obszaréw, w ktérych spetnione sg te nierdwnosci, sa symetryczne
wzglgdem prostej o réwnaniu x, = 1.

xh a % | b
8 . n=2 8 i n=2
6 R=02 L R=04
4 - - 4
2 NN N \t‘k 0 2 A\ﬁ N 0
0 - 0 £ -
SRR R T RS
-4 y -4
-5 -6
-8 -8
ok ¢ o
8 3 | 1 _ 8 1 I \\ n _
. A fary 6 g |k
4 4
0 —\0_5 A Nyszo - 0 2?\\7 W BNy |20
-2 -2
. ) L N
B | . |
-8 %_ -8
Rys. 4

Zaleznie od znaku wyrazenia (x, — 1)f obszar ruchu stabilnego strukturalnic dla
danego uktadu jest wspdlng czeScia obszaru zawartego pomigdzy prostga o réwnaniu
xy, =11 krzywymi a i ¢, wzglgdnie & i c.

Literatura cytowana w tekécie

1. A. A. AHOPOHOB, A. A. BUTT, C. 2. XAWKUH, Teopua rosebanuii, Mockna 1959,

2. P. 3. BPYHWTEAH, A. D, KOBPLIHCKU, O6 ycmodiuusocmiu nepuoduueckux dauicenusi subpoyoapisrx
cucines, Map, AH CCCP, OTH, Mexanuxa u Manmsoctpoenue, 5, 1960.

3. W. J. CUNNINGHAM, Analiza ukladdw nieliniowyel, WNT, 1962,

4. A. O. KOBPOINCKY, Mexanusmus ¢ ynpyzusu cesssmu, Mocksa 1964 .

5. M. T'. PYCAKOB, A, A. XAPKEBUY, Buuyoicdennsic Koaefanun cucmen voapswouux 00 ozpanuui-
meav, Mypnan Texy. Pus., 12 (1942).



STABILNOSC UKLADU WIBRO-UDERZENIOWEGO 107

Peswone

YCTOHUUBOCTE BUBPOYIAPHOM CUCTEMBI C KHHEMATHUUECKU M
BO3SMVYIIIEHHEM

B pafoTe manbr NOCTAHOBKA M pelleHHe NudydepeHIIOHaNbHOTO YPaBHEHAA Macchl yHapsiiomieli o me
NOABIDKHYIO TIperpany. BBLIHY:KACHHDLIE KONeGanua MACCh! IOJYYAIOTCS TIYTEM KUMHEMATHYECKOr0 BO3-
MYLLUEHHST TPY TOMOLLH CHHYC-MEXaI3ma.

B pafore paccmaTpuBalOTCS YCNOBHMS 0DECNEYHBAIONIHE BO3MOYKHOCTh VAAPOR O MpETPaAy.

Tlyrem MccnenoBaHUsT CTPYKTYPHOH YCTOMUYMBOCTH (B CMbICIE AHAPOHOBA) HAXOMATCS 00JACTH Iia-
PaMeTPOB CHCTEMBI, JUIsl KOTOPBIX €€ JBIDKEHHE SIBJISIETCs NIePHOTHYECKIIM.

Summary

STABILITY OF A VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH KINEMATICAL EXCITATION

The paper concerns the vibratory-impact system consisting of a vibrating mass which strikes the motion-
less buffle during the vibration period. .

The forced vibration of the mass is obtained by means of sine-mechanism connected kinematically
with the mass.

The differential equation of motion of the considered system is derived and solved and then a certain
conditions assuring the impact are formulated.

Using Andronov’s definition of structural stability the range of the parameters of the system is obtained
within which the motion is periodical.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 listopada 1965 r,



