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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie zastosowania rachunku réznicowego do
badan analitycznych nad regularnymi, powierzchniowymi ukladami pretowymi.
W rozwazaniach ograniczono si¢ jedynie do analizy statycznej, jakkolwiek wigkszo$é
zaleznoéci podanych w niniejszej pracy mozna zastosowaé do zagadnien dynamicz-
nych.

Podstawa analizy jest geometria rdznicowa powierzchniowej siatki punktow,
ktorej podstawy zostaly podane przez autora w pracy [25].

Powierzchniowe konstrukcje pretowe w postaci rusztow, przekry¢ walcowych lub
kulistych zacz¢to stosowaé w potowie dziewietnastego wieku, jednakze ze wzgledu
na powazne trudnosci w technice obliczeniowej oraz w wykonaniu konstrukcji
metalowych z elementéw powtarzalnych zaczeto je stosowaé na wiecksza skale
dopiero w latach czterdziestych naszego stulecia.

Teoretyczne wyznaczanie sit i przemieszczen w tego typu konstrukcjach (sa to
konstrukcje kratowe, ramowe i mieszane) nie przedstawia merytorycznych trudnosci.
Literatura na ten temat jest bardzo obszerna; istnieje wiele monografii dotyczacych
tego zagadnienia, miedzy innymi i w jezyku polskim [6, 9, 27, 32, 45]. O wiele
ubozsza jest literatura traktujaca o ramach w zakresie plastycznym, ale i temu
zagadnieniu pos$wigcone sa niektore monografie, jak np. ksiazka P. G. HoDGEA [26].

Omawiane konstrukcje charakteryzuje duza liczba pretéow 1 wezidw, siggajaca
setek, a nawet tysieccy w jednym ukladzie. Fakt ten powoduje, Zze podstawowym
problemem staje sie technika obliczeniowa, natomiast na dalszy plan odsuwa sig¢
analize teoretyczna zagadnienia, polegajaca na badaniu zaleZnosci pomigdzy sitami
wewngetrznymi a parametrami ksztattu. Niekiedy nawet rezygnuje si¢ z opracowania
metody obliczeniowej, a przeprowadza sie jedynie badania doé$wiadczalne, jak
miato to miejsce z dobrze znanymi na terenie USA konstrukcjami typu «Unistruty»
[18]. Wspomniane trudnosci sprawity, ze badania nad konstrukcjami pretowymi
szty w kierunku pewnych zalozen upraszczajacych.

Pierwsze teoretyczne rozwazania nad powierzchniowymi konstrukcjami preto-
wymi nalezy wediug S.P. TiMOSHENKI [40] przypisa¢ A. FopeLowr [17], ktéry
w r. 1892 podatl statyczna analiz¢ walcowego pokrycia pretowego z wykrzyzowa-
niami {pdzniej zwanego w literaturze przekryciem typu Foppla). Rozwazania swoje
opart on na zalozeniach, ze przekrycie jest kratowe, a wiec ze prety polaczone sa
miedzy soba przegubami kulistymi. Przy takim zatozeniu rozwiazanie sprowadzato
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sie do rozktadu konstrukcji na szereg plaskich kratownic obciazonych w swoich
plaszczyznach. Schemat statyczny przyjety przez Foppla daleko jednak odbiega od
rzeczywistosci, gdyz sztywne wezly ukiadu maja znaczny wplyw na wartosci sit
w pretach, Zatozenia Féppla uscislili dopiero w latach pigédziesiatych I. G. Porow
[34] i W.A. JermiaGINA [16] przyjmujac, ze wezly pomigdzy pretami lezacymi na
tukach sa sztywne. Ich uproszczenia obliczeniowe polegaly na grupowaniu niewia-
domych, a wiec redukowaniu liczby réwnan i niewiadomych.

Poza wyzej wymienionymi autorami do§¢ liczna grupa osob zajmowala sie
zagadnieniami kopul ramowych, rusztéw, regularnych ram itp. Z grupy tej nalezy
wymieni¢ przede wszystkim prace [7, 11, 36, 37, 38, 41, 43]. Obejmowaly one
zagadnienia statyki, statecznosci i dynamiki koput ramowych i rusztéw przy takich
znacznie upraszczajacych analize zatozeniach, jak pominigcie sztywnoéei na roz-
cigganie, sztywnosci skrecania itp. Nawet przy takich zalozeniach badania sprowa-
dzaly si¢ gléwnie do szukania uproszczen w rozwigzywaniu ukladéw réwnan.
Tresé tych prac wykazuje dobitnie, jak komplikuje si¢ zagadnienie wobec braku
odpowiedniego zapisu geometrii i konstrukeji.

Z chwila szerszego zastosowania elektronowych maszyn liczacych rozpowszech-
nily sie metody oparte na rachunku macierzowym, ktéry jest najkorzystniejszy przy
programowaniu. Metody te doczekaly si¢ réwniez wnikliwych opracowan, miedzy
innymi przez J. H. ArRGYRYSA [1], S. O. AspLUNDA [2] czy W.D. Szarxowicza
[39]. Metody te sa dogodne przy stosowaniu maszyn liczacych, niemniej jednak
maja powazna wade polegajaca na tym, ze uniemozliwiaja w znacznym stopniu
analiz¢ teoretyczna konstrukeji.

Dalsza metoda polega na zastgpowaniu regularnej konstrukcji pretowej odpo-
wiednia konstrukcja ciagla (plyty, powloki). Sposob taki umozliwia korzystanie
z gotowych, czesto zamknigtych wzordw. Metoda ta ma jednak te wade, ze trudno
jest ustali¢ sztywnoéé zastgpezej konstrukceji, co powoduje, ze wyniki stosowania jej
sa cz¢sto problematyczne. Przykladem zastosowania tej metody moze byé praca
F. LADERERA [28].

Na osobng uwage zasluguje praca Cz. WoZnNiaxa [47], ktéry zaproponowat
ciekawa teorie osrodkéw wibknistych. Jakkolwiek teoria ta dotyczy os$rodka ciaglego,
a nie dyskretnego, to w przypadku nieduzych wymiardéw «oczek» siatki (w po-
réwnaniu z wymiarami calej konstrukcji) moze daé zadowalajace wyniki.

W niniejszej pracy zastosowano metode badania powierzchniowych konstrukcji
pretowych w oparciu. o rachunek réznicowy.

Pierwsze ujecie zagadnienia statyki konstrukcji w zapisie réznicowym nalezy
przypisaé K. CLAPEYRONOWI [10], ktéry rozpatrujac belke na wielu réwno od-
dalonych podporach wyprowadzil znane réwnanie trzech momentéw. Szybki
postep techniki sprawil, Zze zastosowanie rachunku réznic powaznie rozwinelo
si¢ na poczatku XX wieku, w szczegdlnoci wj pracach uczonych niemieckich.
Ponizej ograniczymy sie jedynie do wymienienia wazniejszych prac, ktére wniosly
nowe elementy do tej dziedziny.

Jednym z pierwszych, ktéry zastosowal rachunek réznic do ztozonych konstrukeji
pretowych, byt L. MANN [30]. Podat on rozwiazanie plaskiej ramy typu Vierendeel
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oraz zbadal powtarzalny element konstrukcji i ze wzgledu na jego skofczone roz-
miary podal wszystkie réwnania w zapisie réznicowym. Praca zawiera rozwigzania
tych rownan w zakresie statyki i statecznosci dla szeregu rodzajéw obcigzen.

R. Mises i J. RATZERSDORFER [31] w r. 1925 podali teorig statecznoéci plaskiego
stupa kratowego zlozonego z jednakowych trojkatéw. Rozwiazania zawarte w tej
pracy oparte sa na rachunku rdéznicowym, a otrzymane wyniki uzaleznione sg od
liczby segmentéw w stupie.

Na szczegblna uwage zastuguje ksigzka F. BLEICHA i E. MELANA [5] wydana
w r. 1926 i skladajaca si¢ z dwdch zasadniczych czeici. Pierwsza z nich zawiera
teorie réznic, sum i réwnan réznicowych zwyczajnych, liniowych o statych i zmien-
nych wspélczynnikach. W ramach teorii réwnan réznicowych poruszone sa takie
zagadnienia, jak transformacje Laplace’a oraz obliczanie réwnan réznicowych za
pomoca funkeji wlasciwych. Ostatnie rozdzialy pierwszej czesci zawieraja szereg
uwag dotyczacych réwnan réznicowych czastkowych. Druga czeé¢ ksiazki obej-
muje szereg ciekawych przykladéw praktycznego zastosowania teorii wylozonej
w czebei pierwszej. W aspekcie niniejszej pracy na uwage zastuguja zwlaszcza za-
gadnienia plaskich i walcowych rusztéw oraz plaskich tarcz ramowych, ktére
autorzy rozwiazuja za pomoca réwnaf réznicowych. Zagadnienie te sa stosunkowo
proste, poniewaz rozpatrzono je przy pominigciu podatnosci osiowej i sztywnosci

" skrecania. Jedynym brakiem omawianej ksiazki jest zbyt powierzchowne potrakto-
wanie problemu warunkéw brzegowych. Niemniej jednak stanowi ona do dzi$
niezwykle cenng pozycj¢. F. BLEICH opublikowal ponadto szereg prac przyczyniajac
sie do dalszego rozwoju zastosowan rachunku r6znicowego w statyce budowli.
Nalezy wspomnie¢ tu choéby jego prace na temat statecznodci belki podpartej na
podporach sprezystych [4].

W ostatnich latach niezwykle szybko rozwinelo sie budownictwo metalowe
2z elementdéw powtarzalnych. Szereg przykladéw takich konstrukeji podaje w swych
pracach Z. Maxowsk1 [29]. Duie zapotrzebowanie na tego rodzaju konstrukcje
spowodowalo, Zze zaczgto ponownie zajmowadl sie szerzej stosowaniem rachunku
réznicowego. Przede wszystkim nalezy wymieni¢ tu ksigzke W.A. Bowina [8]
i prace D. L. DEaN'A [12, 13, 14, 15]. W. A. BowIN w swojej ksigZce pierwszy wpro-
wadzil rachunek réinicowy do zagadniei wariacyjnych w mechanice budowli.
Podaje on przy tym szereg oryginalnych przykladéw z zakresu dynamiki i sta-
teczno$ci konstrukeji.

D. L. DeaN w swej wezesniejszej pracy [12] podal rozwigzanie stozkowej siatki
pretowej obciaZonej  osiowo-symetrycznie, jak 1 szereg innych regularnych kon-
strukcji powierzchniowych, W pdZniejszej pracy podal on interesujace rozwigzania
réznego rodzaju siatek ciggnowych majacych zastosowanie w konstrukcjach wi-
szacych. We wszystkich swych pracach autor postuguje si¢ rachunkiem réznicowym
wprowadzajac czlony obrazujace obcigzenia w postaci delty Kroneckera.

W latach 1959-60 1. BapuSka i E. ViTadex [3, 42] zaproponowali — w oparciu
o teorig dystrybucji — transformacj¢ Fouriera w zastosowaniu do réwnan réini-
cowych. Na zakoriczenie swych prac podali oni proste przyktady rusztéw i siatek
pretowych.

6 Mechanika teoretyczna
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W Polsce stosowanie rachunku réznicowego w mechanice budowli ma swoj
poczatek w pracy W. WIERZBICKIEGO [45]. Autor rozwazyl w niej ugiecie szeregu
pretow sztywno ze soba zlaczonych w weztach i lezacych w jednej plaszczyznie.
W. Nowackl podatl w swej ksiaZce rozwiazania szeregu jedno- i dwuwymiarowych
zagadnien statyki budowli takich jak belka na sprezystych podporach czy ruszty
regularne. Osobna grupg zagadnien stanowia publikacje autora niniejszej pracy.
Obejmuja one takie zagadnienia, jak stateczno$é pryzmatycznych powlok ramowo-
kratowych przy réznych konfiguracjach pretéw [19, 21], stateczno$é stupdw krato-
wych [20], statyke przestrzennych rusztéw kratowych [22]. Ostatnie prace obejmuja
juz elementy geometrii réznicowej wykorzystanej w dalszych rozdziatach niniejszego
opracowania [23, 24, 25].

Jak juz wspomniano, powyzszy przeglad nie jest pelnym odzwierciedleniem litera-
tury dotyczacej omawianego tematu. W szczeg6lnosci nie oméwiliSmy tu prac typu
konstrukcyjnego. Nie oméwiliSmy réwniez szeregu prac nie wnoszacych w zasadzie
nic nowego do zastosowan rachunku réznicowego w mechanice budowli.

Rys. 1

Wymienione prace, w ktdrych zastosowano rachunek réznic, wskazuja wyraZnie
na korzysci wynikajace z jego zastosowania. Korzysci te przede wszystkiem polegaja
na zwartodci zapisu, co daje w konsekwencji:

— mozliwoéci uproszczonych, a wiec i tafiszych obliczedt numerycznych zaréwno
«recznychy» jak i maszynowych; _

— mozliwodci analizy jakoS§ciowej i ilo§ciowej poszczegdlnych ukladdw.

Dlatego tez poniZej podjeto probe ujecia regularnych, pretowych konstrukeji
powierzchniowych wspélnym zapisem z mozliwoscia przechodzenia w granicy do
przypadkéw szczegblnych, takich jak powloki walcowe, ruszty, tarcze itp.

Ogolnie rzecz biorac liczba rodzajéw siatek pretowych jest nieograniczona, a my
bedziemy rozpatrywal jedng z nich podana mna rys. 1, niemniej jednak metoda
ponizsza moglaby by¢ z powodzeniem zastosowana i do innych siatek pretdw,
na przykiad tréjkatnych czy szesciokatnych.
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2. Zalozenia i oznaczenia

Przez «powierzchniowa konstrukcje pretowa» bedziemy rozumieli rame lub
krate o pretach prostych, ktérej wezly leza na dowolnej powierzchni. Uktady o co
najmniej jednej krzywiznie réznej od zera nazwano czesto powtokami przez ana-
logi¢ do powlok w zrozumieniu klasycznym. Dlatego tez przyjeto z teorii powlok
[33, 46] takie pojecia, jak wycinek powtoki, grubo§¢ powloki, powierzchnia §rod-
kowa itp. W pracy niniejszej bedziemy rozpatrywaé jedynie konstrukcje przy naste-
pujacych zatozeniach:

a) przemieszczenia weztdw sa male w stosunku do wymiaréw poprzecznych
pretéw, a odksztalcenia tych ostatnich mieszczg si¢ w ramach prawa Hooke’a,

b) obciazenia zewnetrzne nie zmieniaja si¢ ani co do wartosci, ani co do kierunku
wskutek odksztatcen konstrukeii,

c) prety sa proste, pryzmatyczne i maja skofczone sztywnoSci rozciggania,
zginania i skrecania oraz nieskonczona sztywno$¢ §cinania (hipoteza ptaskich
przekrojow),

d) prety spotykajace si¢ w jednym wezle oddziatywuja na siebie dowolnym wekto-
rem sity i dowolnym wektorem momentu.

e) prety w siatce sa tak umieszczone, ze ich osie geometryczne przecinaja sie
w geometrycznych weztach siatki. Kierunki gtéwnych osi bezwiadnosci przekrojéw
pretéw pokrywaja sie z kierunkami stycznej i normalnej do siatki w punkcie be-
dgcym geometrycznym §rodkiem preta, - , ,

‘Zapis rachunku réznicowego przyjeliémy wedlug réznic centralnych stosujac

oznaczenia
Ax Ax
Au(x) = u(x—l— T)~—u (x-— 7) ,
2.1)
Ax Ax
Vu(x) = u(x-l— —2—)—1—11(1— 5 )
oraz

Au(x) = v(x), S (x) = u(x)+o,
(2.2) Vo (x) = u(x), Su(x) = 2(x)+T,
dv(x) = Vu(x), Su(x)=ox)+o,
gdzie
2.3) c(x+w)=0(x), TXx+w0)=—1(x).
W catlej pracy wprowadzili§my nastgpujace podstawowe oznaczenia:

n, m— liczby naturalne,
a, f —liczby calkowite, wspolrzedne zbioru,

Aegw=w ,—w 1, 4d 1w=dwer,Fwa,
at o= k5

Vaw=w 4+w 5, VW= Wu,+Wy,
atg ey T

3 ek
Aiw = Ag(daw), Viw = Vg(Vaw),
Agaw = Vodaw) = Ad(VaW) = Waqy— Wa—r»

Daw = Wop, +4wa+wa—y; HaWw = Wayy—4Wa+wa—y

B¥
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By, By

odlegloéci pomiedzy dwoma sasiednimi punktami siatki przy
lonym jednym argumencie,

usta-

t, i, n, wzajemnie prostopadie wektory jednostkowe,
Ry, R, promienie krzywizny,
Ay, Asy By, B: wspdlezynniki form kwadratowych,
71, ¥a katy srodkowe w kotach krzywiznowych,
u,v, w skladowe wektora przemieszczenia,
£y, &2, Wy, Wy, &y, ¥y odksztalcenia liniowe siatki,
@, w,y skladowe kata obrotu wezfa siatki odksztalconej,
p, q,s odksztalcenia katowe weziow,
N;, N, sily osiowe,
Ty, Ta, Q1, Q2 sily poprzeczne,
M,, M, momenty skrecajace,
H,, H,, G, G; momenty zginajgce,
E L, E.l,; sztywnosci zginania,
GI, sztywnosci skrecania,
E, F,; E,F, sztywnoSci rozciagania,
EI EF GI,
%=F; b= ‘”=h—4-

3. Réwnania réwnowagi

Wytnijmy powtarzalny element «, f powtoki dokonujac cig¢ w plaszczyznach

normalnych do powfoki w punktach a-{-%, B a—%, B;a,p +% ; a, ‘5—% (rys. 2).

Przyjmijmy, ze w dowolnym przekroju dziata nieznany wektor sity wewngtrznej N
jak i nieznany wektor momentu wewngtrznego M (rys. 2, dla jasnoéci podano

Rys. 2

na rysunku osobno sily i momenty). Oznaczmy nastepujace sktadowe wektora
sity rozloZonego na kierunkit, i, n:
Nl = Nl‘t+T1'i+Q1‘n
. Ny = T,-t4Nz-i+Qs-n

Indeksy 1 i 2 odnosza si¢ odpowiednio do zmiennych a i f. Przyjmijmy ponadto
te skladowe sit i momentéw za dodatnie, ktére majg zwroty zgodne z wektorami

3.1
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jednostkowymi t, i, m przy kierunku zewngtrznej normalnej do przekroju ze wzrasta-
jacym a (lub odpowiednio f). W przypadku gdy wspomniana normalna ma.kie-
runek malejacych wartoéci a (wzglednie f), za dodatnie przyjmiemy te skladowe,
ktére maja zwroty przeciwne do zwrotdw jednostkowych., Tak wiec w dowolnym
przekroju mamy trzy nie znane sktadowe sit i trzy nie znane skfadowe momentéw,
przy czym wszystkie sze§¢ wielkodci sa odpowiednio funkcjami « i 8. W dalszym
ciagu przyjmiemy zalozenie, ze wyzej wymienione sily i momenty sa statycznie
réwnowazne dziatajacym w omawianych przekrojach naprezeniom, zgodnym
z hipoteza plaskich przekrojow w teorii pretéw cienkich.

Rozpatrzmy obecnie warunki réwnowagi wspomnianego elementu, obcigzonego
sitami wewnetrznymi i zewnetrznymi. Sily zewnetrzne w najogolniejszym przypadku
mozna sprowadzi¢ do trzech skupionych sit i trzech skupionych momentéw dzia-
lajacych w wefle elementu, a majacych odpowiednio kierunki trzech wektorow
jednostkowych t, i, n. Oznaczmy je kolejno P,, P, P,, L,, L;, L,. W przekroju
o wspétrizednych a+1/2, § przylézmy wektor sity

(3.2) N1a++} = N1a+§ta+§+T1a+§ 'ia+%+ Qla-}-% Mypy

1 momentu

(3.3) Mipiy = MigigteryHCrosplasyt Hiagy Mgy
W przekrojach o wspélrzednych a—1/2, f przyldézmy wektor sity

(34 —Nigoy = —WViaogte 3+ Tro o 3+ Crayile_y)

1 momentu

(3.5 “‘M1a-§ = —(M1a~%ta—&+Gla—-&ia-—.&_l"Hla-%'na—é)'
Odpowiednio przy zmiennym f bedziemy mieli w punkcie a, f+1/2 site

(3.6) Nogig = TopryborytNapyglpryTCoprg Mpiy

i moment .

(3.7 Moy, y = Gopyytpig+Mop, iy +Hogyy Mgy

a w punkcie o wspétrzednych «, f—1/2, site

(3.9) —Ngp_y = _(T2ﬂ_%tp_é+Nza_%ip_%‘J‘sz_,}nﬂ_g,)

i moment

(3.9 ~Myy_y = —(Gap_yts_y+Mop_ig_y+0op 05 y)-
Ponadto w wezle elementu dzialaja sity zewngtrzne o skladowych

(3.10) P = P,.t+P;-i+Pyn.

1 momenty zewngtrzne

(3.11) L= L, t+L;-i+L,n.

Pamigtajac, Zze na przeciwleglych przekrojach sily i momenty wewngtrzne maja
zwroty dodatnie przeciwne, napiszemy wektorowe rdéwnanie réwnowagi sit roz-
wazanego elementu

(3.12) Ay Nyt A Ng+ P, t+P; i+ Pyon = 0,
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Podstawiajac za N zalezno$¢ (3.1) i korzystajac ze zwiazkéw dotyczacych dzialarn
na wektorach jednostkowych podanych w [25] otrzymamy trzy réwnania réwno-
wagi wynikajace z przyréwnania do zera trzech sktadowych wypadkowego wektora
sit dzialajacego na rozpatrywany element

A B Ak VyA
El-A,,Nl—kh—; V.01 — 2A2 VeNp+ 2‘;{ LAy T+ P, =0,
A A A A
(3.13) AaT1—|-h—2A,,N2+21_22 v,,l V0 452 v,,:r2 +P, =0,
2

J 4
_ Bl L N+A1 4,0,— V,,N2 2 dals oy 2404

244 40, 4P, = 0.
h Vody v, d, A9t Pu=0

Obecnie zbadajmy warunki réwnowagi rozpatrywanego elementu pod dzialaniem
wypadkowego wektora momentu, Rozpocznijmy od wyznaczenia sumy momentdw
wewnetrznych. Sume te mozemy uzyskaé zastgpujac w réwnaniach réwnowagi sit
wielko$ci tych ostatnich — wielkosciami odpowiednio skierowanych momentdw

Rys. 3

wewnetrznych. Jednakze w tym przypadku sumy rzutéw na odpowiednie osie nie
beda réwne zeru, a to dlatego, ze na wypadkowy wektor momentu skladaja sie
réwniez momenty odpowiednich sit wewnetrznych. Obliczmy wiec sumy momentdw
sit poprzecznych wzgledem trzech osi: réwnoleglych do stycznych i normalnej
i przechodzacych przez wezel elementu, ’
Wprowadzmy w tym celu pomocniczy, prostokatny uklad wspdirzednych x,

¥, z, Z poczatkiem w weZle elementu i osig y réwnolegla do wektora t a osig z —
réwnolegta do osi symetrii powloki (rys. 3). Zrzutujmy teraz sily Qg sy 1 Topyy
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na poszczegdlne osie pomocniczego ukiadu i wyznaczmy wspoélrzedne ich punktéw
zaczepienia. Wielko$ci te moina odczytat bezposrednio z rys. 3

hy 4 h 1
Fepey = ——2-5mz S Typay = :[:TZCOS—Z—Z r, =0,
X2
(3.14) Popsy = J:szijycos)’ cos &2 J:Tz,,ﬂ,smy cos 22 5
PyﬂJ:{; = aniLCOSV Sln ~|—T2,u.51ny smgz,

Popry = TTops)COSY Qg siny’.

Z tego samego rysunku mozna réwniez odezyta¢ wartosci ramion sit Q wzgledem
osi t 1 sity 7, wzgledem osi n. Sa one réwne odpowiednio

(3.15) hy/2 oraz Ayf2.

Momenty sit Qzﬂi i Topsy wzgledem wspomnianych osi obliczymy jako rzut
iloczynu wektorowego M = rxX P na te osie, a wigc jako iloczyn skalarowy

(316) ML = ix(rsz_rzPy)—i"iy(rsz—"rxPz)'i"iz("xPy“_rny)’

gdzie iy, iy, i,, sa kosinusami kierunkowymi zestawionymi ponizej w tabeli.

t i n

i | siny. | 0 |cosy
(3.17) ——

i, 0 | 1] o0

i |—cosy!. 0 |siny

Po uwzglqdmemu powyzszych zaleznosci otrzymamy ostatecznie trzy réwnania
réwnowagi momentow dma{ajacych na element powloki

Al Bl Aahz hl
-ZAaMl—i—EVaHl— < Vi My+A4,T; et
Vsds 3 Ga V0, hZV”A1~|—L, =0,
24,
B, 4
4 G1+ A pMy+22 Ay \7 H2+ AZ V,,G2+
hy VA,
(3.18)
hl hZAl A /72 A2 .
=7 Vel aryy, 4 Tt Ty, gy O E=0
B, B, B, Ayh, A
T
/ VM+ AH / VyM,— hZVA14G2+ Vo T+
24, 4, Ay Ay B Ao hy
T 4 2 Ln = .
7V d, Sy Vel gy g = 0
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Réwnania (3.13) i (3.18) stanowia ukiad réwnan réwnowagi rozpatrywanego
elementu. Uklad ten zawiera sze$¢ niewiadomych sit i sze§¢ niewiadomych mo-
mentéw wewnetrznych, a wiec o dwie niewiadome wigcej niz ma analogiczny uklad
rownan nieskonczenie matego wycinka cienkiej powloki i tyle samo co element
os$rodka wioknistego [47]. Réznica polega na tym, Ze w klasycznej teorii powtok
nie wystepuja momenty o wektorach majacych kierunek normalnej. Poza tym
powyzsze rownania przy przejéciu do granicy z wielkoSciami 7, i h, przechodza
w réwnanie réwnowagi wspomnianej, klasycznej teorii powlok, oczywiscie po od-
rzuceniu momentdw dziatajacych w kierunku normalnej. Zbadajmy przykiadowo
przejécie do granicy réwnania réwnowagi rzutéw sit na o t, pamigtajac, ze sily
w réwnaniach klasycznej teorii powlok odniesione sa do jednostki dtugosci.

Przyjmujac oznaczenia W. W. Nowozyrowa [33] mamy

Ny = Tidpda,, Qy = NiAdydo,, Npy= Tydday,
T, = TyAiday, P,= qA1Adojdas,,
a po uwzglednieniu powyzszych uwag otrzymamy
' 1 (04,T, 4, aA T21
Al aal - a + I’ql

co pokrywa si¢ z odpowiednim réwnaniem klasyczneJ teoru powtok obrotowych [33].

Ty+

4. Zwiazki pomiedzy silami i momentami wewnetrznymi a odksztalceniami
i przemieszezeniami powierzchni $rodkowej
Jak juz wspomnieliSmy w poprzednim punkcie, sily wewnetrzne w okre$lonych
przekrojach sg statycznie rownowazne naprezeniom wyznaczonym zgodnie z hipo-
teza plaskich przekrojéw. Przy tych zalozeniach zwiazki pomiedzy sitami i prze-
mieszczeniami mozemy wyznaczy¢ na podstawie powszechnie znanych zaleznoéci
teorii zginania pretéw cienkich. '
Rozpatrzmy w tym celu pret ukladu odksztatconego (rys. 4) przyjmujac chwilowo
oznaczenia pomocnicze
d;, 8, przemieszezenia liniowe weziéw 1 i 2 prostopadie do osi preta,
£, 2, bezwzgledne katy obrotéw weztéw 1 i 2, wzgledem osi prostopadtych
do rysunku, '
7., Tp Wzglegdne katy obrotéw weztéw 1 1 2 wzgledem osi prostopadiych do
rysunku.
Pomiedzy tymi wielkoSciami zachodza zwiqzki

4.1) 0 _51 52

+ IMQI;

‘|'T2

Wykorzystujac znane zw1qzk1 pomiedzy wzgl@dnyrm katami ugiecia a sitami
I momentami na korficach preta otrzymamy
62—6‘ Mh TR 0
h 2E] 12 ™%
0,—0,  Mh Th*
h 2ET  T2EI ™%
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a po przeksztalceniach
)
(4.2) T= [ 2 1 %(QI—I—QZ) h} hx,

M = xh¥(Q,—Q,),
gdzie » = El[h".
Uwzgledniajac fakt, ze w geometrii powierzchniowej siatki punktéw wyzna-
czylismy dla poszczeg6lnych pretéw wielkosci (8,—8,), (2.—Q,), (Q,-+9,), bedace
sktadowymi wektora odksztafcenia liniowego i katowego (por. praca autora [25])

Rys. 4

w funkcji przemieszczen u, v, w i biorac pod uwage znaki poszczegdlnych sit we-
wnetrznych (rys. 4), otrzymamy nastgpujace zaleznosci okreSlajace cztery sity
poprzeczne i cztery momenty zginajace:

1 h u
Q1a+-._‘3» = 12h% H1n I:—ﬁla.h} + 7 qla:+-%j| = 12/11%111 ["’"71 Va-l,-.&(’ﬁl‘) +

1 1
+ E Aa+.;(A1 w)+ o Va+yl)h1] ’

1 24 B
Q2ﬂ+% = 12/1%%2" I:'ﬁzﬂ_l_%—'- 7 q2ﬂ+}::| ESS 12/’[%%2" [h—,V‘;lZI (" ‘é V”+%19'—|—
A2 Aahz

A, VpA,
) ad, V0T, 3,4 A

+EAﬂ+?_vw e

*.3)  hy 2Vgdy V’”‘%y];

1 Aoy 1
Tyey = 12H00, [w1a+ .- %] — 120, [—leL o, %(%) _

1
- —iﬁl— Va-h}(Al 7)] »

2 ) 12h3s, |1 24
Toyyy = 12h5 54, w2ﬂ+:}-+7s2ﬂ+a§- =m *Z*(VﬂAl) Byt

1
—_— -E- AzAahzvt;_l_&v—BzAahzAﬂ+%W+B2A%Ap+%’(/)+A2A% Vﬂ+’27] 5
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Gla.+;£- :%1,,/7%11“_'_%1[),

(4.3) 1 V,4 Ay Agh By A,/
Vg 2 Hally 2 1y
G2B+ %Z'Ihs[z Aﬂ+.>(p /12 V A, Vﬂ+‘y /12 V,; ﬂ+iy:|
h
H1a+% 71,/11S1a+1 == %1,/11[ a Va( 1( )+ A“"‘i’(Aly)]
24 A2 hy A
Hypyy = 7‘21}1352/:44% = xg,h [ ; .|.g~ m V/I-h}ﬂ)] )
gdzie:
o BBl BL Bl
in h% 3 ven /7% > 1t /1% ’ 2t /’l% .

Zwiazki okreslajace sity normalne i momenty skrgcajagce w funkcji przemieszezen
i odksztalcenn nie wymagaja szczegblowego omoéwienia.

, 1 1 W
N1a+-§ = .“1/7%51a+-;- = :“1/7%[/—1? Aa+;(A1”)+‘2" Vaq»,l»('ﬁl')] >

Ah
(44) N2ﬂ+% = 'lehgﬁzﬂi_% = #2/13[ 2A12- Vﬂ'h'z’“—'_ 2 A/“_J ‘Z/"I— Vﬂ+j ‘V:l,

1 .
M1a+% = vlh%pla-pé [71: Aa+%((p’41)+h1da+,}(%l)j| .

Powyzszy sposéb nie jest jedynym sposobem wyznaczenia zwiazkéw pomigdzy
sitami wewngtrznymi i przemieszezeniami. Zaleznosdcei te mozna wyzpaczyé réwniez
dla punktéw przy argumentach calkowitych. Jednakze droga ta prowadzi do wzo-

Rys. 5

row dosé ztozonych i nie majacych, jak si¢ zdaje, wigkszego znaczenia praktycznego.
Dla zilustrowania tego sposobu rozpatrzmy zalezno$¢ pomiedzy wydhiZzeniem
wzglednym &, i sitami wewngtrznymi. Zwiazek ten otrzymamy wyznaczajac od- *
ksztalcenie elementu powloki w kierunku ¢ (rys. 5). Po przeksztalceniach otrzy-
mamy

1 1 xlnAl
0= 2, 24R1A i g gy Vet e VN]
Jak widaé, powyisza zalezno$é przedstawia soba zwigzek w postaci liniowej

kombinacji sum i przyrostéw kilku funkcji sit wewnetrznych, co powaznie utrudnia
jej stosowanie.

Na zakonczenie rozwazan nad sitami wewnetrznymi nalezy zwrdci¢ uwage na to,
ze tylko zaleznosci okreslajace sily normalne (N, N,) przechodza w granicy w od-
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powiednie wyrazenia w teorii powlok cienkich, oczywiscie przy wspélczynniku
Poissona réwnym zeru. Pozostale sily i momenty wewnetrzne maja granice rézne
od odpowiednich wielko$ci w powlokach cienkich. Wynika to stad, ze zostaly one
wyznaczone z ugieé¢ preta prostego, ktéry w granicy nie osigga wycinka powtoki
ogdblnie biorgc o dwu krzywiznach réznych od zera.

5. Warunki brzegowe

Wszystkie otrzymane w p. 3 réwnania réwnowagi w liczbie szeSciu sg pierwszego
rzedu i to w odniesieniu do kazdej z nie znanych funkeji sit wewnetrznych. W punk-
cie 4 wyznaczyliSmy z kolei kazda z dwunastu funkcji sit wewnetrznych przez réw-
nania pierwszego rzegdu w odniesieniu do kazdego z szeéciu przemieszezen liniowych
i katowych. Jezeli teraz podstawimy do réwnan réwnowagi sity wyrazone przez
przemieszczenia, to otrzymamy sze$¢ réwnan drugiego rzedu wzgledem przemiesz-
czen. Lacznie otrzymamy wiec ukfad réwnan réwnowazny jednemu rdéwnaniu
dwunastego rzedu wzgledem nie znanej funkcji rozwigzujace;j.

Przyjmijmy, ze linie konturu ograniczajace nasza powloke leza w plaszczyznach
wyznaczonych punktami o wspdlrzednych a = const lub f = const. W takich
przypadkach rozwiazanie wspomnianego ukladu réwnan wymaga znajomosci
sze$ciu warunkéw brzegowych na kazdej z krawedzi wycinka powloki. Ponizej
zajmiemy si¢ warunkami brzegowymi dla kilku najczesciej spotykanych przypadkéw
ograniczajac si¢ jedynie do brzegu a = a,. Warunki dla brzegbw a =0, f = f,
i f = 0 majg posta¢ analogiczna.

Brzeg powloki swobodny. Wszystkie sze§¢ skladowych sit i momen-
tow réwne sg zeru,

(5-1) N1a0+% Q1a0+} - 1a0 |% M1a0+;} - 1a0+% = G1a0+% = 0.

Brzeg podparty przegubowo nieprzesuwnie (przeguby
kuliste)

. h
Wey = Ugy == Ugy = 0, Qlao+1¥ ' —%+GI“°"‘% =0,
(5.2) ‘

h
T1a0+-}: ‘ '%—Hlao-[-% =0, M1a0+§- = 0.

Brzeg catkowicie utwierdzony

(5.3) Ugy = Vyy = Wao = 0, Qo = Yoy = Va, = 0.

Powloka zamknieta w kierunku a. Jezeli bedziemy zmieniali a
przy ustalonym f, to zawsze bgdziemy wracaé do-tego samego punktu otrzymujac
te same warto§ci przemieszezen i sit wewnetrznych. Tak wige w przypadku powloki
zamknigte) warunki brzegowe zamieniaja si¢ w warunki okresowosci.

Powloka podparta na brzegach przeciwleglych prze-
gubowo z mozliwo§cia przesuwu - w kierunku a W takim
przypadku, jezeli stosujemy rozwiazania-w postaci okresowych szeregdw polzakre-
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sowych jak np. sin(nmalay), gdzie n jest liczba catkowita, to warunki brzegowe
réwniez sprowadzaja si¢ do warunkéw okresowoéci w postaci

G4 f(—a) = —f(®).

Rozpatrujac zagadnienia brzegowe dla réwnan réznicowych musimy pamigtaé
o réznicach, jakie tu wystepuja w pordwnaniu z zagadnieniami brzegowymi dla
rownan rézniczkowych. W tych ostatnich tak funkcja jak i jej dowolna pochodna
okreslone sa w jednym i tym samym punkcie. Natomiast w réwnaniach réznico-
wych n-tego rzedu (n— liczba parzysta) przyrost lub suma okreSlone sa, ogdlnie
rzecz biorac, wartosciami funkcji w n-+1 sasiednich punktach. Jezeli wiec rozpatru-
jemy w obszarze ¢, punktéw réwnanie réznicowe zwyczajne n-tego rzedu, to ma
ono sens tylko w {ag—#n) punktach. W punktach brzegowych w liczbie n/2 na
jednym brzegu i n/2 na drugim brzegu nasze réwnanie traci sens. Punktom brzego-
wym odpowiadaja bowiem rownania zbudowane z uwzglednieniem wyzej wymie-
nionych warunkoéw brzegowych.

Przyklady zastosowad powyzszych réwnan beda tematem osobnej publikacji
w jednym z kolejnych numeréw Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.
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Peamome’

TIOBEPXHOCTHBIE CTEPXXHEBBIE KOHCTPYKII

Iarorcst paSHOCTHBIE YPABHEHHs CTEPIKHEBLIX KOHCTPYKUMH ¢ CeTKoi, IpuBefeHHoM Ha puc. 1.
PaccmMaTpuBaOTCsT NOCHEAOBATENBHO YPABHEHHUA DABHOBECHA, 3aBHCHMOCTH MEOKAY CHIIaMM
M TNEpEMEINCHMSMH, a TAaKdKe Kpaesbie ycnosusa. OOGCY)KOaeMble 3aBUCHMOCTH IIONYUYEHBI, HA
OCHOBE pasHOCTHON reomerpuy [25], ¥ pacCy»JeHHl AHANOCMUHBIK, TPOBOJAILMMCA B KIACCH~
YeCcKod TeopHH 00OJIOueK,
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Summary

TWO-DIMENSIONAL GRID STRUCTURES

The present paper deals with finite differences equations of regular grid structures shown in
Fig. 1. The equations of equilibrium, the force displacement relations and the corresponding
boundary conditions have bsen considered. These relations are based on finite differences geometry

described in paper [25], and the general way of reasoning coincides with that of the classical shell
theory.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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