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3.  x- \ - R(x, x)- \ - S(x)  =  0,  jak  w  p.  2,  ale  przy  zał oż eniach gwarantują cych
istnienie  rozwią zań  okresowych;

4.  xĄ - R{pc, x)- \ - m^{x)  =  0,  równanie  o mieszanej  nieliniowej  charakterystyce
tł umienia  i  liniowej  charakterystyce  sprę ż ystej  przy  zał oż eniach  gwarantują-
cych  gaś niecie  rozwią zań;

5.  x- \ - R(x, x)- \ - oj2(x) =   0,  jak  w  p. 4,  ale  przy  zał oż eniach  gwarantują cych
istnienie  rozwią zań  okresowych;

6.  x- \ - R(x)Ą - S(x)  =  0,  równanie  z  nieliniową  charakterystyką  tł umienia
i  nieliniową  charakterystyką  sprę ż ystą  przy  zał oż eniach  gwarantują cych  ga-
ś niecie  rozwią zań;

7.  $+ i?(;«)+ »S(tf) — 0,  jak  w  p.  6,  ale  przy  zał oż eniach  gwarantują cych
istnienie  rozwią zań  okresowych;

8.  x- \ - S(x)  =  0,  równanie  z  nieliniową  charakterystyką  sprę ż ystą  bez  tł u-
mienia;

9.  x- \ - ax- \ - S(x)  =  0,  równanie  z  liniową  charakterystyką  tł umienia  i  nieli-
niową  charakterystyką  sprę ż ystą;

10.  x- \ - R(x)~\ - msx =  0,  równanie  z  nieliniową  charakterystyką  tł umienia
i  liniową  charakterystyką  spę ż ystą  przy  zał oż eniach gwarantują cych  gaś niecie
rozwią zań;

11.  x- {- R(x)- {- a>zx =  0,  jak  w  p.  10,  ale  przy  zał oż eniach  gwarantują cych
istnienie  rozwią zań  okresowych.

D la  każ dego  równania  podajemy  podstawowe  twierdzenia  dotyczą ce zacho-
wania  się  rozwią zań,  rozwią zanie  ś cisłe  lub  przybliż one  (jeż eli  takie  są znane),
uwagi  o  wł asnoś ciach  ruchu  oraz  o  zastosowaniu  równania  w  zagadnieniach
technicznych.

Ogólnych  warunków  istnienia  rozwią zań  nie  podajemy  przyjmują c,  że  są
one  speł nione i  że  istnieją  rozwią zania  badanych  równań.

W  opisie  wł asnoś ci  równań  wymieniamy  nazwiska  autorów,  którzy  podali
odpowiednie  rozwią zania  bą dź  twierdzenia.  Opracowanie oparte jest  na  biblio-
grafii  wydrukowanej  na  koń cu  pracy.

2.1.  .  , ;  x + R(x,x) + S(x) =  0  .

Równanie  powyż sze  zostało  zbadane  przez  S.  ZIEMBĘ  W  pracy  [49]  przy
nastę pują cych  zał oż eniach:  S(x)  iR(x,  x) są  funkcjami  analitycznymi, S(—x)  =

=   -   S(x),  5(0) =  0, S(x)x  >  0 dla x  #  0; ^jj&   > 0 dla każ dego x, R(x, 0) = 0

dlakaż dego  x; R(—- x, x)  =   R(x,  x)  dla  wszystkich  x,  x,  R{x,  —x) =  — R{x,  x)

dla x  =£  o, R(x,  x)x  >  0  dla  *  >  0,  ^'.  ^  >  0 dla każ dego  x.

Wykazano,  że  ruch  jest  ograniczony,  a  więc

gdzie  E(ta)  jest  energią  cał kowitą w  chwili  począ tkowej, a  V  funkcją  okreś lają cą
energię  potencjalną.  ;  ;
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Ruch  jest  gasną cy,  czyli  •

Hm x(i)  =  O,  Hm * (i) =   O,

limx(i )  =  0,  l im i? ( ż ) = 0.

Zbadano  charakter  punktu  osobliwego  (0,0).  Stwierdzono,  że  w  przypadku
h  >  k  >  0, punkt osobliwy jest punktem wę złowym  statecznym, a w  przypadku
0  <  h <  k  —  punktem  ogniskowym  statecznym.  Symbole  h  i  k  okreś lone  są
z  rozwinięć  funkcji  S(x)  i  R(x,x)  w  szeregi  potę gowe  w  nastę pują cy  sposób:

R(x,  x)  =

S(x)-

W pracy podana została analiza przebiegu  trajektorii  fazowych  przez porówna-
nie  ich  z  trajektoriami  równań  liniowych  oraz  przykłady  badania  ruchu  za
pomocą   metody  6.

x+[ikl\   1 —cos I arc tg ~I   signx+ ft/   y  — sin arc tg l y  I  =  0 .2.2.

Równanie jest  podane  przez  Z. OSIŃ SKIEGO  W  pracy  [29];  opisuje  ono  ruch
drgają cy  masy  poruszają cej  się   po  prostoliniowej  prowadnicy.  Siła  sprę ż ysta
pochodzi  od  rozcią ganej  sprę ż yny  o  stałej  k,  której  punkt  zamocowania  leży
poza  osią   prowadnicy  (rys.  1).  Rozproszenie  energii  nastę puje  przez  tarcie

suche proporcjonalne do nacisku  ma-
sy  na  prowadnicę.

Rys.  1 Rys.  2

Charakterystyka  tł umienia zależy  tylko  od znaku  prę dkoś ci  i  od  wychylenia
w  sposób  przedstawiony  na  rys.  2.  Charakterystyka  sprę ż ysta  jest  sztywna
(rys.  3)
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2.3. [ m  lx\  1  (x\

—  (xf  tg y>+  mg cos I j  I  tg ̂   sign xĄ - mg sin I j  I = 0 .Równanie  zostało  podane  przez  Z.  OSIŃ SKIEGO  W  pracy  [29]. Opisuje  ono
ruch  wahadła  matematycznego  z  uwzglę dnieniem  oporu  powietrza  i  oporu
tarcia  suchego  w  przegubie  walcowym  proporcjonalnego  do nacisku  w  prze-
gubie  (rys. 4). Charakterystyka  tł umienia przebiega  według rys. 5, charaktery-
styka  sprę ż ysta  miekica  (sinusoidalna)  według  rys.  6.

2.4.  mx+lx^+kx*3  = 0

dla  W J > 0,  k >  0,  / ^ 0 ,  przy  założ eniu, że

(a)  ( - *) • =   - x\  ( - * ) '=   - **,  ( - «)' — *».

S.  ZIEMBA  w  pracy  [48]  poszukuje  szczególnych  przypadków,  dla  których
moż na  znaleźć  równanie  trajektorii  fazowej  w  zamknię tej  postaci.  Przypadki
takie  zachodzą,  jeż eli  istnieją   odpo-
wiednie  zwią zki  mię dzy  wykładni-
kami.

W*)

\

Rys.  5 Rys.  6
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Przyjmując  ze wzglę du na założ enie (a), że wykładnik a okreś lony jest wzorem

otrzymamy  na  ft  i  y  wzory

fl_2iV+ l  (2
P~2M+lf  y~

Suma  N- \ - M powinna  być  liczbą   nieparzystą.
Dla  takich  wykładników  otrzymujemy  równania  trajektorii  &(x,x)  —

w  postaci

gdzie

du

oraz
v =  a/2 ,  a =  —2/ /«  ,  6 =  — 1h\m .

2.5.  OT*+ / *v*a+ ^*a4- ^"  =  0

dla  m >  0,  /  >  0,  )̂ >  0,  k >  0  i  przy  założ eniu, że

(a) (- *")=  - * ',   (- *)* =  - **

S.  ZIEMBA  w  pracy  [48]  poszukuje  szczególnych  przypadków,  w  których
moż na  znaleźć  równanie  trajektorii  fazowej  w  zamknię tej  postaci.  Przypadki
takie  zachodzą,  jeż eli  istnieją   odpowiednie  zwią zki  mię dzy  wykładnikami cc,
P, y  i  <5.

Jeż eli przyjmiemy  ze  wzglę du na założ enie  (a), że wykładnik a okreś lony jest
wzorem

2»+l
a ~  2m+l '

to  otrzymamy  na  /?,  y  i  Ó  wzory:

2JV+1  _  2JV+1
^ ~  2M+ 1  '  N + ^ f+ l  '

Suma  M+N   powinna  być  nieparzysta.  D la  takich  wykładników  równanie
trajektorii

&(x,x) = 0
ma  postać
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gdzie

oraz
«(*)  =  * a*- «l+ 1>,  v =  a/ 2,  r  =  dl2,  a=- 2l\m,  b =  - 2/e/wz,

c =   ~2plm..

3.1. *+ / (*>*)*+ *(* ) «0.
D la  równan ia  tego  N . LEVIN SON  i  O. K. SM I TH  W pracy  [18] podają   nastę pują ce

twierdzen ie  o  istn ien iu  rozwią zań  okresowych.
Jeż eli  funkcja  ^(a;) jest  okreś lona  i  cią gła w  przedziale  (— oo,  + o o );  xg(x)  >  0

dla  x  ^  0;  funkcja  f(x,  v)  jest  cią gła  dla  wszystkich  x,v  oraz  speł n ia  warunki
00 ' .

Lipschitza  dla  wszystkich  v;  jg(x)dx=  co  i  / (O, 0)  < 0  oraz  istnieje  takie
o

x0  > 0,  że  f(x,v)  ^  0 dla  \x\ ^xQ;  istnieje  takie  M,  że  dla  \x\ < # 0  jest
f(x,  v)  >  — M  i  takie  xx  >  xB,  że

J  f(x,v)dx

gdzie  v  =v(x)  jest  dowolną   dodatnią   funkcją   maleją cą,  to  równanie  (3.1)  ma
co  najmniej  jedno  rozwią zanie  okresowe.

A. D .  DRAGILEW  [12] podaje,  że zamiast stałej  lOMxo  moż na wzią ć  Ą Mxa- \ - a,
gdzie  a  jest  dowolną   stałą   dodatnią.

Tam  też  znajduje  się   nastę pują ce  twierdzenie:  jeż eli  równanie  (3.1)  ma
rozwią zanie  okresowe,  to  także  równanie

X+f*( X,  x)x+g(x)  e=  0,

gdzie  f(x,  x)  ^f*(x,  x), ma rozwią zanie  okresowe.
Temu  samemu  zagadnieniu  poś wię cona  jest  także  praca A.  DE CASTRO  [7].

N iektórym  szczególnym  zagadnieniom  poś wię cone  są   prace  E.  i  H.  CARTANÓW

[4]  oraz  A. A.  ANDRONOWA  [1]  i  R.  REISSIGA  [32].

3.2.  x+f(x)x+g(x)  =  0.

Jest  to  uogólnione  równanie  Lienarda.  D la  równania  tego  typu  Lienarda
w  pracy  [19]  podaje  kryteria  istnienia  jednego  statecznego  rozwią zania,  które
podajemy  w  uję ciu  Babakowa  [2]:

1) f(x)  powinno  być  funkcją   parzystą,  a g(x)  • —  nieparzystą;
2)  / (O)  <  0;
3) xg{x)  >  0  dla  wszystkich  x;,

X

4)  F(x)  —  f f(x)dx  -y  00,  gdy x  -> 00;
o

5)  funkcja  F(x)  ma  jedno  miejsce  zerowe  w  punkcie  *  =   a  >  0  i  monoto-
nicznie  roś nie  dla  x  >  a.
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W pracy A. F. F ILIPOWA  [13] znajduje  się twierdzenie  o istnieniu  granicznego
cyklu  dla  powyż szego  równania.

Równanie  ma  stateczny  cykl  graniczny,  jeż eli  funkcje  / (x)  i  g(x)  są  cią gł e,
±00

g(x)  ma  znak  x,  J  g(x)dx  =  oo  i  jeż eli  po  zmianie  zmiennych
o

*  X

dla  x  >  0  jg(i)  di  =  zx(x)  i  J f(C)dg  =  F(x)  =   Fx(zx),
o  o

a  dla  x  <  O jg(C)dtj  =   z2(x)  i  / / (£ )^f  =   F(x)  —  F2(z2),o  o

funkcje  Fx  i  F 2  speł niają  warunki  nastę pują ce:
a)  przy  mał ych  z  (z  < <5)

Fx(z)  <  F2(z)  i  nie  wszę dzie  Fx(z)  =   F2(z),

Fx(z)  <  a]/ z,  F2(z)  >  —a]/ 'z  dla  a  < y8";

b)  istnieje  taka wartość  s0,  że

o

i  przy  .? >  z0  Fx(z)  >  ^ ( z ),  Fx(z)  >  — a / s,  ^(sr)  <  a]/ z,  gdzie  a  <  j/ 8
W  pracy  A. W.  DRAGILEWA  [12]  znajduje  się  twierdzenie  nastę pują ce:
Jeż eli  równanie  powyż sze  ma  rozwią zanie  okresowe,  to  również  równanie

u

x- \ - F(x)+x  =  O, w  którym  F(u)  =  jf(x)dx,  ma  rozwią zanie  okresowe.
o

Tym  samym  równaniem  zajmuje  się  również  W.  S.  IWANÓW  [15],  I .  L
MASSERA  [23]  oraz  G.  SANSONE  [36].

4.1.  x+W(x)0(x)+x- =  0.

Równanie  zostało  zbadane  przez  S.  ZIEMBĘ  W  pracy  [47]  przy  zał oż eniach

W(— x)  =   Wx ^  0  dla  wszystkich  x;

&(  — x)=—0(x),  $ ( 0 ) = 0,  0(x)  >  0  d l a . *> 0;

dla  0  <  *x  <  * 2  jest  lP(x)0(xi)  >  lF(x)0(xx)  >  0,  a

dla  0  ^  \xx\  <  fal  jest  0  <  \W(xx)0(x)\  <  ^ ( ^ ^ ( x ) ! .

Charakter  funkcji  W(x) i  0(x),  zgodny  z  powyż szymi  zał oż eniami,  przedsta-

wiony jest  na  rysunkach  7  i  8.
Równanie to znajduje  zastosowanie  do opisania  ruchu mechanicznego  modelu

ciała  stał ego  niesprę ż ystego.  W  cytowanej  pracy  podano  wykreś lny  sposób
wyznaczenia  trajektorii  fazowych.

Przy  podanych  zał oż eniach  ruch  jest  gasną cy  i  punkt  ruchomy  zmierza  do
poł oż enia  równowagi,  gdy  r  —•   oo.
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Zbadano  charakter punktu osobliwego  i wysnuto  wnioski  o naprzemiennoś ci
ruchu:

1)  jeż eli  [W(O)0'(Q)]  <  2,  to  punkt  osobliwy  jest  punktem  ogniskowym
statecznym;

2)  jeś li  [l)f(O)0'(O)]  > 2 ,  to  punkt  osobliwy  jest  punktem  wę złowym  sta-
tecznym.

Rys.  7 Rys.  8

W  przypadku  pierwszym  trajektorie  mają   w  otoczeniu  punktu  osobliwego
kształt  spirali  i  ruch jest  ruchem  naprzemiennym  (liczba  miejsc  zerowych  jest
nieograniczenie wielka).  W  przypadku  drugim  punkt  od pewnej  chwili  zmierza

asymptotycznie  do  położ enia lównowagi  nie
przechodząc  przez  położ enie  zerowe,  czyli
ruch  jest  nienaprzemienny.

Przeprowadzono  porównanie  trajektorii  fa-
zowych  omawianego  równania  z  trajektoria-
mi  w  przypadku  tł umienia  wiskotycznego.

Jak  widać z rys.  9,  trajektorie  te  są   silniej
zakrzywione  ku  ś rodkowi,  czyli  że  ruch  jest
silniej  tł umiony  niż  w  przypadku; tł umienia
wiskotycznego.  W  pracy  [47]  przedyskuto-
wano  także  kierunki  elementów  liniowych
na  płaszczyź nie  fazowej.

•   .  .

4.2.  x- {- f(x)(p(x)- {~a> x  =  0.

Równanie jest  podane przez  S.  ZIEMBĘ  w pracy  [47]. Przez zamianę  zmiennej
niezależ nej  T =   cot  otrzymamy  równanie  analogiczne- do  (4.1):

d2x  - s  ^A  l^\   i  _  n  "  •
\ d r  I  •   ,-

Rys.  9
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4.3. Ax+[^+\F(x)][B+F(x)]x+Cx   =* 0.

Równanie powyż sze należy do typu 4.1.  Zanalizował  jeS.  ZIEMEAW [47] przy
założ eniach:

A  > 0,  C > 0,  5 > 0,  j3  > 0;

a)  = dla) >  O dla  wszystkich  x;  lF(x±)  <

F(—x)  s=  F(x)  ^  O dla  wszystkich  x.

W  pracy  zbadano  zagadnienie  naprzemiennoś ci  ruchu.  W  przypadku

1)  F(0)  =  0  i  Ffa)  <  F(x2)  dla  0  <  xx  <  x2,

czyli  w przypadku  analogicznym  do tł umienia  sztywnego  przy  tł umieniu  czysto
wiskotycznym  stwierdzamy,  że  przy  /J2.B2 <  4AC  ruch  jest  naprzemienny
(liczba  miejsc  zerowych  jest  nieskoń czenie wielka),  a  przy  fi2B2'  ^  4 AC  punkt
przechodzi  co najwyż ej  raz  przez  położ enie równowagi  i  od  tego  miejsca  jest
nienaprzemienny  niezależ nie  od  warunków  począ tkowych.

W  przypadku

2)  F(0)  >  0  i  F(xj)  >  F(x2)  dla  Q <  x1  <  xt,

czyli  w przypadku  analogicznym  do tł umienia  mię kkiego  przy  tł umieniu  czysto

wiskotycznym  stwierdzamy,  że  jeż eli  J3B >  2\ / AC,  to  rozwią zanie  ma  co

najwyż ej  jedno  miejsce  zerowe.

Jeż eli  B- \ - F(0) <  2]/ AC,  to  ruch  jest  naprzemienny  (rozwią zanie  ma  nie-

skoń czenie  wiele  miejsc  zerowych).

Jeż eli PB  <  2 }/ AC  < (i [B+F(0)],   to rozwią zanie  ma skoń czoną   liczbę   miejsc

zerowych,  niezależ ną   od  warunków  począ tkowych  i  od  pewnej  chwili  ruch

jest  nienaprzemienny.

4.4.
- \ - Fxx =  0  dla  xx  >  0,

—F2x  = 0  dla  xx  <  0.

Równanie  to  podał   Z.  OSIŃ SKI
w pracy  [29]. Opisuje  ono ruch  drga-
ją cy  masy przy  tarciu  suchym  (Cou-
lomba) proporcjonalnym do przemie-
szczenia x.  Opór  taki  wystę puje  przy
drganiach  masy  na  sprę ż ynie  wielo-
pierś cieniowej  i na resorze piórowym.
Podobny charakter ma tarcie w  prze-
gubach dź wigni obcią ż onej masą  drga-
ją cą   i  podpartej  sprę ż yś cie.

Charakterystyka  tł umienia  przebiega  według  rys.  10.  Charakterystyka  sprę-
ż ysta  jest  liniowa.

Rozwią zanie  równania  dla  ruchu  od  położ enia  równowagi:

x  =  C1  cos cojż - j-  Ca s i n  w- iP •

xx=0

i R(x,x)

9
'XX=0 U r ,

*A  gl X

Rys.  10
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D la  ruchu  do  położ enia  równowagi

x  =  C3 cos

gdzie

„ 4 ,  «|
W ł a s n o ś ci  r u c h u.  1.  Przemieszczenie x(ź)  ma  co  najwyż ej  jedno

miejsce  zerowe  przy  k  <  F 2  lub  nieskoń czenie  wiele  miejsc  zerowych  przy
k>Fi.

2.  Kolejne  amplitudy  zmieniają   się   według  postę pu  geometrycznego.
3.  Przesunię cie  ś rodka  drgań  nie  wystę puje.
4.  Ruch  układu  przy  k >  F2  ustaje  po  upływie  nieograniczenie  długiego

czasu.
5.  Okres  drgań jest  stały i  róż ny od okresu  drgań  bez tarcia:

_  2TZ I   CO  UJ  \  i- r- ,—«•

T =   - =— +  ̂ —  przy  m =  ykm.
co  yZct)!  2co2/

4.5.  x+axx2- }- bx  =   0.
Równanie  powyż sze  zostało  podane  w  zbiorze  E.  KAMKEG O  [16],  s.  553

Przez  podstawienie  p(x)  =  x(t)  otrzymujemy  równanie  Bernoulliego

bx  —  0.

4.6.  x- \ - xx—x^A- ax =  0,  a >  0.

Równanie to i jego rozwią zanie podaje P.  PAINLEVE. Cytujemy je za E.  KAMKE M

[16]  (s.  548).

Rozwią zanie  ma  postać:

2  \  3
gdzie

5.1.  Jij-f coF(x) x+co2x  =  0.

Równanie  Lienarda  z  liniową   charakterystyką   sprę ż ystą.  Dla równania  tego
G.  SANSONE  [35, 38]  podaje  kryteria  istnienia  rozwią zań  okresowych.

Na  charakterystykę   tł umienia  nałoż one  są   warunki:  F(x)  jest  funkcją   cią głą
w  przedziale  (—oo,  oo);  istnieją   dwie  takie  liczby

ó_t  <  0  i  <?! >  0,  że  F(x) <  0  dla  <5_i <  *  <  <SX,

F(x)  >  0  dla  *  <  iLj, ,  *  >  6_j.  oraz  F(ó_x) =  ^ ( ó^ =  0.

Powyż sze  założ enia  okreś lają   charakter  funkcji  F(x),  której  wykres  przed-
stawiono  na  rys.  11.
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Moż liwe  są   nastę pują ce  przypadki:
1.  Jeż eli  obok  założ eń  (a) spełniony  jest  jeszcze  dla  każ dego  x  warunek

X

x0(x)  < 0, gdzie  0{x)  — j  F(s)ds,  to równanie nie ma rozwią zania  okresowego.
o

2.  Jeż eli  obok  założ enia  (a)  spełnione  są   jeszcze  warunki:  istnieje  takie
*o  >  <5n  że  4iVxo+ 4iV2  <  [®(x0) — 0{d1)f,  gdzie  N =   |fP ( ^ ) |+   Ki*(f5_ 1)l;
istnieje  x0  <  6_x,  takie  że  4iV> 0|+ 4iV2  <  [®(xo)<0(ó__1)f,  lim  0{x)  = co

oraz lim |0(«)|  =  co, to równanie ma co najmniej  jedno  rozwią zanie  okresowe.
X- *— co

G.  SANSONE  i  I .  L.  MASSERA  podali  takż e  twierdzenie  o  istnieniu  jedynego
rozwią zania  okresowego  [37,  22]:

W*)

Rys.  11

3.  Jeż eli spełnione są  założ enia (a) i funkcja  F{x) nie jest rosną ca w  przedziale
(—co,  0) oraz  nie jest  maleją ca  w  (0, oo), to równanie ma jedno  i tylko  jedno
rozwią zanie  okresowe.

5.2.  x—/ j,(l—x2)x+x=0.

Jest  to równanie VAN DER POLA  [30, 31].  Równanie należy  do typu  równania
Lienarda  (5.1) i  spełnia założ enia zapewniają ce  istnienie  jedynego  statecznego
rozwią zania  okresowego.

Równanie  rozwią zuje  się  za pomocą   metody  małego parametru  (/ i jest  przyj-
mowane  jako  mały  parametr). Podajemy  rozwią zanie  w  drugim  przybliż eniu
uzyskane  metodą   Kryłowa- Bogoliubowa  [3]:

Ltd

x  =  a cos  (wtĄ - d) — - hpr- sin  3 (cut- j- O),32
gdzie

a  =
aa exp  (/ it 12)

2  Mechanika  teoretyczna
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Rozwią zanie  okresowe  otrzymujemy  dla  a =  2.  Ma  ono  postać

x  =   2 cos  (mt+d)- ^- sin  3(mt)+0).

5.3.  x- ~A(l  — x2)x- {- x  =  0  p r zy  A - + o o.

Równanie  ma  postać  równania  drgań  relaksacyjnych.  Badaniem  własnoś ci
takiego równania przy bardzo duż ych oraz rosną cych nieograniczenie wartoś ciach
A  zajmowali  się   w  szczególnoś ci  A. A.  DORODNICYN  [11]  i  M. L.  CARTWIGHT

[5].  Podają   oni  przybliż one  wzory  na
okres  drgań.  Podajemy  wzór  na  ok-
res  drgań  według  pracy  BOGOLIUBOWA

i  MITKOPOLSKIEGO  [3]:

T  =   1,613706 A+ 7,01432 A~ 1/ 3-

22  In A

V
W  przypadku  bardzo duż ych wartoś ci

X  moż na  po  zamianie  zmiennych x  =
=  h- j,  t =   ex,  przejść  do  równania

(a)  j j__^_^_o .

Analiza  ruchu  na  płaszczyź nie  fazo-
wej  wskazuje  na istnienie  w  tym  przy-

Rys.  12  padku  cyklu  granicznego  o  specjalnym
charakterze, rys.  12. Krzywa  / jest  okre-

ś lona  równaniem  (a).  Cykl  graniczny  składa  się   z  dwóch  odcinków  krzywej
PiP%  i  P3- P4  oraz  z  dwóch  odcinków  pionowych  P4Pi  i  i V V

6.1.  x+R(x)+S(x)  =  0.

Pewne  własnoś ci  tego  równania  zostały  zbadane  przez  S.  ZIEMBĘ   W  pracy
[48],  Poczynione  zostały  przy  tym  założ enia  dodatniej  dysypacji  w  przedziale
nieograniczonym.  Założ enia,  te  są   nastę pują ce:  R(x)  =   —R(x),  R(x)x  >  0  dla

dR(x)  ^
x>0, dx R(0)  =  0  oraz  S(- x)  =   S(x),  S(x)x >  0  dla  *  >  0,

dS(x)
dx

>  0,   5(0)  = 0.

Charakterystyka  tł umienia  jest  wię c  asymetryczna  i  ma  pochodną   stale
rosną cą. Podobne własnoś ci ma charakterystyka  sprę ż ysta.  Przy tych założ eniach
wykazano  ograniczoność  ruchu,  mianowicie:

) ,  \x(t)  I  < F

gdzie  F(x)  jest  funkcją   okreś lają cą   energię   potencjalną   układu,  a  E(t0)  całko-
wit ą   energię   począ tkową.
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Wykazano  też,  że  rozwią zanie  ma charakter  gasną cy,  to znaczy, że

lim  [E(t)]  = 0,  lim  [*(*) ] = 0,

lim  [*(*) ] = 0,  lim [ «( *) ] — 0.
t—4- 0O  £—>0O

W  tejże  pracy  przedyskutowano  charakter  punktu  osobliwego.  Punkt oso-
bliwy jest  punktem wę zł owym  statecznym, jeż eli  A > a > 0, a punktem  ogni-
skowym  statecznym, jeż eli  0 < h <a,  gdzie  2h jest współ czynnikiem  przy  linio-
wym  wyrazie w rozwinię ciu  funkcji  R(x) na szereg  potę gowy,  a a2 jest współ-
czynnikiem  przy  liniowym  wyrazie w rozwinię ciu  funkcji  S(x)na  szereg po-
tę gowy.

Przedyskutowano  kierunki  elementów  liniowych  na  pł aszczyź nie  fazowej
oraz podano  metodę  wykreś lną  przybliż onego  wyznaczenia trajektorii  fazowych.

Zagadnienia  naprzemiennoś ci  omówiono  w  zwią zku  z  równaniem  (6.2).
Zagadnienie  to zostało  także  zbadane  przez  Z.  OSIŃ SKIEGO  W  pracy [26].

Zakł adamy,  że  charakterystyki  moż na  przedstawić  w  postaci

R(x)  =  ax+rp(x),  S(x) =

przy  a > 0,  co2 > 0  oraz

R(x)x

(a) S(x)x  > 0

5(0)

x  > 0 )

= 0 }

w  przedziale  (—Vlt

w  przedziale  (—Xlt  +X2).

Charakterystyki  mają  postać przedstawioną  na rys.  13 i  14. Postać ta ograni-
czona jest tylko warunkiem cią gł oś ci i zał oż eniami (a) w ograniczonym przedziale.

SM

Rys. 13 Rys.  14

Postać  charakterystyk  poza  okreś lonym  przedział em nie  jest  istotna  dla ruchu
rozpoczynają cego  się  przy  odpowiednio  ograniczonych  warunkach  począ tko-
wych.
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W  tych  warunkach  przemieszczenie  x{t)  ma  nieskoń czoną   liczbę   miejsc  ze-
rowych,  gdy  a  <  2co,  oraz  skoń czoną   liczbę   miejsc  zerowych,  gdy  a  >  2co.
W  tym  drugim  przypadku  może  istnieć  co najmniej  jedno  miejsce  zerowe  nie-
zależ nie  od  warunków  począ tkowych  lub  skoń czona  liczba  miejsc  zerowych,
zależ na  od  warunków  począ tkowych.

W  pracy  podano  geometryczne  kryterium  oceny  liczby  miejsc  zerowych
w  postaci  tzw.  «prostej  krytycznej»  oraz  «prostej  pomocniczej»  Zastosowanie
tego  kryterium  pozwala  ocenić  liczbę   miejsc  zerowych  bezpoś rednio  z  postaci
charakterystyk,  które  mogą  być  dane  w  postaci wykreś lnej  (np. z doś wiadczeń )-

6.2.
Aói+ [B+ V(x)  *] +  [C+f(x)]x  =  0,

A  > 0,  B  > 0,  C  5*0.
Równanie  należy  do  typu  (6.1).  Przy  spełnieniu  założ eń  podanych  tamże

ogólne  własnoś ci  równania  (6.1)  są   zachowane  (ograniczonoś ć,  gaś niecie,  cha-
rakter  punktu  osobliwego).  W  pracy  [48] S.  ZIEMBA  podaje  analizę  zagadnienia
naprzemiennoś ci  powyż szego  równania.

Okreś lono  charakterystykę   sprę ż ystą   jako  sztywną   (rys.  15),  jeż eli

/ ( - * ) = / ( * )  > 0  dla  x # 0 ,  / (0) =  0,

f(x)  >  0  dla  x  > 0, =  oo

W*)

Rys.  115

i  jako  mię kką   (rys.  16),  jeż eli

/ (—*) = i(«) > 0
/ (*) < 0

Rys.  16

dla  x ^  0,  / (0)  >  0,

/ ( )  dla  x  >  0,  lim/ (») =  0.

Podobnie  charakterystyka  tłumienia  jest  sztywna,  jeż eli

c>(- *) =   ę {x)  > 0  dla  x^0,  c>(0) =  0,vc)

99' (*)  >  0  dla  *  >  0,  lim  * =  00



PRZEGLĄ D  N IELIN IOWYC H  RÓWN AŃ  RÓŻ NICZKOWYCH  DRGAŃ  U KŁAD Ó W  AU TON OMICZN YCH  21

oraz  mię kka,  jeż eli

(p( — x)  =   (p(x)  d la  x ^ 0 ,  cp(0)

(p'(0) =  0,  <p'(x)  <  0  dla  x  >  0,  lim  [ =  0 .

Zanalizowano  i  ustalono  kryteria  naprzemiennoś ci  w  czterech  przypadkach
skojarzenia  charakterystyki:

1)  mię kka  sprę ż ysta,  sztywna  tł umienia;
2)  sztywna  sprę ż ysta,  mię kka  tł umienia;
3)  sztywna  sprę ż ysta,  sztywna  tł umienia;
4)  mię kka  sprę ż ysta,  mię kka tł umienia.
Stwierdza  się , że zależ nie  od postaci charakterystyk  i  ich skojarzenia  moż emy

ustalić  nastę pują ce  przypadki  ruchu:
1.  Ruch  z  jednym  co  najwyż ej  miejscem  zerowym.  Przy  odpowiednim  do-

borze warunków  począ tkowych  punkt  ruchomy  nie  przechodzi  w  ogóle  przez
położ enie  równowagi  (rys.  17).

2.  Ruch ze  skoń czoną   liczbą   miejsc  zerowych.  Punkt, zależ nie  od  warunków
począ tkowych,  może  przejść  skoń czoną   liczbę   razy  przez  położ enie  równowagi,
przy  czym  od  pewnej  chwili  dalszy  ruch jest  nienaprzemienny  (rys.  18).

Rys.  17 Rys.  18

3.  Ruch  z  nieskoń czoną   liczbą   miejsc  zerowych,  czyli  ruch  naprzemienny
(rys.  19).

4.  Ruch  nienaprzemienny  przez  pewien  skoń czony  okres  czasu,  a  nastę pnie
ruch  naprzemienny  z  nieskoń czoną   liczbą   miejsc  zerowych  (rys.  20).

Rys.  19  Rys.  20

6- 3-   mx+W+kx?  =   0,  m > 0,  k  >  0,  /  >  0.

S.  ZIEMBA  w  pracy  [48]  poszukuje  szczególnych  przypadków,  w  których
moż na  znaleźć  równanie  trajektorii  w  postaci  zamknię tej.  Przypadki  takie  za-
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chodzą,  jeż eli  istnieje  odpowiedni  zwią zek  mię dzy  wykładnikami a  i  (i. Jeż eli
przyjmiemy,  ze  wzglę du  na  antysymetrię   charakterystyki,  że  wykładnik  a  ma
postać:

2 n + l
a==

gdzie  n, m  oznaczają   liczby  naturalne lub  zero,  to wykładnik  /? powinien  mieć
postać:

Dla  takich wykładników  równanie  trajektorii  0(x,  x) =  0  ma postać

*»+ [C + exp  *",(«)]« =  0,

gdzie

(«) = f
- u+b1

  v—l

przy oznaczeniach a —  —21\m, b =   —2kjm, v =   a/ 2.

6.4.  x- \ - axx- \ - bx3 =  0.

Równanie  podane  przez  E.  KAMKEG O  [16]  (s.  551).
Przez  podstawienie

\   y  — ;  ™  \ .   )  ł   i n  rt- 1

sprowadzimy  równanie  to  do  równania

flM+ 2w2+ flM+ i  =  0,

którego  rozwią zanie  moż na  wyrazić  za  pomocą   kwadratury

•   r  udu

J  2u2+au+b  +  1-
2u2+au+b

6.5.  x+(3a+x)x- xs+axz+2a2x  =  0.

Równanie  zostało  podane  przez  P.  PAINLEVE;  cytujemy  je  za  E.  KAMKE M

[16]  (s.  548).  Rozwią zanie  ma  postać,

gdzie

—- «- "*- (- C,  dla  a  #  0,
a

C^+Ca  dla  a  =  0.
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6.6.  .  x+a$?+b  sinx  =  0.

Równanie wahadła matematycznego z oporem proporcjonalnym  do  kwadratu
prę dkoś ci  ( o stałym  kierunku) zostało zbadane przez  F. A.  WILLERSA [45]. Po-
dajemy  je  za  E.  KAMKE M   [16].  Rozwią zanie  moż na  przedstawić  za  pomocą
kwadratury

r  dx
* = /

±   y  C ^ ' +   ^ ( Z a  s i n x)

6.7.  x- \ - ax\x\ - \ - b sins; =  0.

Równanie  wahadła  matematycznego  z  uwzglę dnieniem  oporu  powietrza
było badane przez  F. A:  WILLERSA  [45]. Podajemy  je  za E.  KAMKE M   [16].

Rozwią zanie  moż na  otrzymać  przez  złoż enie  rozwią zań  dwóch  równań

x- \ - ax2- Ą - b sina: ==  0  dla  *  >  0
oraz

x—ax2+b  sina; ==   0  dla  x  <  0

(por.  równanie  6.6.).

7.1.  x+R(x)+S(x) =   0.

Równanie  to  zostało  zbadane  pod ką tem  widzenia  istnienia  rozwią zań  okre-
sowych  przez  R.  REISSIGA  W  pracy  [33].

Zał oż enia  są   nastę pują ce:

1)  R(x)  i  S(x)  cią głe  wraz  ze  swymi  pochodnymi,
R'(x)  i  S'(x)  dla wszystkich  wartoś ci  xix.

2)  R(x)x  <  0  dla  \x\ ^  U  >  0,
R{x)x  >  0  dla  |*|  >  F  >  C7  >  0,  •
R(x)  >  &   >  0  dla  x  >  V.

3)  S(x)x  >  0  dla  *  #  0,
S(x)  >  —f+ d  dla  x  ^X  >  0,
S(x)  <—i?—(5  dla  a: < —  X,

gdzie

F  =   max  i?(*)  >  0

/ =   min R(x)  <
0  \
0  }  w  P r z e d z i a le  zamknię tym  \x\

4)  Funkcja  J(x) =  /   S(s)ds  roś nie  silnie  monotonicznie.  Charakterystyka
o

tłumienia  ma  postać  pokazaną   na  rys.  21.
Udowodniono,  że  istnieje  moż liwość  ustalenia  się   drgań  okresowych  (sa-

mowzbudnych)  oraz  podano konstrukcję   pierś cienia,  wewną trz  którego wszyst-
kie trajektorie  bą dź  są   zamknię te, bą dź  asymptotycznie zmierzają   do  trajektorii
zamknię tej.
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7.2.  x+x\x\ - qx+x—p2x3  =  0.
Równaniem  tym  zajmowali  się   G.  KRALL  [17]  i  J.  CECCONI   [8, 9]. Przy  do-

statecznie  małych  ą  >  0  i p  >  0  równanie  ma  co  najmniej  jedno  rozwią zanie
okresowe.

8.1.  x- Ą - S(x)  =  0.

Rozwią zanie  sprowadza  się   do  kwadratur  (por.  np.  [2, 7])

dx
=  r

±l/ - 2fS(x)dx+Cx

- V

Rys.  21

Założ ymy, że  warunki  począ tkowe  są   nastę pują ce:  dla  t  =  0,  x  =   x0  i  *  =   0
jeż eli  przy  tym  równanie

- 2J  S(x)dx+C1  =  0:

ma  pierwiastki  pojedyncze  xx  i x2,  to  dla  xx  <x0  < x2  ruch  jest  okresowy
o  okresie

=  fI   - \ / - 2JS(x)dx+C1

Ze wzglę du  na trudnoś ci z  wykonaniem  całkowania stosuje  się   czę sto metody
przybliż one,  polegają ce  na przedstawieniu  S(x) w postaci szeregu  Taylora  i roz-
wią zanie  równań  metodą   małego  parametru.

8.2.  tf+ co2  sin*  =  0,  (o2=gll.

Jest  to  równanie  wahadła.  Jego  rozwią zanie  sprowadza  się   do  kwadratur
(por.  równanie  8.1)  i  może  być  przedstawione  [16]  w  postaci

1 f  du

~  o  J  ( 1 - M2 V 1 -1 . a

gdzie

ku =   sin - jX,  k2  =  sin2 y  a-f  x~
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oraz

a=x(t0),  p  =  x(t0).

Przybliż one  rozwią zanie  uzyskuje  się   za  pomocą   rozłoż enia sinx  w  szereg
Taylora  i zachowania pierwszych  dwóch lub  trzech wyrazów  (por. równanie 8.3).

8.3.  x+ 4-U/ \ . 3IT 5!
Przybliż one  równanie opisuje  ruch wahadła. Rozwią zanie  wyznaczono  meto-

dą   Kryłowa- Bogoliubowa  w  drugim  przybliż eniu  [3]:

* = « cos S *- ^ ( l+f a)  cos W+ - 2- ^- co» 5W,
gdzie

. Wielkoś ci  a i 8 okreś la  się   z warunków  począ tkowych.  Okres  drgań jest  zależ ny
jak  widać,  od  amplitudy.

8.4.  x+Ax- +2Bxs  =   0.

Badaniem  powyż szego  równania  zajmował   się   H.  SCHOLZ  [40], Autor  podaje
kryteria,  kiedy  równanie  powyż sze,  przy  warunkach  począ tkowych

* ( 0 ) = * 0 ,   * (0 ) =  #o>

może  być  rozwią zane  przez  odpowiednie  funkcje  specjalne.
Założ enia:  x0  ^  0, x0  j^  0, A  i  B  stałe  dowolne,  B ^ O .
Jeż eli  przy  oznaczeniu  D 2 =   (A+2Bxl)2- \ - 4B'xl,
1)  0  ^  D  ^  A,  to  rozwią zanie  wyraża  się   przez  funkcje  eliptyczne;
2)  D  =   0,  A  T^ 0  lub  D  =  A  #  0,  to  rozwią zanie  wyraża  się   przez  funkcje

wykładnicze;
3)  D  =  A  — 0,  to  rozwią zanie  wyraża  się   przez  funkcje  wymierne.
H.  SCHOLZ  podaje  rozwią zanie  dla  tych  przypadków.

9.1.  mx+2hx+di<p(x)  =  0,  h  >  0,  a2  >  0.

Pewne  własnoś ci  powyż szego  równania  zostały  zbadane  w  pracy  R.  G U TOW-
SKIEGO  [14].  Założ enia  dotyczą ce  charakterystyki  sprę ż ystej  są   nastę pują ce;
<p(x) jest  funkcją   cią gł ą,  monotoniczną,  rosną cą   i  analityczną   w  przedziale
(—00,  co);  <p(—x)  —  - <p(x), 9>(0) =  0,  lim  <p(x) =  ± oo.

Przyję to  nastę pują ce  kryteria  istnienia  nieskoń czenie wielu  miejsc  zerowych:
1.  Przy  charakterystyce  «sztywnej  dla  prawie wszystkich.«»,  to  jest spełnia-

ją cej  warunek

(a)  x- <p(x)  <  0

z  wyją tkiem  co  najwyż ej  pewnego  skoń czonego  otoczenia  punktu x  =  0,  wa-
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runkiem  istnienia  nieskoń czonej  liczby  miejsc  zerowych  jest
9»'(0)>(A/ a)«.

2.  Przy  charakterystyce  ((absolutnie  sztywnej»,  to znaczy  spełniają cej wa-
runek  (a)  dla  dowolnych x z przedziału  (0, oo), warunkiem  istnienia  nieskoń-
czonej  liczby  rozwią zań  jest

h\a  < 1 .

Warunek  ten jest  analogiczny  do  odpowiedniego  warunku  dla  równoważ nego
równania  liniowego.

3.  Dla  charakterystyki  ((absolutnie mię kkiej », to znaczy  spełniają cej  warunek

(b)  x—q>(x)  > 0

dla  wszystkich  x z  przedziału  (0, oo)  oraz  dla charakterystyki  ((mię kkiej dla
prawie  wszystkich  *»,  to  znaczy  spełniają cej  warunek  (b) z wyją tkiem  co naj-
wyż ej  skoń czonego  otoczenia punktu x =  0, warunkiem  istnienia  nieskoń czonej
liczby  rozwią zań  jest  istnienie  takiej  prostej  y =  fix,  która  leży  całkowicie
poniż ej  ę {x)  dla x > 0,  przy  czym

W  pracy  powyż szej  podano  także  oszacowanie  odległoś ci  miejsc  zerowych,
pewne  wnioski  dotyczą ce  zanikania  wychyleń  oraz  przybliż oną   metodę  rozwią -
zania  przez  przekształ cenie  go w  równanie  całkowe  typu  Volterry.

9.2.  x+ax+smx—p  =  0,  a > 0,  /8 > 0.

Równanie wystę puje  w szeregu zagadnień dynamiki i elektrotechniki. Jakoś cio-
wa  analiza  równania  (kryteria  istnienia  rozwią zań  okresowych)  oraz  biblio-
grafia  znajduje  się  w  pracy  [39].

10.1.  ^+ i?(*)+ ft j% = 0.

Przy  zał oż eniu, że R(x)x  > 0 i  R(0) = 0 w przedziale  ( — V,  - \ - V) ograni-
czonym  lub nieograniczonym,  niektóre  własnoś ci  równania  zostały  zbadane
przez  Z.  OSIŃ SKIEGO  [28].  Praca  ta jest  rozszerzeniem  prac  G. SANSONEGO

i  S.  ZIEMBY  (JÓwnanie  10.2).
Jeż eli  charakterystykę   tł umienia przedstawimy  w postaci

R(x)  =   ax- \ - cp(x),

to,  niezależ nie  od  znaku  <?>(*).,
1)  dla  a < 2co  ruch  ma  nieskoń czenie  wiele  miejsc  zerowych,
2)  dla a > 2co  ruch  ma skoń czoną   liczbę   miejsc  zerowych.
Jeż eli  <p(x)x > 0,  to przemieszczenie  ma  co  najwyż ej  jedno  miejsce  zerowe

niezależ nie  od warunków  począ tkowych.
Jeż eli  cp(x)x < 0 w  całym  przedziale  lub  w jego  czę ś ci,  to przemieszczenie

może mieć wię cej  niż jedno  miejsce  zerowe.  Ocenę  liczby  miejsc  zerowych  mo-
że  uł atwić podane  przez  autora  kryterium  geometryczne  w postaci  tzw.  «pro-
stej  krytycznej».  •   ;  • .'• • •



PRZEGLĄD  N IELIN IOWYC H  RÓWNAŃ  RÓŻ NICZKOWYCH  DRGAŃ  UKŁ ADÓW  AU TON OMICZN YCH  27

Jest  to  przypadek  szczególny  równania  6.1.

10.2.  Ax+[B+F(x)]x+Cx   = 0.

Wł asnoś ci  powyż szego  równania  zostały  zbadane  przez  W. E.  M ILN E'A  [24]
i  G. SANSONEGO  [31] przy  zał oż eniach

A  > 0,  B > 0,  C > 0 ;

F(0) = 0,  F{- x)  =  F(x),  F(x) >  0  dla  x > 0.

Zał oż enia  odnoś nie  _F(#) odpowiadają  sztywnej  charakterystyce  tł umienia
(rys.  22 i  23).

Rys.  22 Rys.  23

.  Waż niejsze  wł asnoś ci równania podajemy  za G.  SANSONEM:

1.  Funkcje  x, x, x  są  ograniczone  w  przedziale  (t0,  oo).
2.  W  skoń czonym  przedziale  funkcje  x(t), x(t)  nie  mogą  mieć  punktów

przegię cia.
3.  Mię dzy dwoma  miejscami  zerowymi  prę dkoś ci x(ł ) jest tylko  jeden  punkt

zerowy  x(t).
4.  £(/) nie może  być  równe  zeru  w  ż adnym  przedziale.
5.  Rozwią zanie  jest  gasną ce,  czyli

lim E(t)  = 0,  Hm x(t) = 0,  lim»(«) = 0.
t- *oo

Dla  B2~Ą - AC  > 0:
6.  Funkcja x(t)  ma tylko jedno miejsce  zerowe  w przedziale  swego  istnienia.
7.  Funkcja x(t)  i  jej  pochodne poczynając  od pewnego  t  są monotoniczne

i  dą żą  do zera,  gdy t  ~*  oo.
Dla  B2- ^AC  < 0:
8. x(t)  ma  nieskoń czenie  wiele  miejsc  zerowych.
9.  Mię dzy  dwoma  miejscami  zerowymi  przemieszczenia  x(t)  istnieje  tylko

jedno  miejsce  zerowe  x(t).
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Tym  samym  równaniem zajmuje  się   G.  SESTINI  w pracy  [41], w której  podaje
oszacowanie  rozwią zań  w  przypadkach  B2 — Ą AC  >  0,  B2~4AC  =  0
oraz  B2—4- AC  <  0.

S.  ZIEMBA w  pracy  [46] zbadał  powyż sze równanie dla pewnej  klasy mię kkich
charakterystyk  tł umienia.

Zakładają c,  że F(0)  > 0 (rys. 24) i że spełnione są  pozostałe założ enia, G. SAN-
SONE dowodzi,  że własnoś ci  1-5  zachodzą   i w tym  przypadku.

Odnoś nie  zagadnienia  naprzemiennosci  moż liwe  są   cztery  przypadki:
1.  D la B  >  2]/ AC  istnieje  co najwyż ej jedno miejsce  zerowe przemieszczenia

niezależ nie  od  wartoś ci  F(0).
2.  D la  0  <  F(0)  < 2 ] / Z C  oraz  B+F(Q)  <  2]/ ~AC  istnieje  nieskoń czenie

wiele  miejsc  zerowych  przemieszczenia.

Rys.  24  Rys.  25

3.  D la  0  <  .F(0) <  2}/ A~C  oraz  0  <_2 j/ ZĆ —.F(O)  <  B  <  2/ AC,  a  także
dla  ^(0)  >  2]/ AC  oraz  0  <  B  ^  2 ^AC  istnieje moż liwoś ć, że  ruch  ma skoń-
czoną,  wię kszą   od  jednoś ci  liczbę   miejsc  zerowych.

10.3.  x+R(x)+Kx  =  0.

Równanie  zostało zbadane  przez  K.  SZPUNARA W  pracy  [47], przy założ eniu,
że  charakterystyka  tł umienia  jest  nieliniową ,  nieparzystą   funkcją   prę dkoś ci,
którą   moż na  przedstawić  w  postaci

gdzie
b2n+1  > 0,  n =   0 , 1, 2,  ...,

oraz  że  K  >  0.
Charakterystyka  tł umienia jest  wię c  sztywna  (rys.  25).
Autor  szuka  rozwią zania  w  postaci  szeregu  potę gowego  (w  otoczeniu punktu

osobliwego)  w  postaci
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gdzie  p  =   x.  Badając  własnoś ci  tego  szeregu  autor  dochodzi do  nastę pują cych
wniosków: jeż eli  b\—4- K  <  0, to rozwią zanie  ma charakter oscylacyjny  (naprze-̂
mienny),  a  jeż eli  6|—AK  >  0,  to  rozwią zanie  ma  charakter  nieoscylacyjny.
Wnioski  są  analogiczne do wniosków  uzys-
kanych  przez  E.  M ILN E' A  [24]  i  G.  SAN-

SONEGO  [34].

Jeż eli  rozwią zanie  jest  oscylacyjne,  to
przedział   czasu  mię dzy  dwoma  kolejnymi
krań cowymi wychyleniami zmierza do war-
toś ci  granicznej  okreś lonej  wzorem

10.4. x+R(x)+x =  0. Rys.  26

Równaniem  takim zajmował   się   G. MALGARIN I   W  pracy  [21]  przy  poniż szych
założ eniach:

=   oo,  R(x)x>0, R(0)  =

R(x)  jest  funkcją   cią głą   dla  — co  <  x  <  co, R'(x)  >  0  oraz  xR"(x)  <  0.
Charakterystyka taka została nazwana subwiskotyczną   (rys. 26). Konsekwencją

tych  założ eń jest,  że

I i m
X

MALGARIN I   dowodzi, że jeż eli  kx  >  2 i k% >  2, to  ruch nie ma miejsc  zerowych
niezależ nie  od  warunków  począ tkowych,  a  jeż eli  0 <  kx  <  2,  0  <  k% <  2,
to  ruch jest  podobny  do  ruchu  przy  tarciu  suchym  i  liczba  miejsc  zerowych

zależ y  od warunków  począ tkowych.  Ist-
nieje  dmartwa  strefa»,  podobnie  jak
przy  tarciu  suchym.

10.5.  xĄ - 2e\x\m- xx- \ - x  =   0

dla  0  <  m  <  1.

G.  MALGARIN I   W  pracy  [21]  podaje
uwagi  dotyczą ce  zachowania  się   trajek-
torii  powyż szego  równania  na  podsta-
wie  ogólnego  twierdzenia  dotyczą cego
równania  10.4.

Rys. 27
10.6.  x- \ - a sign x- \ - mzx =  0.

Drgania tł umione tarciem suchym o charakterystyce tł umienia przedstawionej
na  rys.  27  podajemy za  I . M .  BABAKOWEM   [2].

a

W)

a

0

i

X
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Rozwią zanie  równania:  dla  x  <  0  mamy  x  =   a- \ - Cx cos co£- t- C2 sin ot,  a  dla
«  >  0  mamy  A; =  —aJrC1  cos  a>i+ C2 sin  mt.

W ł a s n o ś ci  r u c h u.  1.  Ruch jest  okresowy  o  okresie  T =   2,n\ (a  nie-
zależ nym  od  siły  tarcia.

2.  Ś rodek  drgań  przemieszcza  się  o  wielkość  a  w  stronę  dodatnich x,  gdy
x  <  0,  w  stronę  ujemnych  x,  gdy  x  >  0.

3. Amplituda  maleje  w  postę pie arytmetycznym  za każ dym  wahnię ciem  o 2a.
4.  D rgania  wygasają  po  skoń czonej  liczbie  wahnię ć.

10.7. xĄ - ~x2s'\gnx- \ - ctj2x  =3  0.

Drgania  tł umione  są  oporem  powietrza  lub  pł ynu w  warunkach  przepł ywu
burzliwego.  Równanie zostało zbadane  przez  W. E.  M ILN E'A  [24].  Rozwią zu-
je  się  je  w  kwadraturach  [20]:

dx
= r

±

Znaki  górne  odpowiedają  ruchowi  z  prę dkoś cią  dodatnią,  x  >  0,  a  dolne
ruchowi  z  prę dkoś cią  ujemną,  *  <  0.  Kolejne  maksymalne  amplitudy  moż na
wyznaczyć  za  pomocą wykresu  (rys.  28).

Jf

——  m-

\

Ł

\

Rys.  28

Okres  drgań  zależ ny  jest  od  amplitudy  począ tkowej.  Wyznaczamy  go  za
pomocą  metody  mał ego  parametru.  Pół okres  ruchu,  liczony  dla  warunków
począ tkowych  x0  >  0,  x  =  0,  wynosi

co\ 24 7'
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10.8.  x+3ax—2x3+2a2x  =   0.

Badaniem  tego  równania  zajmował   się   PAINLEVE.  Podajemy  rozwią zanie
za  E.  KAMKE M  [16]  (s.  548):

x  =
10.9.

Badaniem  równania  .zajmował   się   PAINLEVE.  Podajemy  rozwią zanie  za
E.  KAMKE M  [16]  (s.  547):

x =  tPC}e- *a»(Cle- "t+Ci,  0, - 1 ).

10.10. x+ax\x bx- \ - ex =   0,  a > 0,  b >  0,  c >  0.

Drgania  tł umione  oporem  wiskotycznym  i  oporem  powietrza  omówione
zostały  przez  KAMKEG O  [16]  (s. 552).

10.11  x + a i + ( ? f + o A = 0,  a > 0,  /3 > 0  lub  / 3 < 0.

Równanie  to  zbadał   Z.  OSIŃ SKI  w  pracy  [27]. Podano  rozwią zanie  metodą
małego  parametru  (/? —  mały  parametr) w  I I   przybliż eniu.

Rozwią zanie  w  I  przybliż eniu  ma postać

*,  = cos (Xt+O),

gdzie  aQ  i 6 są   amplidudą   i  fazą   począ tkową,  a l =  \ f<x?—a2/ 4.
Zanalizowano  wpł yw  nielin iowego  parametru  /3  na  dekrement  t ł um ien ia

oraz  na okres  drgań  (to ostatn ie  na podstawie  I I  przybliż enia,  gdyż w  I  przy-
bliż eniu  wpł yw  powyż szy nie jest  dostrze-
galny). W)

11.1. =  0 .

Jest  to  równanie  Rayleigha,  które  drogą
zamiany  zmiennych

=a co  "1 /   J xdzT =  wt,  y  =a

przekształcamy w równanie Van der Pola 5.2.

11.2. bx^0.  R y s.  2 9

Równanie  ruchu  ukł adu z  liniową   charakterystyką   sprę ż ystą   oraz  parzystą
charakterystyką   ((tłumienia» przedstawiają cą   sił ę   proporcjonalną   do  kwadratu
prę dkoś ci  o  stał ym  kierunku,  niezależ nie  od  kierunku  prę dkoś ci  (rys.  29).

Równanie  to  moż na  rozwią zać  przez  kwadraturę   [16], co  prowadzi  do
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K.  SZPUNAR  w  pracy  [43]  przeprowadza  badanie  tego  równania  w  kierunku
ustalenia  zależ noś ci  oscylacyjnego  charakteru rozwią zań  od warunków  począ tko-
wych.

Jeż eli  równanie  sprowadzimy  do  równania  na  płaszczyź nie  fazowej

du  I   b
——=  —p\2a- \
dp  F\   u

gdzie  u  =   p,  p  =   x,  to  charakter  krzywych  całkowych  przedstawia  rys.  30.
Jeż eli «„   >  —b/ Za, to rozwią zanie jest oscylacyjne  i okresowe. Jeż eli u0  ^.b/ Za,

to  rozwią zanie  jest  nieoscylacyjne.
Dla  w„  =   —b\2a  otrzymujemy  ruch  nieoscylacyjny  ze  stałą   prę dkoś cią.
W  odniesieniu  do  oznaczeń  równania  wyjś ciowego  obszar  warunków  po-

•   Rys.  30 Rys.  31

czą tkowych  x0,  x0,  dla  których  istnieją   rozwią zania  oscylacyjne  i  okresowe,
został  zakreskowany  na rys. 31. Rozwią zania nieoscylacyjne  odpowiadają   obszaro-
wi  niezakreskowanemu  oraz  punktowi  (0,0)  (rozwią zanie  trywialne).

Na  zakoń czenie  przedstawiamy  krótki,  syntetyczny  przegląd  równań  w  po-
staci tablicy  1 z podkreś leniem problemów zbadanych i takich, które — zdaniem
autora  —  należ ałoby  zbadać.

Tabela 1

Typ  równania Własnoś ci  zbadane Własnoś ci,  które  należ ałoby  zbadać

1.  x+R(x,x)  -   0

2. x  +R(x,x)+S(x)  =
RG

(Rozwią zanie gasną ce)

Ograniczonoś ć, charakter punktu oso-
bliwego  dla  charakterystyk  rosną cych
wraz  z  x  i  x  i  an ty symetrycznych.
Równania  trajektorii  fazowych  w  po-
staci zamknię tej dla szczególnych przy-
padków.

Wpływ  funkcji  R(x,  x)  na  charakter
rozwią zań.  Kryteria odpowiadają ce ru-
chom  okresowym,  gasną cym  itp.
Ograniczoność  i  naprzemienność dla
innych  charakterystyk.



Typ  równania Wł asnoś ci  zbadane Wł asnoś ci,  które należ ał oby zbadać

Sformuł owano  równania  ruchu
w  szczególnych  przypadkach  ruchu
wahadła  i ruchu po  prowadnicy.

Rozwią zanie  równań  ruchu  i  analiza
przypadków  mają cych  zastosowanie
techniczne.

3.35  +R(x,x)  +S(x)  =•   0  G dy  R(x, x)  =*f(x,x)x,  twierdzenie  Warunki  istnienia  rozwią zań  okreso-
RO

(Rozwią zanie  okresowe)
o  istnieniu  co  najmniej  jednego  roz-

wią zania  okresowego;  gdy  R(x,x)  «•
=  f(x,  &),  twierdzenie  o  istnieniu  je-
dnego  rozwią zania  okresowego-

wych w  przypadku, gdy  funkcja  R(.x, x)
ma  inną  postać.

4.3  +R(x, x) +to>x  -   0
RG

Dla R(x, x) +  W(x)(P(«) charakter punk-
tów  osobliwych  oraz  zagadnienia  na-
przemiennoś ci dla charakterystyk  szty-
wnych.  Rozwią zano  przypadek  szcze-
gólny  tarcia suchego  proporcjonalnego
do przemieszczenia. N iektóre szczegól-
ne przypadki  maja  rozwią zanie  ś cisł e.

Analiza  jakoś ciowa  "w  przypadku
ogólniejszych  zał oż eń  dla  R(x,x).  N a-
przemienność  przy  innych  charaktery-
stykach.  Rozwią zanie  w  szczególnych
przypadkach  mają cych  zastosowanie
techniczne.

5.ś"  +R(x,x)  +a'x  =•   O  Dla  funkcji  R(.x,x)  =  <aF(x)x  kryteria
RO  istnienia  jedynego  rozwią zanie  okreso-

wego.
Zbadano szczegół owo  metodami  przy-
bliż onymi  równanie Van  der  Pola oraz
równania  drgań  relaksacyjnych.

6.x
RG

=  0  Zbadano ograniczoność i gaś niecie roz-
wią zań  oraz naprzemienność przy  cha-
rakterystykach  mię kkich  i  sztywnych.
Szczególne  przypadki,  gdy  trajektorie
fazowe  dadzą  się  przedstawić  w  za-
mknię tej  postaci.  Ś cisłe  rozwią zania
niektórych  przypadków  szczególnych.

Zbadanie  jakoś ciowe dla  innej  postaci
funkcji  R(x, x)  oraz  zbadanie  przy-
Dadków,  gdy  może  być  wię cej  roz-
wią zań  okresowych  niż  jedno.

Badania  jakoś ciowe  dla  szczególnych
postaci  charakterystyk  R(x),  S(x).
Ze  wzglę du  na  liczne  zastosowania
techniczne  celowe  jest  poszukiwanie
rozwią zań  przybliż onych  lub  nu-
merycznych  dla  pewnych  postaci
charakterystyk  R(,x) i  S(x).

7.&+R(x)+S(x)  = 0
RO

Moż liwość  istnienia  rozwią zań  okre-
sowych.

Kryteria  istnienia  jednego  lub  wię cej
cyklów w przypadku ogólnym  oraz  dla
szczególnych  postaci  charakterystyk.
Rozwią zania  przybliż one  w  przypad-
kach szczególnych  mają cych  znaczenie
techniczne.

8.  x+S(.x)  = 0 Rozwią zania  przez  kwadratury  prowa-
dzą ce  do  cał ek  eliptycznych.  Rozwią-
zania ś cisłe  (przez kwadratury)  i  przy-
bliż one  szczególnych  przypadków.

Badanie  szczególnych  przypadków  dla
róż nych charakterystyk  siły  sprę ż ystej.
a  szczególnie  obliczenie  okresu  drgań-

9.  x+"x+S(x)  =  0 Naprzemienność  rozwią zań- Badanie  szczególnych  przypadków  dla
róż nych  charakterystyk  £*(.*),  a  szcze-
gólnie  obliczenie  okresu  drgań  i  de-
krementu.

10.36 +R(x) +m'x  =•   0  Ograniczoność rozwią zań. Kryteria na-
RG  przemiennoś ci. Analiza pewnych  typów

charakterystyk  oporu.

Rozwią zanie  przybliż one  dla  róż nych
charakterystyk  R(x)  przedstawiają cych
róż ne  opory.  Obliczenie  dekrementu.

11.  x +R(x) +u'x  = 0
RO

Kryteria  istnienia  rozwią zań  okreso-
wych.  Analiza  szczególnych  przypad-
ków.

Kryteria  istnienia  rozwią zań  okreso-
wych  dla  róż nych  charakterystyk.
Rozwią zania  przybliż one  dla  róż nych
charakterystyk.

[33]
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P  e 3  io  M e  .

0B30P  HEJIHHEHHBIX flH*tt>EPEHLi;HAJIBHLIX  yPABHEHHft  KOJIEBAHHjł
ABTOHOMHLIX  CHCTEM C OflHOfi  CTEIIEHLIO CBOBOflLI

B  paSoTe  AaeicH  o63Op  cOBpeineHHoro  COCTOHHHH  HccjiefloBaHHH  B  o6jiacTH
flH(f)(J>epeHmiaiu,Hfcix  ypaBHeHHii  KOJie6aHHH  aBTOHOMHLrx  cHcrem  c  OHHOH  cTeneHBio  CBO-
6OH ŁI .  O63op  ocHOBaH  Ha  aHajin3e  5 0 - H  SirojiHorpacfiirqecKHX  H CTOIM H KOB,  yKa3aHret.ix
B  paGoTe.  YpaBHeHHH  pa3fleJieHbi  Ha  11  rpynrr,  n pm eM  pa3fleji  Ha rpyrnrbi  BLrreKaei  H3

ftj  KacawmHXCH  yn pyroń  xapaKTepiicTHKH  H  xapaKTepHclHKH  3aTyxaHHH.  P ac-
npeanojiojKeHHHj  rapaHTHpywmHe  cyiqecrBOBaHHe  aBTOKOJieSaHHii  n
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rapaiiTiipyroiHHe  3aTyxaiine  peineH iriŁ   AHajiMiipyeTM  37 ypaBHeHiiii  HJIH  SO I I HI

Ka>Kfloro  Tł ina ypaBneHHH flaioTCH ocHOBHbie Teopeiwbi,  Kacaiomiiecn  noBefleiiHH  penieHHii,
peoleH Ha  I I  irpH6jin>KeHHfeie  penieHHH3  ecHH  TaKOBbi  iMBecrabi,  3aiwe*iaHira  o  CBOHCT-

Bax  3 B H H «H KH  H o  npHMSHSHKHX K TexmraecKHM   3afla^aM.  B Kâ KflOM   cny^ae  yxaaaHbi  nepBO-
IICTO^HHKH .

B  3aKJiio^eHHe  npiiBOflHTca  Taojii- ma  c  KPSTKHM  cHHTeTH^ecKHM  o63opoM   rpynn
rzę e  noflqepKHBaioTcH  y>Ke HccjieflosaHHbie  3ap,amt3 a Taioi- ce  TC,  KOTOpwe  HeoSxoflHMO

S u m m a ry

SURVEY  ON  NON- LINEAR  D IFFEREN TIAL  EQUATIONS OF  THE  VIBRATION S
OF  AUTONOMOUS SYSTEMS  WITH  ONE DEGREE  OF  FREDOM

A  survey  is  given  of  the  recent  investigations  cencerned  with  non- linear  differential  equa-
tions  of  vibrations  of  autonomous  systems  with  one  degree  of  freedom.  Fifty  papers  from
the  relevant  literature  of  the  subject  are  reported.  The  equations  considered  are  subdivided
into  eleven  groups  according  to  the assumptions concerning the elastic and damping character-
istics.  Also  the  assumption  assuring  the  existence  of  selfexcited  vibrations  is  distinguished
from  those  assuring  the  attenuation of  the  solutions.  In  all,  37  equations  of  various  types
are  analysed.

The  fundamental  theorems  concerning the  behaviour  of  the  solutions,  the  exact  solutions  or
the  approximate  ones,  remarks  on  the properties  of  motion and  on  the application  in technical
problems  are  given  for  each  type  of  the equations.

The  table at the end of  the paper contains a short synthetic survey of  the groups of  differential
equations, special emphasis being laid on such problems as have already been investigated; problems
to  be  tackled  have  also  been  mentioned.

Praca  została  zlo&ona w  Redakcji  dnia  2  paź dziernika  1962  r-


