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1. Celem pracy jest podanie w skondensowanej postaci przegladu informac;ji
o aktualnym stanie badai nad nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi drgan
ukladéw o jednym stopniu swobody. Ograniczamy si¢ do typowych réwnan
opisujgcych ruch drgajgcy w dotychczasowym rozumieniu, czyli do réwnanh
drugiego rzedu. Réwnania te zostaly podzielone na jedenascie grup. Wewnatrz
grup réwnania sg numerowane kolejno: kazde réwnanie oznaczone jest dwiema
liczbami. Pierwsza liczba oznacza numer grupy, druga numer réwnania w gru-
pie. Réwnania zostaly sklasyfikowane wedlug charakterystyki sprezystej 1 thu-
mienia oraz wedlug zalozed narzuconych na charakterystyki, a czasem na wa-
runki poczgtkowe. Rozréinia si¢ przy tym zalozenia gwarantujgce istnienie
rozwigzani okresowych (czyli powstanie drgai samowzbudnych) od zalozen
zapewniajgcych gadniecie rozwigzan z uplywem czasu.
Gdzie to byto mozliwe, réwnania przedstawiono w jednolitej postaci przy
uzyciu nastepujacych oznaczen:
x  przemieszczenie,
% predkosé,
&  przyspieszenie (wspéiczynnik liczbowy przy # spro-
wadzono do jednosci),
S(x) nielinigwa charakterystyka sprezysta,
w?®  wspdlczynnik liczbowy w przypadku liniowej cha-
rakterystyki sprezystej,
R(%) nieliniowa charakterystyka tlumienia,
R(x, %) nieliniowa mieszana charakterystyka tlumienia,
a  wsp6tczynnik liczbowy w przypadku liniowej cha-
rakterystyki tlumienia.
W wielu przypadkach pozostawiamy jednak oznaczenia zgodne z podanymi
w oryginalnych pracach dotyczacych danego réwnania.
Podzial na grupy jest nastepujacy:
1. #4+R(x, #) = 0, réwnania o charakterze ogdélnym;
2. ¥4+ R(x, )+ .S(x) = 0, réwnanie o mieszanej nieliniowej charakterystyce
ttumienia i nieliniowej charakterystyce sprezystej przy zalozeniach gwarantu-
jacych gasniecie rozwigzat;
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3. &+ R(x, %)+ S() = 0, jak w p. 2, ale przy zalozeniach gwarantujacych
istnienie rozwigzan okresowych;

4. %4+ R(x, £)+w?(x) = 0, réwnanie o mieszanej nieliniowej charakterystyce
tlumienia i liniowej charakterystyce sprezystej przy zaloZeniach gwarantujg-
cych gasniecie rozwigzan;

5. X+R(x, #)+wi(x) = 0, jak w p. 4, ale przy zaloZeniach gwarantujgcych
istnienie rozwigzan okresowych;

6. X4+ R(%)+S(x) =0, réwnanie z nlehmowz; charakterystykq tlumienia
i nieliniowa charakterystyka sprezysta przy zalozeniach gwarantujacych ga-
éniecie rozwigzan;

7. ¥~R(%)+S(x) =0, jak w p. 6, ale przy zalozeniach gwarantujacych
istnienie rozwigzan okresowych;

8. x—‘,—S(x) = (0, réwnanie z mehmowg charakterystykg spr@zystq bez thu-
mienia;

9. d+ax-}S(x) = 0, réwnanie z l1n1ow2L charakterystykq thumienia 1 n1el1-
mowac charakterystyka sprezysts;

10. ¥4 R(%)+w?c = 0, réwnanie z nlehnlowq charakterystyka tlumienia
i liniowg charakterystyks speZysta przy zalozemach gwarantUchych gasniecie
rozwigzan;

11. x—}—R(x)—i—wzm =0, jak w p. 10, ale przy zaiozemach gwalantujqcych
istnienie rozwigzan okresowych.

Dla kaidego réwnania podajemy podstawowe twierdzenia dotyczace zacho-
wania sie rozwigzan, rozwigzanie Sciste lub przyblizone (jezeli takie s3 znane),
uwagl o wlasnosciach ruchu oraz 0 zastosowaniu réwnania w zagadmenlach
technicznych,

Ogdlnych warunkéw istnienia rozwigzan nie podajemy plzyjmujqc Ze sg
one spelnione i ze istniejg rozwigzania badanych réwnan.

W opisie wlasnosci réwnah wymieniamy nazwiska autoréw, ktérzy podali
odpowiednie rozwigzania badz twierdzenia. Opracowanie oparte jest na biblio-
grafii wydrukowanej na koncu pracy.

2.1. . 4 R(x, #)+SE) =0.

Rownanie powyzsze zostalo zbadane przez S. ZiEmBE w pracy [49] przy
nastepujacych zalozeniach: S(x) i R(x, &) sa funkcjami analitycznymi, S(—=x) =

= —S(x), S(0) = 0, S(x)x > 0 dlax # 0; de(x) >0 dla kazdego x, R(x,0) =0

dlakazdego x; R(—x, &) = R(x, &) dla wszystkich x, #, R(x, —x) —R(x, %)
dlax £ 0, R(x, $)% > 0 dla & > 0, dR(x %) "

> 0 dla kazdego x.
Wykazano, Ze ruch jest ogramczony, a wigc
CE] SV2E() 1 |x| < VEDE(t),

gdzie E(t,) jest energia catkowita w chwili poczqtkowej, al funkc;q okreslajaca
energie potencjalng.
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Ruch jest gasnacy, czyli
) limx() =0, lim&@) =0,

1—00 t—00 _
lim&() = 0, lim E@t) = 0.
t—00 =0

Zbadano charakter punktu osobliwego (0,0). Stwierdzono, Ze w przypadku
h =k > 0, punkt osobliwy jest punktem wezlowym statecznym, a w przypadku
0 <h <k — punktem ogniskowym statecznym. Symbole & i k okreslone sg
z rozwinigé funkeji S(x) i R(x, &) w szeregi potegowe w nastepujacy sposéb:

R(x, %) = nx+42h8+ R, (%, %),
S(x) = k2x4S,(x) ..

W pracy podana zostala analiza przebiegu trajektorii fazowych przez poréwna-
nie ich z trajektoriami réwnan liniowych oraz przyktady badania ruchu za
pomoca metody 4.

2.2. 5&—]—,ukl[1 — cos (arc.tg AT)] sign o’c—&—kl[%‘ —sinarc tg (xT)] =0.

Réwnanie jest podane przez Z. OsigskiEco w pracy [29]; opisuje ono ruch
drgajacy masy poruszajacej sie po prostoliniowej prowadnicy. Sifa sprezysta
pochodzi od rozcigganej sprezyny o stalej k, ktérej punkt zamocowania lezy
poza osig prowadnicy (rys. 1). Rozproszenie energii nastepuje przez tarcie

= suche proporcjonalne do nacisku ma-

sy na prowadnice.
: AR(x, %)
‘\;)0 l/\70
*x=0R& x=0
x
iLO ¥
Rys. 1 Rys. 2

Charakterystyka tlumienia zalezy tylko od znaku predkosci i od wychylenia
w sposéb przedstawiony na rys. 2. Charakterystyka sprezysta jest sztywna

(rys. 3)
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2.3. &+ [% (%)2tg w+ mg cos (xT) tgzp] sign & mg sin (i;—) =0.

Réwnanie zostalo podane przez Z. OsINskiEGO w pracy [29]. Opisuje ono
ruch wahadla matematycznego z uwzglednieniem oporu powietrza i oporu
tarcia suchego w przegubie walcowym proporcjonalnego do nacisku w prze-
gubie (rys. 4). Charakterystyka tlumienia przebiega wedtug rys. 5, charaktery-
styka sprezysta mickka (sinusoidalna) wediug rys. 6.

2.4. ' mi-Ix"%* - kxf = 0
dla m >0, k>0, [ =0, przy zalozeniu, ze
(@) (—&)= —i% (—af = —af, (—zx)=4a.

S. ZiEmBA w pracy [48] poszukuje szczegélnych przypadkéw, dla ktérych
mozna znaleZé réwnanie trajektorii fazowej w zamknietej postaci. Przypadki
takie zachodzg, jezeli istnieja odpo-
wiednie zwigzki migdzy wykladni-
kami.

I}S (x)
k3
Rys. 3
R, %) Asi)
%0 "
—
%=0 N,
X v

Rys. 5 Rys. 6



PRZEGLAD NIELINIOWYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH DRGAN UKEADOW AUTONOMICZNYCH 11

Przyjmujac ze wzgledu na zalozenie (a), ze wykladnik « okre$lony jest wzorem

_ 2n4-1
“= 2m--1 "
otrzymamy na f i y wzory
B ZN+1 _ Cm41)2NA4T) - 2n+1)(N+M4-1)
oM+1 Y CM+1)2m+1) ’

Suma N+M powinna byé liczba nieparzysts.
Dla takich wykladnikéw otrzymujemy réwnania trajektorii @(x,x) =0
w postaci

x4 [CHexp Fy(u)2 = 0,

gdzie
du
Folw) = f‘auu(ﬁ+1)u+b
oraz
u(x) =82x~ PV v =0a/2, a=-—2m, b=-—2kim.

2.5. mi-+1xr5 4 pd - ka? = 0
dlam>0,120,p >0, k>0 i przy zalozeniu, ze

(—d) = =, (—a) = =4,
(a) (_xﬁ)___: _xﬂ’ (~x)6:__x5'

S. Ziemsa w pracy [48] poszukuje szczegdlnych przypadkéw, w ktérych
mozna znalezé réwnanie trajektorii fazowej w zamknietej postaci. Przypadki
takie zachodzs, jezeli istniejg odpowiednie zwigzki mi¢dzy wykladnikami a,
B,y 1i6.

Jezeli przyjmiemy ze wzgledu na zalozenie (a), ze wyktadnik a okreslony jest
wzorem

2n+1
“= 2m+1"

to otrzymamy na 3, y i 6 wzory:

IN+1 _ 2N+1

P= T 0T MR
_ @m+ )N~ 2n+ 1) (N+M+1)
- 2M+1)2m+1) '

Suma M-+N powinna byé nieparzysta. Dla takich wykiadnikéw réwnanie
trajektorii
D(%,x) = 0
ma postaé

K24 [C+expFy(u)]? = 0,
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gdzie .
 du
Fa(w) :f aw’+cu'— (-1 u+b
oraz
u(x) = &2~V -y =2, r=96/2, a= —2llm, b= —2k/m;
c= —2p/m. :
3.1 E+flx, X)x+g(x) = 0.

Dla réwnania tego N. LEviNsoN i O. K. SmITH w pracy [18] podaja nastepujace
twierdzenie o istnieniu rozwigzan okresowych

Jezeli funkcja g(x) jest okreslona i ciggla w przedziale (— co, 4 c0); xg(x) > 0
dla x 5~ 0; funkcja f(x, v) jest c1qg{a dla wszystkich x, % oraz spelnia warunki

-Lipschitza dla wszystkich v; fg(x)dux = o 1 f(0,0) < 0 oraz istnieje takle

X9 >0, ze f(x,v) =0dla |x >x0, istnieje takie M, ze dla |x| <, jest
Jflx,0) = —M i takie x, >x,, ze

[ f(w, v)dx > 10 Mx,,
Xy '

gdzie v = v(x) jest dowolng dodatnia funkcja malejgcg, to réwnanie (3.1) ma
co najmniej jedno rozwigzanie okresowe.

A.D. DraciLEw [12] podaje, Ze zamiast stalej 101VIx0 mozna wzigé 4Mx,+a,
gdzie a jest dowolng staly dodatnig.

Tam tez znajduje si¢ nastepujgce twierdzenie: jezeli réwnanie (3.1) ma
rozwigzanie okresowe, to takze réwnanie _

&4 f¥(x, K)o4-g(x) = 0,

gdzie f(x, X) > f*(x, ®), ma rozwigzanie okresowe.

Temu samemu zagadnieniu po$wigcona jest takze praca A. DB CASTRO [71.

Niektérym szczegdlnym zagadnieniom po§wiccone sg prace E. i H. CARTANOW
[4] oraz A. A. ANproNowa [1] i R. Reissica [32].

3.2, 4 fx)x+g(x) = 0.

Jest to uogdlnione réwnanie Lienarda. Dla réwnania tego typu Lienarda
w pracy [19] podaje kryteria istnienia jednego statecznego rozwigzania, ktére
podajemy w ujeciu Babakowa [2]:

1) f(x) powinno byt funkecjg parzysta, a g(x) — nieparzysta;

2) f(0) < 0;

3) xg(x) > 0 dla wszystkich x;

4) F(x) = Hﬂwﬂngxﬁw

5) funkcja F(x) ma jedno miejsce zerowe w punkCIe # =a >0 i monoto-
nicznie ro$nie dla x > a.
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W pracy A. F. FiLirowa [13] znajduje si¢ twierdzenie o istnieniu granicznego
cyklu dla powyzszego réwnania.

Réwnanie ma stateczny cykl graniczny, jezeli funkeje f(x) 1 g(x) sa ciagtle,
+w

g(x) ma znak w», | g(x)dx = oo i jezeli po zmianie zmiennych
0
x x
dla x>0 [gO)dt =) 1 [Bd=FE) = F(),

X x
adlax<0 g 2(8)dE = zy(x) i g F(&)dE = F(x) = Fy(z,),
funkcje F, i F, spelniajg warunki nastepujace:
a) przy malych z (2 < 9)
Fi(2) < Fy(z) 1 nie wszedzie  Fi(z) = Fy(2),
Fi(2) < afz, Fy2) > —ayz dla  a <8

b) istnieje taka wartosé z,, Ze
Ko
| [Fi(z)—Fy(2)]dz > 0
0

i przy & > 2, Fi(z) = Fy(3), Fu(z) > —aV/z, Fy(z) < ayz, gdie a <)/8
W pracy A. W. DrRaGILEWA [12] znajduje si¢ twierdzenie nastgpujace:
Jezeli réwnanie powyzsze ma rozwigzanie okresowe, to réwniez réwnanie

E+F(x)+x =0, w ktérym F(u) = ff(x)dx, ma rozwigzanie okresowe.

0
Tym samym réwnaniem zajmuje si¢ réwniez W.S. Iwanow [15], I. L
Massera [23] oraz G. SANSONE [36].
4.1. E+P(x)P(x)+x = 0.
Réwnanie zostalo zbadane przez S. ZIEMBE w pracy [47] przy zalozeniach
Y(—x) =¥ =0 dla wszystkich x;
O(—x) = —B(x), DO)=0, @) >0 da=z>0;
dla 0 < &, < %, jest W(x) D(%,) > V(%) P(%,) =0, a
dla 0 < [a;] < [#g|  Jest 0 < [P(xq) P(R)] < |¥(e) D(#)].

Charakter funkeji W(x) i @(%), zgodny z powyzszymi zalozeniami, przedsta-
wiony jest na rysunkach 7 1 8.

Réwnanie to znajduje zastosowanie do opisania ruchu mechanicznego modelu
ciala stalego niesprezystego. W cytowanej pracy podano wykreslny sposéb
wyznaczenia trajektorii fazowych.

Przy podanych zalozeniach ruch jest gasnacy i punkt ruchomy zmierza do
polozenia réwnowagi, gdy 7 — .
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Zbadano charakter punktu osobliwego i wysnuto wnioski o naprzemiennosci

ruchu:

1) jezeli [¥(0)@'(0)] < 2, to punkt osobliwy jest punktem ogniskowym

statecznym,;

2) jesli [P(0)D'(0)] = 2, to punkt osobliwy jest punktem wezlowym sta-

tecznym.

L¥ix)

4

4\ $(%)

><V

Rys. 7

<y

Rys. 8

W przypadku pierwszym trajektorie majg w otoczeniu punktu osobliwego
ksztalt spirali i ruch jest ruchem naprzemiennym (liczba miejsc zerowych jest
nieograniczenie wielka). W przypadku drugim punkt od pewnej chwili zmierza

¥

R

N

N
g

-~
>
\ o
'~

\

\

Rys. 9

ol |

asymptotycznie do polozenia 1éwnowagi nie
przechodzac przez polozenie zerowe, czyli
ruch jest nienaprzemienny.

Przeprowadzono poréwnanie trajektorii fa-
zowych omawianego réwnania z trajektoria-
mi w przypadku tlumienia wiskotycznego.

Jak widaé z rys. 9, trajektorie te sg silniej
zakrzywione ku $rodkowi, czyli Ze ruch jest
silniej tlumiony niz w przypadku: thumienia
wiskotycznego. W pracy [47] przedyskuto-
wano takze 'kierunki elementéw liniowych

. na plaszczyZnie fazowe;j.

42, S p(@)p(#) + ot = 0.

Réwnanie jest podane przez S. ZIEMBE W pracy [47]. Przez zamiang zmiennej
niezaleznej T = wt otrzymamy réwnanie analogiczne- do (4.1): "

d2x d L
d—;+w(x)¢(d—f)+gf= 0.
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43. Ag [ B+ (%)) B+ F(%))%-Cx = 0.

Réwnanie powyzsze nalezy do typu 4.1. Zanalizowal jeS. Ziemsa w [47] przy
zaloZeniach:
‘ A>0, C=>0, B>=0, p=0;
Y(—x)=¥(x) > 0 dla wszystkich x;  ¥(x)) < P(x,) dla |x1| < %] 3
F(—x) = F(%) > 0 dla wszystkich x.
W pracy zbadano zagadnienie naprzemiennoéci ruchu. W przypadku
) FO) =0 i F(&x)<F(x) dla 0<x <x,,
czyli w przypadku analogicznym do tlumienia sztywnego przy ttumieniu czysto
wiskotycznym stwierdzamy, ze przy f2B® < 4A4C ruch jest naprzemienny
(liczba miejsc zerowych jest nieskoriczenie wielka), a przy f2B* =4 AC punkt
przechodzi co najwyzej raz przez polozenie réwnowagi i od tego miejsca jest
nienaprzemienny niezaleznie od warunkdéw poczatkowych.

W przypadku

2) F(0) >0 1 F(x) > F(%) dla 0<x <x,,
czyli w przypadku analogicznym do tlumienia migkkiego przy thumieniu czysto
wiskotycznym stwierdzamy, ze jezeli BB > 2)/AC, to rozwizzanie ma co
najwyzej jedno miejsce zerowe,

Jezeli B4+F(0) < 2)/AC, to ruch jest naprzemienny (rozwigzanie ma nie-
skonczenie wiele miejsc zerowych).

Jezeh fB < 2y AC < B[B+F(0)],to rozwigzanie ma skoficzong liczbe miejsc
zerowych, niezalezng od warunkéw poczatkowych i od pewnej chwili ruch
jest nienaprzemienny.

4'4‘ AR(X)X.)

} +Fx=0 da xx >0,
mé-tkx { —Fyx=0 dla ax <0.
Réwnanie to podal Z. OSINskI R\ ¥
w pracy [29]. Opisuje ono ruch drga- " a xx=0 Li{
jacy masy przy tarciu suchym (Cou- - XA = -
Jomba) proporcjonalnym do przemie-  **=0 o | ey Sy

szczenia x, Opor taki wystepuje przy "y
drganiach masy na spr¢zynie wielo-
pierécieniowej 1 na resorze piérowym.
Podobny charakter matarciec w prze- :
gubach dZwigni obcigzonej masg drga- Rys. 10
jaca 1 podpartej sprezyscie. .

Charakterystyka tlumienia przebiega wedlug rys. 10. Charakterystyka spre-
Zysta jest liniowa. C : :

Rozwiazanie réwnania dla ruchu od polozenia réwnowagi:

x = (4 cos w -4 Cysin w,t.
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Dla ruchu do polozenia réwnowagi
x = Cj cos wyt+ C,sin wgt,
gdzie
. R+Fy

, k—F,
W= ——=, w3= .
m m

Wtasno$ci ruchu. 1. Przemieszczenie x(f) ma co najwyzej jedno
miejsce zerowe przy k < F, lub nieskoriczenie wiele miejsc zerowych przy
k> F,.

2. Kolejne amplitudy zmieniajg si¢ wedlug postgpu geometrycznego.

3. Przesuniecie $rodka drgan nie wystepuje.

4. Ruch ukladu przy %k > F, ustaje po uplywie nieograniczenie dlugiego
czasu.

5. Okres drgan jest staly i rézny od okresu drgai bez tarcia:

2 { o w —
T= (2w1 +Z:’;) przy o = Vklm

4.5, Etaxx?t-bx = 0.
Réwnanie powyzsze zostato podane w zbiorze E. Kamxeco [16], s. 553
Przez podstawienie p(x) = %(f) otrzymujemy réwnanie Bernoulliego

pp'taxp®t-bx = 0.
4.6. Ztxk—x4ax =0, a>0.

Réwnanie to i jego rozwigzanie podaje P. PAINLEVE. Cytujemy je za E. KAMKEM
[16] (s. 548).

Rozwigzanie ma postaé:

a (w12, Cy)
3 P, 12, Gy

t /a
| =7 l/?—i-C a-

5.1. £+ wF(x) & 4wl = 0.

Réwnanie Llenarda z liniowy charakterystyka sprezysta. Dla réwnania tego
G. SansonNe [35, 38] podaje kryteria istnienia rozwigzan okresowych.

Na charakterystyke ttumienia nalozone s3 warunki: F(x) jest funkcja ciagla
w przedziale (—co, 0); istnieja dwie takie liczby _

0, <<016,>0, ze Flx) <0 dla é_; < x <9y,
F(xy> 0 dla x < 3_,, x > 6_, oraz F(é_;) = F(é;) = 0.

gdzie

Powyisze zalozenia okreélajg charakter funkcp F(x), ktérej wykres przed-
stawiono na rys. 11,
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Mozliwe sg nastepujgce przypadki:
1. Jezeli obok zalozeri (a) spelniony jest jeszeze dla kazdego x warunek
xP(x) < 0, gdzie @ (x) = fF(s)ds, to réwnanie nie ma rozwigzania okresowego.
0

2. Jezeli obok zalozenia (a) spelnione s3 jeszcze warunki: istnieje takie
X > 0y, ze ANxg+4N? < [D(x)—D(6,)P, gdzie N = |D(8)|+|P(6_1)|;
istnieje %y << 0_;, takie ze 4N|wy|+4N? < [D(xy) <P, lim P(x) = o

Xx—>®W0
oraz lim |®(x)| = oo, to réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie okresowe.

X—>—0
G. Sansone i I. L. Massera podali takze twierdzenie o istnieniu jedynego
rozwigzania okresowego [37, 22]:

AFix)

N p
S~

Rys. 11

3. Jezeli spelnione sg zatozenia (a) i funkcja F(x) nie jest rosngca w 'przedziale
(—o0, 0) oraz nie jest malejaca w (0, c0), to réwnanie ma jedno i tylko jedno
rozwigzanie okresowe.

5.2. F—p(l —a)a+x = 0.

Jest to réwnanie Van DEr Pora [30, 31]. Réwnanie nalezy do typu réwnania
Lienarda (5.1) i spetnia zalozenia zapewniajgce istnienie jedynego statecznego
rozwigzania okresowego.

Réwnanie rozwigzuje si¢ za pomocg metody malego parametru (u jest przyj-
mowane jako maly parametr). Podajemy rozwigzanie w drugim przyblizeniu
uzyskane metoda Krylowa~Bogoliubowa [3]:

uad .
x = acos (wt+0)— 35 sin 3(wt+0),
gdzie
0 ag exp (ut/2) 2
- N o=1-"
Vitag (exp ut—1)j4 16

2 Mechanika teoretyczna
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Rozwigzanie okresowe otrzymujemy dla a = 2. Ma ono postaé

% = 2 cos (wt46) — £sin 3(wt) +6).

5.3. E—A(l—a)n4+x =0 przy 1 - .

Réwnanie ma postaé réwnania drgan relaksacyjnych. Badaniem wlasnosci
takiego réwnania przy bardzo duzych oraz rosnacych nieograniczenie wartoséciach
A zajmowali si¢ w szczegdélnosci A. A. Doropnicyn [11] i M. L. CARTWIGHT

} [5]. Podajg oni przyblizone wzory na
Y , . ,
okres drgari. Podajemy wzor na ok-
| res drgan wedlug pracy BocorriuBowa
& i MirroroLskiEGO [3]:

T = 1,613706 14+7,01432 A~3 —

_ 2
9 2

W przypadku bardzo duzych wartosci
A mozna po zamianie zmiennych x =
= Ay, t = ¢7, przej$¢ do réwnania

+0,0087A2 40 (A~%3).

=
Q"

.1
— - iP—n = 0.
Py / (@ ===

Analiza ruchu na plaszczyznie fazo-

wej wskazuje na istnienie w tym przy-

Rys. 12 padku cyklu granicznego o specjalnym

charakterze, rys. 12. Krzywa [ jest okre-

$lona réwnaniem (a). Cykl graniczny sklada si¢ z dwdch odcinkéw krzywej
PP, i PP, oraz z dwéch odcinkéw pionowych P,P; i P,P,.

6.1. B+ R(%)+S) = 0.

Pewne wlasnosci tego réwnania zostaly zbadane przez S. ZIEMBE w pracy
[48]. Poczynione zostaly przy tym zaloZenia dodatniej dysypacji w przedziale

nieograniczonym. Zalozenia te sg nastgpujace: R(%) = —R(%), R(#)x > 0 dla
x>0, d]figcx) >0, R(0)=0 oraz S(—x)= S(x), S(x)x >0 dla x >0,
dS(x) e '
g 0, S(0) = 0.

Charakterystyka tlumienia jest wi¢c asymetryczna i ma pochodng stale
rosnacy. Podobne wilasnodci ma charakterystyka sprezysta. Przy tych zatozeniach
wykazano ograniczono$é ruchu, mianowicie:

B0 <VE®), |=()] < FAE®)],
gdzie F(x) jest funkcja okreslajaca energi¢ potencjalna ukladu, a E(z,) calko-
witg energie poczatkowa.
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Wykazano tez, Ze rozwigzanie ma charakter gasngcy, to znaczy, ze

lim [E()] = 0, lim [x()] = 0,

t—0

lim [#(2)] =0, lim [#2(¢)] = 0.
1= 1~>
W tejze pracy przedyskutowano charakter punktu osobliwego. Punkt oso-
bliwy jest punktem wezlowym statecznym, jezell 2 = ¢ > 0, a punktem ogni-
skowym statecznym, jezeli 0 <k <a, gdzie 2k jest wspotczynnikiem przy linio-
wym wyrazie w rozwinieciu funkcji R(x) na szereg potegowy, a a®jest wspél-
czynnikiem przy liniowym wyrazie w rozwinigciu funkcji S(x)na szereg po-
tegowy.
Przedyskutowano kierunki elementéw liniowych na plaszezyznie fazowe]
oraz podano metode wykreslng przyblizonego wyznaczenia trajektorii fazowych.
Zagadnienia naprzemiennosci omodwiono w zwigzku z rownaniem (6.2).
Zagadnienie to zostalo takze zbadane przez Z. OsINSKIEGO w pracy [26].
Zaktadamy, ze charakterystyki mozna przedstawié w postaci

R(%) = ax+4p(x), S) = o%4f(x)
przy o >0, o* > 0 oraz

R(x)% >0

R(0)=0

(a) S(x)x >0

S0y =20
Charakterystyki majg postaé przedstawiong na rys. 13 i 14. Postaé ta ograni-
czona jest tylko warunkiem cigglosei i zaloZeniami (a) w ograniczonym przedziale.

} w przedziale (—Vq, +V,),

} w przedziale (—X;, +X,).

AR() AS)

Rys. 13 Rys. 14
Postaé charakterystyk poza okre§lonym przedzialem nie jest istotna dla ruchu
rozpoczynajacego sig przy odpowiednio ograniczonych warunkach poczatko-

wych.

2
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W tych warunkach przemieszczenie x(#) ma nieskonczong liczbe miejsc ze-
rowych, gdy a < 2m, oraz skofczong liczbe miegjsc zerowych, gdy a = 2w.
W tym drugim przypadku moze istnieé co najmnicj jedno miejsce zerowe nie-
zaleznie od warunkéw poczitkowych lub skoriczona liczba miejsc zerowych,
zalezna od warunkéw poczatkowych.

W pracy podano geometryczne kryterium oceny liczby miejsc zerowych
w postaci tzw. «prostej krytycznej» oraz «prostej pomocniczej» Zastosowanie
tego kryterium pozwala ocenié liczbe miejsc zerowych bezposrednio z postaci
charakterystyk, ktére mogg by¢ dane w postaci wykreslnej (np. z doswiadczeri)-

AZ A [B+q(x) 2]+ [C+f(x)]x = 0,
A>0, B=0, C=0.

Réwnanie nalezy do typu (6.1). Przy spelnieniu zaloZzen podanych tamze
ogblne whasnogci réwnania (6.1) sg zachowane (ograniczonosé, gasniecie, cha-
rakter punktu osobliwego). W pracy [48] S. ZiEmBa podaje analize zagadnienia
naprzemienno$ci powyzszego réwnania.

Okreslono charakterystyke sprezysta jako sztywna (rys. 15), jezeli

f(—=x)=fx)>0 dla x#0, f0)=0,
fx) >0 dla x>0, limfx)= o

—> 0

6.2.

AF(x) AFix)

e

Rys. 15 Rys. 16
i jako migkka (rys. 16), jezeli
f=x)=f(x) >0 dla «x+0, f(0) >0,
flx) <0 dla x>0, limf(x)=0.

—> G0

Podobnie charakterystyka tlumienia jest sztywna, jezeli
p(—x%) =) >0 dla %+*0, ¢@0)=0,¢(0)=0,
P'(#) >0 7 dla &>0, lims= oo '

X000
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oraz miekka, jezeli

P(— ) = p(#) Al ££0, @0) >0,

¢0)=0, ¢ * <0 dla &>0, Ilim/[p&)]=0.

Zanalizowano 1 ustalono kryteria naprzemiennosci w czterech przypadkach
skojarzenia charakterystyki:

1) migkka sprezysta, sztywna tlumienia;

2) sztywna sprezysta, migkka thumienia;

3) sztywna sprezysta, sztywna tlumienia;

4) migkka sprezysta, migkka tlumienia.

Stwierdza sig, ze zaleznie od postaci charakterystyk i ich skojarzenia mozemy
ustali¢ nastepujgce przypadki ruchu:

1. Ruch z jednym co najwyzej miejscem zerowym. Przy odpowiednim do-
borze warunkéw poczatkowych punkt ruchomy nie przechodzi w ogéle przez
polozenie réwnowagi (rys. 17). ‘

2. Ruch ze skoniczong liczba miejsc zerowych. Punkt, zaleznie od warunkdéw
poczatkowych, moze przej$¢ skoriczong liczbe razy przez polozenie réwnowagi,
przy czym od pewnej chwili dalszy ruch jest nienaprzemienny (rys. 18).

X{\ X“
VAN ' .
\/ N————"__ 1
Rys. 17 Rys; 18

3. Ruch z nieskoriczong liczbg miejsc zerowych, czyli ruch naprzemienny
(rys. 19).

4. Ruch nienaprzemienny przez pewien skoiiczony okres czasu, a nastepnie
ruch naprzemienny z nieskoficzong liczbg miejsc zerowych (rys. 20).

P

Rys. 19 Rys. 20

6.3. mitlet+hs? =0, m>0, k>0, [1>=0.

. S. Z1EMBA w pracy [48] poszukuje szczegélnych przypadkéw, w ktérych
mozna znalezé réwnanie trajektorii w postaci zamknigtej. Przypadki takie za-
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chodzg, jezeli istnieje odpowiedni zwigzek miedzy wykladnikami a i f. Jezeli
przyjmiemy, ze wzgledu na antysymetrig¢ charakterystyki, ze wykladnik a ma
postaé:
o 2n-+1
T 2m+1°

gdzie n, m oznaczajg liczby naturalne lub zero, to wykladnik f powinien mieé¢
postaé:
2n+1

ﬂ=m, m >nf2.

Dla takich wyktadnikéw réwnanie trajektorii @(%,x) = 0 ma postaé

x2 4 [CHexp Fo(u)]2 =0,
gdzie
du v—fi .
Fow) = [ ul) =),
au’ - utb

r—1

przy oznaczeniach @ = ——:Zl/m-, b= —2kim,» = a/2.

6.4. Z4-axxt-bxd = 0.

Réwnanie podane przez E. KamMxeco [16] (s. 551).
Przez podstawienie

2(t) =x*7), v=lInx,
sprowadzimy réwnanie to do réwnania
att-+-2u? +au-+b = 0,

ktérego rozwigzanie mozna wyrazié za pomocg kwadratury
: udu
T —f 202 +au+-b +Cu.

6.5. &+ (3a+x) % —x3+ax?+2a% = 0.

Réwnanie zostalo podane przez P. PAINLEVE; cytujemy je za E. KAMKEM
[16] (s. 548). Rozwigzanie ma postaé,

—at+yp'(u, 0,1)
p(%, 0, 1)

x = Cye
gdzie
J —%e“"—}—(}z dla a # O,.

U =
I Cyt+C,  dla  a=0.
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6.6. . &4 axt+bsinx = 0,

Réwnanie wahadla matematycznego z oporem proporcjonalnym do kwadratu
predkoéci ( o stalym kierunku) zostalo zbadane przez F. A. WiLLERsA [45]. Po-
dajemy je za E. KaMKEM [16]. Rozwigzanie mozna przedstawié za pomocs
kwadratury

d
tz:f / z; G-
+ V C,e* TETT (soc x—2a sinx)

6.7. &-+ak|&|+bsiny = 0.

Réwnanie wahadla matematycznego z uwzglednieniem oporu powietrza
byto badane przez F. A: WiLLERsA [45]. Podajemy je za E. Kamgem [16].
Rozwigzanie mozna otrzymaé przez zloZenie rozwigzani dwéch réwnan
itax?+bsine=0 dla x>0
oraz
—axtt+bsinx =0 dla x <0

(por. réwnanie 6.6.).

7.1. #LR(#)+S() = 0.

- Réwnanie to zostalo zbadane pod katem widzenia istnienia rozwigzan okre-
sowych przez R. REeissica w pracy [33]. :
Zalozenia s3 nastepujace:

1) R(%) i S(x) ciagle wraz ze swymi pochodnymi,
R'(%) i 8'(x) dla wszystkich wartodci x i «.

2) R(®)x <0 dla |% <U>0,
R(®)x >0 dla | =V >Uz>0,
R#)=6=>0 dla x=7V.

3) S(x)x >0 dla x£0,

Sx)=—f+06 dla x»=2X=>0,
Sx) <—F—¢ dla x»<—X,
gdzie
£ = max R(x) >0 ) i ]
F— min R(#) <0 }w.przedzxale zamknigtym || < V.

x
4) Funkcja J(x) = [ S(s)ds rosnie silnie monotonicznie. Charakterystyka
0

tlumienia ma postaé pokazang na rys. 21.

Udowodniono, ze istnieje mozliwo$¢é ustalenia si¢ drgan okresowych (sa-
mowzbudnych) oraz podano konstrukcje¢ pierécienia, wewnatrz ktérego wszyst-
kie trajektorie badz s3 zamkniete, badZ asymptotycznie zmierzaja do trajektorii
zamknigte;j.
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7.2. Ftax|x|— gxtx—p2x® = 0,

. Réwnaniem tym zzgmowah si¢ G. BraLL [17] i J. Ceccon [8, 9]. Przy do-
statec7n1e malych g > 01 p >0 réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie
okresowe. .

8.1, i —}—S(x) =0

Rozwiagzanie sprowadza sie do kwadratur (por. np. [2, 7])
. :f Codx —10,
L)/ —2[ S()dz+C,
{\R(x)

N

Rys. 21

Zalozymy, ze warunki poczatkowe sg nastqpujqce dlaz=0,0=x,1 % =0
jezeli przy tym réwnanie

ﬂzfs dx+01—0

ma pierwiastki pOJedyncze %, 1xy, to dla x; <x, <, ruch jest okresowy
o okresie

fV ZfS(x Ydx+C,

Ze wzgledu na trudnosci z wykonaniem catkowania stosuje si¢ czesto metody
przyblizone, polegajace na przedstawieniu S(x) w postaci szeregu Taylora 1 roz-
wigzanie réwnan metodg malego parametru.

8.2. F+wlsinx =0, o?=g/L

Jest to réwnanie wahadla. Jego rozwigzanie sprowadza si¢ do kwadratur
(por. réwnanie 8.1) i moze by¢ przedstawione [16] w postaci

du
f =) (L —Fad) 10
d ) 'Z‘Sln2
gdzie
1 . i)
— sin— 2 gin2 L
ku = sin 5% k? = sin a+4g
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oraz
a=2x(l), [ =2%().

Przyblizone rozwigzanie uzyskuje si¢ za pomocy roztozenia sinx w szereg
Taylora 1 zachowania pierwszych dwdch lub trzech wyrazéw (por. réwnanie 8.3).

a3 x

. g 8

Przyblizone réwnanie opisuje ruch wahadla. Rozwigzanie wyznaczono meto-
dg Krylowa-Bogoliubowa w drugim przyblizeniu [3]:

—acos ¥ — 2 {143 g2} cos 34 55 _cos 5
X = acos — Tgi —+ aa cos —+ -z—mcos ,
gdzie o
' g a? at
Yj:wt—!—@, (l):'T 1—1—6+—m).

- Wielkosci a 1 6 okresla si¢ z warunkéw poczgtkowych. Okres drgan jest zalezny
jak widaé, od amplitudy.

8.4. E+Ax+2Bx3 = 0.

Badaniem powyZszego réwnania zajmowat si¢ H. Scrovrz [40]. Autor podaje
kryteria, kiedy réwnanie powyzsze, przy. warunkach poczatkowych

2(0) =5,  %(0) = %,

moze by¢ rozwigzane przez odpowiednie funkeje specjalne.

Zatozenia: x, £ 0, %, £ 0, A i B stale dowolne, B 3~ 0.

Jezeli przy oznaczeniu D? = (4-+2Bxk)?+4Bx%,

1) 0 # D # A, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje eliptyczne;

2) D=0, 4 #0 lub D= A4 +# 0, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje
wykladnicze;

3) D= A =10, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje wymierne.

H. Scuorz podaje rozwigzanie dla tych przypadkéw.

9.1. mié+-2hx+a*p(x) =0, h>0, a®>0.

Pewne wlasnosci powyZszego réwnania zostaly zbadane w pracy R. GuTow-
SKIEGO [14]. Zalozenia dotyczace charakterystyki sprezystej sg nastgpujace:
@(x) jest funkcja ciggla, monotoniczna, rosnaca i analityczng w przedziale
(— oo, ©); p(—x) = - @), p(0) =0, lim ¢p(x) = + 0.

x—Ftw
Przyjeto nastepujace kryteria istnienia nieskoriczenie wielu miejsc zerowych:
1. Przy charakterystyce «sztywnej dla prawie wszystkich x», to jest speinia-
jacej warunek

(a) &—ox) <0

z wyjatkiem co najwyzej pewnego skoriczonego otoczenia punktu x = 0, wa-
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runkiem istnienia nieskoniczonej liczby miejsc zerowych jest
¢'(0) > (h/a)®.

2. Przy charakterystyce «absolutnie sztywnej», to znaczy spelniajgcej wa-
runek (a) dla dowolnych x z przedziatu (0, c0), warunkiem istnienia nieskon-
czonej liczby rozwigzan jest

hla <1
Warunek ten jest analogiczny do odpowiedniego warunku dla réwnowaznego
réwnania liniowego.

3. Dla charakterystyki «absolutme migkkiej», to znaczy spelniajgcej warunek

(b) x—g(x) =0
dla wszystkich x z przedziatu (0, ) oraz dla charakterystyki «mickkiej dla
prawie wszystkich x», to znaczy spelniajacej warunek (b) z wyjatkiem co naj-
wyzej skoficzonego otoczenia punktu x = 0, warunkiem istnienia nieskorniczonej
liczby rozwigzan jest istnienie takiej prostej y == fx, ktéra lezy calkowicie
ponizej @(x) dla x > 0, przy czym

. h 2 _‘
B = (7) < 1.
W pracy powyzszej podano takze oszacowanie odleglosci miejsc zerowych,

pewne wnioski dotyczace zanikania wychyled oraz przyblizong metod¢ rozwig-
zania przez przeksztalcenie go w réwnanie calkowe typu Volterry.

9.2, it-axtsinx—B =0, a=0, S=0.

Réwnanie wystepuje w szeregu zagadnien dynamiki i elektrotechniki. Jakoscio-
wa analiza réwnania (kryteria istnienia rozwigzari okresowych) oraz biblio-
grafia znajduje si¢ w pracy [39].

10.1. &+ R(#)+wix = 0.

Przy zalozeniu, ze R(%)x >0 i R(0) =0 w przedziale (—V, + V) ograni-
czonym lub nieograniczonym, niektére wlasnosci réwnania zostaly zbadane
przez Z. OsiNskiEGO [28]. Praca ta jest rozszerzeniem prac G. SANSONEGO
i 8. ZiemsY (36wnanie 10.2).

Jezeli charakterystyke ttumienia przedstawimy w postaci

R(%) = ax+o(),
to, niezaleznie od znaku (),

1) dla @ < 2@ ruch ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych,

2) dla a > 2w ruch ma skonfczong liczbe miejsc zerowych.

Jezeli p(x)% > 0, to.przemieszczenie ma co najwyzej jedno miejsce zerowe
niezaleznie -od warunkéw poczatkowych.

Jezeli p(%)% < 0 w calym przedziale lub w jego czeém to przemleszczeme
moze mieé wiecej niz jedno miejsce zerowe. Ocene liczby miejsc zerowych mo-
ze ulatwi¢ podane przez autora krytenum geornetryczne w postac1 tzw. «pro-
stéj krytycznej». Co ‘
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Jest to przypadek szczegdélny réwnania 6.1,

10.2. A+ [B+F(#)]¢+Cx = 0.

Wiasnoéci powyzszego réwnania zostaly zbadane przez W. E. MiLNE'A [24]
i G. SansoNeco [31] przy zalozeniach

A>0, B=0, C>0;
F0)=0, F(—%)=F@®), F® >0 da z>0.

Zalozenia odnosnie F(%) odpowiadaja sztywnej charakterystyce tlumienia

(rys. 22 i 23).

t
3f 2
N
5 \ /
T -
Rys. 22 Rys. 23

. 'Wazniejsze wlasnosci réwnania podajemy za G. SANSONEM:
1. Funkcje x, %, & s3 ograniczone w przedziale (%, o).
2. W skonczonym przedziale funkcje x(t), #(f) nie moga mieé punktéw
przegiecia.
3. Migdzy dwoma miejscami zerowymi predkoscei #(2) jest tylko jeden punkt
zerowy x(2).
4. %(t) nie moze byé réwne zeru w zadnym przedziale.
5. Rozwiazanie jest gasnace, czyli
limE® =0, limx() =0, limx()=0.
t—c0 t—co L0
Dla B2—44C = 0:
6. Funkcja x(t) ma tylko jedno miejsce zerowe w przedziale swego istnienia.
7. Funkcja x(2) 1 jej pochodne poczynajac od pewnego ¢ s3 monotoniczne
i dazg do zera, gdy t — co.
Dla B*—4A4C < 0:
8. x(t) ma nieskorniczenie wiele miejsc zerowych.
9. Miedzy dwoma miejscami zerowymi przemieszczenia x(f) istnieje tylko
jedno miejsce zerowe ().
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Tym samym réwnaniem zajmuje si¢ G. SESTINL. w pracy [41], w ktérej podaje
oszacowanie rozwigzan w przypadkach B®*—44C >0, B2—44C =0
oraz B?—4A4C < 0. o
. S. ZiemBA w pracy [46] zbadai powyzsze rownanie dla pewnej klasy miekkich
charakterystyk tlumienia.

Zakladajac, ze F(0) >0 (rys. 24) 1 ze spelnione s3 pozostale zaloZenia, G. San-
soNE dowodzi, ze wlasnosci 1-5 zachodzg i w tym przypadku.

Odnosnie zagadnienia naprzemiennosci mozliwe s cztery przypadki:

1. Dla B > 2)/AC istnieje co najwyzej jedno miejsce zerowe przemieszczenia
niezaleznie od wartosci F(0).

2. Dla 0 < F(0) <2y AC oraz B+F(0) < 2)/AC istnieje meskonczeme
wiele miejsc zerowych przemieszczenia.

AF(%) §R(x)

x-v

Rys. 24 Rys. 25
3. Dla 0 < F(0) < 2y/AC oraz 0 < 2/ AC—F(0) < B < 2y AC, a takie
dla F(0) = 2}/ AC oraz 0 < B < 2 J/AC istnieje mozliwosé, ze- ruch ma skoni-
czong, wigkszg od jednosci liczbe miejsc zerowych. .

10.3. ' I+ R(%)+-Kx = 0.

Réwnanie- zostalo zbadane przez IX. SzPUNARA w pracy [47], przy zalozZeniu,
ze charakterystyka tlumienia jest nieliniows, nieparzystq funkeja predkoder,
ktéra mozna przedstawi¢ w postaci

R(%) = 2 b %] <i R,

gdzie
by =0 1 by ; 20, n=0,1,2, ...,
oraz ze K >0. ’ ‘
Charakterystyka tlumienia jest wiec sztywna (rys. 25).
Autor szuka rozwigzania w postaci szeregu potegowego (w otoczeniu punktu

osobliwego) w postaci
C
t = L n+1
2 S PG,
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gdzie p = . Badajac wlasnosci tego szeregu autor dochodzi do nastepujgcych
wnioskéw: jezeli bi—4K < 0, to rozwigzanic ma charakter oscylacyjny (naprze-
mienny), a jezeli b3—4K >0, to rozwigzanie ma charakter nicoscylacyjny.
Whioski sg analogiczne do wnioskéw uzys-

kanych przez E. MILNE'a [24] i G. San- R(%)
SONEGO [34].

Jezeli rozwigzanie jest oscylacyjne, to
przedzial czasu migdzy dwoma kolejnymi
kranicowymi wychyleniami zmierza do war-
tosci granicznej okreslonej wzorem ——

x
t—=0 bl
Vx -(%)

10.4. E+R()+x = 0. Rys. 26

Réwnaniem takim zajmowal si¢ G. MALGARINI w pracy [21] przy ponizszych
zalozeniach:

lim RS_:C) — w0, R@i>0, ##0, RO =0;
&0
R(%) jest funkcjg ciagly dla — o0 < & < o0, R'(%) > 0 oraz aR" (%) < 0.
Charakterystyka taka zostala nazwana subwiskotyczng (rys. 26). Konsekwencja
tych zalozen jest, ze
R(%)

Jim __R(.x)_: k=0 i lim =k, = 0.
x—r— D X-»00

MaLGARINI dowodzi, ze jezell &y > 21 ky 2> 2, to ruch nie ma miejsc zerowych
niezaleznie od warunkéw poczatkowych, a jezeli 0 <k <2, 0 <<k, < 2,
to ruch jest podobny do ruchu przy tarciu suchym i liczba miejsc zerowych
) zalezy od warunkéw poczgtkowych. Ist-
AR(%) niej f dobnie jal
je  «martwa strefa», podobnle jak

przy tarciu suchym.
10.5.  &42¢l" lita = 0
]{a dla 0 <m<1.

x-¥

0 G. MaLcarINI w pracy [21] podaje
a{ uwagi dotyczace zachowania sie trajek-
torii powyzszego réwnania na podsta-
wie ogdlnego twierdzenia dotyczgcego
réwnania 10.4.

Rys. 27
i 10.6.  &-+asign x+owi = 0.

Drgania tlumione tarciem suchym o charakterystyce tlumienia przedstawionej
na rys. 27 podajemy za I. M. BaBAKowEM [2].
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Rozwigzanie réwnania: dla ®# < 0 mamy & = a+C, coswi+C,sinwt, a dla
® > 0 mamy x = —a+C, cos wt+C, sin wl.

Wiasnodci ruchu. 1. Ruch jest okresowy o okresie T = 2n/w nie-
zaleznym od sily tarcia.

2. Srodek drgah przemieszcza si¢ o wielko$é a w strone dodatnich x, gdy
&% < 0, w strone ujemnych x, gdy & > 0.

3. Amplituda maleje w postepie arytmetycznym za kazdym wahnigciem o 2a,

4. Drgania wygasaja po skoriczonej liczbie wahnigé.

10.7. i+ 5 p x251gr1 Z+w?x = 0.

Drgania tlumione sg oporem powietrza lub plynu w warunkach przeplywu
burzliwego. Réwnanie zostalo zbadane przez W. E. MiLNE'A [24]. Rozwigzu-
je si¢ je w kwadraturach [20]:

t :f i +021

2
+ ]/ cle#x+2‘ﬁ%(iﬂx+1)

Znaki gorne odpowiedajg ruchowi z predkoscig dodatnig, % > 0, a dolne
ruchowi z predkoscig ujemng, ¥ < 0. Kolejne maksymalne amphtudy mozna
wyznaczy¢ za pomocg wykresu (rys. 28).

&4 &g
&5 £q

=Bx
) p=Inft+E)-&

r

Rys. 28

Okres drgani zalezny jest od amplitudy poczatkowej. Wyznaczamy go za
pomocg metody malego parametru. Pélokres ruchu, hczony dla warunkéw
poczatkowych x, > 0, £ = 0, wynosi

T_n 1 0
?—z(”ﬁﬂxo)- |
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10.8. X4-3ax—2x34-2a% = 0.

Badaniem tego rdéwnania zajmowal si¢ PAINLEVE. Podajemy rozwigzanie
za E. Kamkem [16] (s. 548):

x = 1aCie™%snu__,(Cre™ "+ C,).

10.9. %4-S5ax—6x24-6a%x = 0.

Badaniem rdwnania .zajmowal si¢ PAINLEVE. Podajemy rozwigzanie za
E. Ramkem [16] (s. 547):

x = g2C%e ¥ (Ce~ "+ (4, 0, —1).

10.10. dtax|x|+bx+cx =0, a>0, b=0, ¢=>0.

Drgania tlumione oporem wiskotycznym 1 oporem powietrza omdwione
zostaly przez KamMigEGo [16] (s. 552).
10.11 #taxtpittox=0, >0, pf>=>0 lub S <«O0.

Réwnanie to zbadal Z. osiNskr w pracy [27]. Podano rozwigzanie metodg
malego parametru (f — maly parametr) w II przyblizeniu.
Rozwigzanie w I przyblizeniu ma postaé

aoe——alzt

3
l/l —7 %a%(e‘“’— 1)

gdzie a, i 0 sg amplidudg i fazg poczatkowy, a 4 = ]/wz—az/dr.

Zanalizowano wplyw nieliniowego parametru B na dekrement tlumienia
oraz na okres drgani (to ostatnie na podstawie II przyblizenia, gdyz w I przy-
blizeniu wplyw powyzszy nie jest dostrze-
galny).

Xy =

cos (1t4-0),

R(x)

11.1. E—Ax4-Bi*+wx = 0.

Jest to réwnanie Rayleigha, ktére droga

zamiany zmiennych /
T = ot, y=w]/i§fxdr

przeksztalcamy w réwnanie Van der Pola 5.2.

11.2. X+ (ax)2d-bx = 0.

—P—
X

Rys. 29

Réwnanie ruchu ukladu z liniows charakterystyka sprezystg oraz parzystg
charakterystyks «tlumienia» przedstawiajaca site proporcjonalng do kwadratu
predkodci o stalym kierunku, niezaleznie od kierunku predkodcei (rys. 29).

Réwnanie to mozna rozwigzaé przez kwadrature [16], co prowadzi do

dy

t=0C
1+ f > i
Coe™ 2% - —— (1 —2ax)

242
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K. SzruNAR w pracy [43] przeprowadza badanie tego réwnania w kierunku
ustalenia zaleznosci oscylacyjnego charakteru rozwigzan od warunkéw poczatko-

wych.

Jezeli réwnanie sprowadzimy do réwnania na plaszezyZnie fazowe;]

gdzie u = p,
Jezeliuy >

du

b
& —p(z +u),

to rozwigzanie jest nieoscylacyjne.
Dla uy = —b/2a otrzymujemy ruch nieoscylacyjny ze stala predkoscia.
W odniesieniu do oznaczen réwnania wyjsciowego obszar warunkéw po-

AU

p = %, to charakter krzywych calkowych przedstawia rys. 30.
—b/2a, to rozwigzanie jest oscylacyjne i okresowe. Jezeli u, < b/2a,

—Po

\ﬂ_ oA

Rys. 30

Xog

Rys. 31

czatkowych xy, %, dla ktérych istniejg rozwigzania oscylacyjne i okresowe,
zostal zakreskowany na rys. 31. Rozwigzania nicoscylacyjne odpowiadajg obszaro-
wi niezakreskowanemu oraz punktowi (0,0) (rozwigzanie trywialne).

Na zakonczenie przedstawiamy krotki, syntetyczny przeglad réwnan w po-
staci tablicy 1 z podkres§leniem probleméw zbadanych i takmh ktére — zdaniem
autora — nalezaloby zbadaé.

Tabela 1

Typ réwnania

Wlasnosci zbadane

Wilasnoéci, ktére nalezaloby zbadaé

1. % +R(x, &) =

2.8 +R(x, ) +S(x) =0
RG
(Rozwigzanie gasnace)

Ograniczono$é, charakter punktu oso-

bliwego dla charakterystyk rosnacych

wraz z x i % 1 antysymetrycznych.
Réwnania trajektorii fazowych w po-
staci zamkmetej dla szczegélnych przy-
padkdw, -

Whplyw funkeji R(x, %) na charakter
rozwiazan. I{ryteria odpowiadajace ru-
chom okresowym, gasngcym itp.
Ograniczonoéé i naprzemiennoéé dia
innych charakterystyk.



Typ réwnania

Wiasno$ci zbadanc

Wiasnoéci, ktére nalezaloby zbadaé

3.8 +R(x,2) +8(x) =0

RO

(Rozwigzanie okresowe)

4. % +R(x, %) +o'x =0

RG

5.8 +R(x, %) +o'x = 0

RO

6.% +TR(2)+S(x) =0

RG

7.2 +R()+8(x) =0

1

1

RO

L %+Sx) =0

o

-

¥+ax +S(x) =0

LEHRE) +o'x =0

RG

. B+RE) o'y =0

RO

Sformulowano réwnania ruchu
w szczegblnych przypadkach ruchu
wahadla i ruchu po prowadnicy.

Gdy R(x, %) = f(x, )%, twierdzenie
o istnieniu co najmniej jednego roz-
wiazania okresowego; gdy R(x, %) =
= f(x, %), twierdzenie o istnieniu je-
dnego rozwigzania okresowego.

Dla R(x, &) + P(x)®(%) charakter punk-
téw osobliwych oraz zagadnienia na-
przemiennos$ci dla charakterystyk szty-
wnych. Rozwiazano przypadek szcze-
gblny tarcia suchego proporcjonalnego
do przemieszczenia. Niektére szczegdl-
ne przypadki majq rozwiszanie Sciste.

Dla funkcji R(x, &) = oF(x)x krytcria
istnienia jedynego rozwigzanie okreso-
wego,

Zbadano szczegbélowo metodami przy-
blizonymi réwnanie Van der Pola oraz
réwnania drgan relaksacyinych.

Zbadano ograniczono$é i gasniccie roz-
wigqzarh oraz naprzemienno$é przy cha-
rakterystykach mickkich i sztywnych.
Szczegdlne przypadki, gdy trajektorie
fazowe dadza sie przedstawié w za-
mkniete] postaci. Sciste rozwiazania
niektérych przypadkéw szezegdinych,

Mbozliwoéé istnienia rozwiazah okre-
sowych,

Rozwiazania przez kwadratury prowa-
dzqce do calek eliptycznych. Rozwig-
zania §cisle (przez kwadratury) i przy-
blizone szczegdlnych przypadkéw.

Naprzemicnno§é rozwiazan.

Ograniczono$é rozwiazan. Kryteria na-
przemiennoéci. Analiza pewnych typéw
charakterystyk oporu.

Kryteria istnienia rozwiazan okreso-
wych. Analiza szczegélnych przypad-
kéw,

Rozwiszanie réwnai ruchu i analiza
przypadkéw majacych zastosowanie
techniczne.

Warunki istnicnia rozwiazan okreso-
wrych w przypadku, gdy funkcja R(x, %)
ma inng postaé.

Analiza  jakodciowa w przypadku
ozdlnieiszych zalozed dla R(x, %). Na-
przemienno§¢ przy innych charaktery-
stykach. Rozwiqzanie w szczegdlnych
przypadkach majacych =zastosowanie
techniczne.

Zbadanic jakoéciowe dla inncj postaci
funkcji R(x, £) oraz zbadanie przy-
padkéw, gdy moze byé wiccej
winzann okresowych niz jedno.

roz-

Badania jako$ciowe dla szczcgélnych
postaci charakterystyk R(x), S(x).

Ze wzgledu na liczne zastosowania
techniczne celowe jest poszukiwanie
rozwiazarn przybliZonych lub nu-
merycznych dla pewnych postaci
charakterystyk R(x) i S(x).

XKryteria istnienia jednego Jub wiecej
cykléw w przypadku ogélnym oraz dla
szczegblnych postaci charakterystyk.
Rozwigzania przyblizone w przypad-
kach szczegdlnych majacych znaczenie
techniczne.

Badanie szczegélnych przypadkéw dla
réznych charakterystyk sily spreiystej.
a szczegdlnie obliczenie okresu drgan.

Badanie szczegdlnych przypadkéw dla
réznych charakterystyk S(x), a szcze-
gblnie obliczenie okresu drgan i de-
krementu.

Rozwiazanie przyblizone dla réznych
charakterystyk R(x%) przedstawiajacych
rézne opory. Obliczenie dekrementu.

Kryteria istnienia rozwiazadi okreso-
wych dla réznych charakterystyk.
Rozwigzania przyblizone dla réznych
charakterystyk.

[33]

Mechanika teoretycznyg
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Peamowme.

OB30P HEIUHENHEIX TUDDEPEHIIUAILHEIX VPABHEHUN KOJIEBAHWIT
ABTOHOMHBIX CHUCTEM C OOHOW CTENEHBIO CBOBOIBI

B paGore maerca 0630p COBPEMEHHOTO COCTOSHMUSA MCCJCHOBaHMi B ofnacTH HeNHHERHBIX
nuddepenmantabix ypaBHeHNH KoneGaHUH aBTOHMOMHLIX CUCTEM C OJHOH CTCIEHBIO CBO~
Gomur. OG3op ocHoBan Ha aHanuae 50-m Gubiuorpa@uuecKMX HCTOUHMKOB,  YKAasaHHBIX
B paGoTe. Ypapuenus paspeiebl Ha 11 rpymr, nopuyem paszien Ha TPYONBLL BBLITEKAET W3
TIPEATIONONKEHHH, KACAIOMINXCA YNPYrod XapaKTePHCTHKH M XapaKTePUCTHKM 3aTyXaHus. Pac-
CMaTPHBAYOTCA HPEHNTIOJIOKEHHA, TAPAHTAPYIOUIME CYNIECTBOBAHHC AaBTOKOJeGanMil W mpen-

3
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NOJIOYKEHIFL, FAPAHTHPYIONINE 3aTyXanue pelleHuit. Ananusupyercst 37 ypaBHeHuH MWJIM HSONML
ypaBHEHHH.

s xa)egoro Talla ypaBHeHHH JAFOTCA OCHOBHBIC T€0PEMBI, KAcAIOIHECs IOBCACHUS PENICHHI,
TOUHDLIE PEUIEHHA ¥ MPHOMIDKEHHBIE DELUSHHs, ECIIM TAKOBbLI W3BECTHLI, 3aMEYaHHS O CBOHCT-
BAX ABIDKSHHA M O NMPHMSHEHMAX K TEXHHUECKHM 3afadyam, B Ka)kJoM Cciayuae yKasaHbl HEPBO-
HCTOUHHKHM.

B sarinodenune DPUBOXHUICA TaONHUA € KPaTKUM CHHTETHYECKHM 0030POM [PYMIL YPABHEHHI,
rfie NOQUEPKUBAIOTCA YIKe HCCIeNOBAHNbIE 3ajaul, a4 TAIOKE TC, KOTOPbIe HeoBXOAHMO HcCieno-
BATL.

Summary

SURVEY ON NON-LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE VIBRATIONS
OF AUTONOMOUS SYSTEMS WITH ONE DEGREE OF FREDOM

A survey is given of the recent investigations cencerned with non-linear differential equa-
tions of vibrations of autonomous systems with one degree of freedom. Fifty papers from
the relevant literature of the subject are reported. The equations considered are subdivided
into eleven groups according to the assumptions concerning the elastic and damping character-
istics. Also the assumption assuring the existence of selfexcited vibrations is distinguished
from those assuring the attenuation of the solutions. In all, 37 equations of various types
are analysed.

The fundamental theorems concerning the behaviour of the solutions, the exact solutions or
the approximate ones, remarks on the properties of motion and on the application in technical
problems are given for each type of the equations.

The table at the end of the paper contains a short synthetic survey of the groups of differential
equations, special emphasis being laid on such problems as have already been investigated; problems
to be tackled have also been mentioned.
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