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KAZIMIER Z  R Y K A L U K  (WROCŁAW)

1. Wstęp

Rozpatrzmy sprę ż ystą   izotropową   tarczę  nieograniczoną   z otworem kołowym o promie-
niu  i?  obcią ż oną   podł uż ną  parą   sił , symetryczną   wzglę dem  ś rodka  otworu  (rys.  1).

Wewną trz  obszaru  tarczy wokół  brzegu  otworu wystą pi  koncentracja naprę ż eń  (por.  [2]).
Zadaniem  naszym  jest  okreś lenie  wielkoś ci  tej  koncentracji,  scharakteryzowanej  przez
tzw.  współczynniki  koncentracji  naprę ż eń.  Przez  współczynnik  koncentracji  naprę ż eń

Rys.  1

rozumiemy  iloraz  którejkolwiek  składowej  tensora  naprę ż enia  w  dowolnym  punkcie
strefy  koncentracji  przez  tę   samą   składową   w  tym  samym  punkcie  tarczy  bez  otworu,
obcią ż onej  tak  samo jak  tarcza  z  otworem  (por.  [2]).

D o  wyznaczenia  stanów  naprę ż eń  w  tarczy  bez  otworu  i  z  otworem  posłuż ymy  się
funkcją   zmiennej  zespolonej,  wykorzystując  metodę   MUSCHELISZWILIEGO  (por.  [1])

Przy  znanych  dwóch  funkcjach  holomorficznych  cpi{z) i  fi{z),  zwanych  funkcjami
G oursata, skł adowe tensora naprę ż enia ar,aip,  rrę   oraz wektora przemieszczenia  ur,  uv  obli-
czymy  ze  wzorów  Koł osowa- Muscheł iszwiliego

lovff+ 2/ T , .„   =   2[z(p'1'(z)+y>'1(z)]cxp(2i(p),

(1.2)  2G(ur+iu (p)  =  [ ^ 1( z ) - z9p i ( z ) -

gdzie  G  oznacza  moduł   sprę ż ystoś ci  poprzecznej,  % =   (3—v)/ (l+v)  w  płaskim  stanie
naprę ż enia, lub  x  =  3—4v  w  pł askim  stanie  odkształ cenia,  v —  współczynnik  Poissona.
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2.  Tarcza  bez  otworu

Przy  obranym  ukł adzie  współ rzę dnych,  jak  na  rys.  2,  funkcje  G oursata  bę dą  miały

nastę pują ce  postacie  (por.  [1]):

(2.1)  9 , l ( 2 ) j
z —x 0

(2.2)  n ( )  ( | | +

g d 2 i e  A  =  2S(
Jeż eli  zał oż ymy, że naprę ż enia w nieskoń czonoś ci  są  równe zeru, wówczas

(2.3)  cpliz) =   y?(»)  =  0.

~*   - XQ "   0}   x0  " 7
i

i

Rys.  2

Po  wykonaniu  potrzebnych  we  wzorach  (1.1)  operacji  na  funkcjach  (2.1)  i  (2.2),
z  uzglę dnieniem  (2.3),  otrzymamy:

(2.4)  ffj;)(   -   2Ax0^  r 4 + x j ^ p * _ _  ±

/• 6- |- 4xg/'4

xF ^xlT^cos 2y7)r  "  I '

3.  Tarcza  z otworem

Zał óż my nastę pują ce  postacie  funkcji  G oursata:

(3.1)  c>2(z) =  ^ l n  £ Z ± o + p o( ł )  =  ? ? 1( z) + c , g(z)

z  x0

(3.2)  y>2(z)  =  ^  ( - « l ^  +

gdzie funkcje  co"(z) i y^(z) są holomorficzne w obszarze  \z\  >  R. Wyznaczymy  je z  pierwsze-
go  warunku  brzegowego

(3.3)  P 2( 0+ t yi ( 0+ V2(0  =  0,

przy  czym  t  oznacza  punkt  bież ą cy  na  okrę gu.
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Odwzorujmy  obszar  tarczy  na  zewnę trze  koła  jednostkowego  |£| >  1,  leż ą cego  na

pł aszczyź nie zmiennej  zespolonej  C == £+ fy  za  pomocą  funkcji

(3.4)  z =   GJ(O  =  RC.

Okrąg jednostkowy  oznaczmy przez  y,  a punkt tego  okrę gu  odpowiadają cy  punktowi
t  — przez Q.

Na  pł aszczyź nie £ bę dziemy operowali  funkcjami

(3.5)

Uwzglę dniając  (3.4) i  (3.5) we wzorach  (3.1) i  (3.2), otrzymamy

(3.6)  ip(O  =  A  In  - r—z+<p0  (0,

(3.7)  HQ  ~A\  c_c  +  ^  +   c + f f l

gdzie

(3.8)

przy  czym c;0(C) i Vo(0  s^ funkcjami  holomorficznymi w  obszarze  |f  |  >  1.
Warunek brzegowy  (3.3) przyjmie  postać

(3.9)
co  (to)

z którego, na podstawie  (3.4), (3.6) i  (3.7), otrzymujemy

(3.10)

gdzie

(3.11) MQ) =

po(e)+e<pó(e)+fo(e)  = .

i

In

Ze  wzglę du na brak obcią ż enia zewnę trznego na krawę dzi otworu, funkcje  <po(£) i Vo(O
wyznaczamy  ze wzorów  (por. [1]):

(3.12)

(3.13)

gdzie

(3.14) - £o(?

e  e-
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Dla  wieloznacznych  funkcji  I n ——~  i  In - ~———wybieramy  takie  gał ę zie, aby na

okrę gu  y  były  wielkoś ciami  sprzę ż onymi. D la pierwszej  wybieramy  gał ąź  holomorficzną
w  obszarze  |£| <  1 i  równą  ni  w  punkcie £ = 0, zaś dla drugiej — gał ąź  holomorficzną
w  obszarze  |£| >  1 i  równą  ni w punkcie £ = co.

Zatem, w myśl  twierdzenia  Cauchy'ego  (por.  [3]), mamy

(3.15)  ^- rfln
2ni J  Q+i  Q£y

(3.16)
2ni

y

4- fc

Wyraż enia  jp -f  . °  i g -f  °  są wartoś ciami brzegowymi  funkcji  f - r - ^  i f f—^2_
1 + cg  1  ?6  i + f  1  ?C

holomorficznych  w obszarze  |f|  >  1  z  wyją tkiem  punktu  f  =  co, w  którym  posiadają

guny rzę du pierwszego z czę ś ciami gł ównymi od

Zatem, w myśl  twierdzenia Cauchy'ego, mamy

bieguny rzę du pierwszego z czę ś ciami gł ównymi odpowiednio | —̂— —|— 1 — T ^  I i 1 1 —;  r^  .
\  so fo/  \  fo Co/

L
78

Wyraż enia -   - r—7~ i -   - z—j— są wartoś ciami brzegowymi  funkcji  - ? ——r— i -  •  - r
Q C+So  6  C—?o  C C + ś  C  C

lomorficznych  w  obszarze  |f | <  1  z  wyją tkiem  punktu

bieguny  rzę du pierwszego  z czę ś ciami gł ównymi odpowiednio

-   r 7 ~ i -   z—j— są wartoś ciami brzegowymi  funkcji  - ? — r  i  - r- r-
Q C+So  6  C—?o  C C + śo  C  C—so

holomorficznych  w  obszarze  |f | <  1  z  wyją tkiem  pu n ktu  £ = 0,  w  któ rym  posiadają

So Q
Z atem,  w  myśl  twierdzen ia  C auchy'ego,  m amy

i  r  i
2nij  Q

— f -   1~foe

Wykorzystując  cał ki  (3.15)- (3.20)  we  wzorach  (3.11)  i  (3.12)  oraz  (3.13)  i  (3.14),

otrzymamy

(3.21)
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(3.22)

przy  czym pominię to tu wyrazy stał e, które nie mają  wpł ywu  na skł adowe tensora naprę ż e-
nia.

Przetransformujmy  funkcje  (3.21) i  (3.22) na pł aszczyznę zmiennej z za pomocą odwrot-
nej  funkcji  odwzorowują cej  £ =   orx  (z)  =   zjR:

(3.23)  m  =

(3. 24)  rtW  .

Uwzglę dniając  funkcje  (3.23)  i  (3.24) we wzorach  (3.1)  i  (3.2), otrzymamy  rozwią zanie
dla  tarczy  nieograniczonej  z  otworem  koł owym,  obcią ż oną  podł uż ną parą  sił  skupionych
zaczepionych  wewną trz  obszaru  tarczy.

Skł adowe  tensora  naprę ż enia  moż emy  zapisać  w  postaci

(3.25)  tfW  =   < ^ + ^ ,  <#> =  < > + £ # >,  r ^  =  C + C

gdzie crj.1', a<^) i  T '* ' są okreś lone wzorami  (2.4) i (2.5), natomiast a[°\   a{°yi  T<°' wyliczymy
wedł ug wzorów  (1.1)  na podstawie  funkcji  (3.23)  i  (3.24):

- AA
J 1 |   (x
\«o

-   2xg r2i?*cos2c;)3  "  J'

+2R  (xo-

- 3xgr2.R8)+ 2i?12cos2y]
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4.  Współczynniki  koncentracji  naprę ż eń

Zgodnie z definicją   podaną  w punkcie 1, współczynniki koncentracji naprę ż eń są   równe:

(4- 1)  kr  = %IT=l- \  '

(4.2)  fc,  =  i | _ - =l  +  ^ _

T ( 2 )  T ( 0 )
(4.3)  ^  =  - 717  =  i +  '- ff)-.

gdzie  składowe  tensorów  naprę ż eń  są   okreś lone  wzorami  (2.4),  (2.5)  oraz  (3.26)  i  (3.27).
Ze  wzglę du  na  wytę ż enie  materiału  najbardziej  interesują cy  jest  współ czynnik  kę   na

krawę dzi  otworu. Wynosi  on

ff(0)
(4- 4)  kę \ r=R —  14" ~(T)

gdzie

r= R  =

r  R

jLr  2  ^  (- R4+x^x^2(3+cos4y)- (JR
8+64- R44- yg)cos2y\

+  (-X°  -1  "  ( i?4+42^" 2" cos2< ?)
3  ( '

{4- 6)  ^ i -   = w + 4

5.  Przykład  liczbowy

Obliczyć  naprę ż enia  crj,0',  o1^1) i  a{

ę

2)  oraz  współczynnik  ^  w  trzech punktach  krawę dzi
err  rrr

otworu  o  promieniu  R:  ę   =  0, - j  i  - -.  Przyjąć  x0  =   2R,  4i?, 8i?  i  16/?  oraz  x  =  2,  co

odpowiadam  =  0,333.
Obliczone  wartoś ci  <r<,0)  i  a  ̂ według  wzorów  (4.5)  i  (4.6),  a(

v

2)  =  Ą Y)+a l

q?
)  oraz

kę   według wzoru  (4.4) zestawiono  w tablicy  1.

6.  Uwagi  koń cowe  i  wnioski

1. Przedstawiony  problem tarczy nieograniczonej może stanowić podstawę  do  wyznacza-
nia  rozkładów  naprę ż eń  w  tarczach  dwuspójnych  obcią ż onych  wewną trz  ich  obszarów.

2. Z obcią ż eniami  wewnę trznymi  tarcz  spotykamy  się   przy  obliczaniu  poszycia  w  tzw.
pł ytach zestawnych  (por.  [4, 5]).
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Tablica  1. Wartoś ci  naprę ż eń aę   oraz  współczynnika klp  na krawę dzi otworu

113

1R AR 16R

7*' -

- 10,66 6 66 7

17,62 9 62 0

6,96 2 95 4

0,39 4 95 8

ę  =  0

—3,866 66 7

3,35 0 28 1

- 0,51 6 38 5

- 0,15 4 13 2

- 1,79 3 65 0

1,34 3 65 5

- 0,44 9 99 5

- 0,33 4 90 3

- 0,88 0 39 2

0,63 6 34 4

- 0,24 4 04 8

- 0,38 3 51 6

I  *

1 ę

4,81 6 60 9

2,78 2 00 7

7,59 8 61 6

2,73 1 34 3

1,44 6 10 8

1,14 3 51 4

2,58 9 62 2

2,26 4 61 7

0,55 7 95 8

0,51 9 15 6

1,07 7 11 4

2,07 4 74 0

0,25 7 30 5

0,25 2 43 0

0,50 9 73 5

2,01 9 31 2

n

~2

]

- P P
rmnfrm

I

J  ę

kę  =

7,47 1 10 4

0,90 2 40 0

8,37 3 50 4

9,27 9 148

4,88 0 16 5

- 0,11 1 78 0

4,76 8 38 5

- 42,65 8 65 9

2,66 3 61 5

- 0^19417 9

2,46 9 43 6

- 12,71 7 31 7

1,36 2 01 0

- 0,11 7 76 4

1,24 4 24 6

- 10,56 5 58 8

Rys.  3

3.  Do  obliczenia  wartoś ci  naprę ż eń obwodowych  na  krawę dzi  otworu  wystarczy  znać

tylko  funkcję   <p2(z), gdyż

8  Mechanika  teoretyczna
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4.  Rozwią zanie  tarczy  dla  obcią ż enia  rozł oż onego  wzdłuż  linii  uzyskuje  się   drogą

cał kowania  (w  sensie  Riemanna)  wyraż eń  na  naprę ż enia  lub  funkcji  G oursata.  I  tak  dla

obcią ż enia  o  stałej  intensywnoś ci  p  na  odcinku  \x2—xx\   (rys.  3)  funkcja  (p2(z)  wynosi

fc  r l n K

—Xx  la(Ri~xU2)—2(x2- Xi)
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P  e 3 10  M e

KOHIIEHTPAUHJI   HAITPJDKEHHił  B  H EOrPAH EREH H Oft  n J I H TE  .

C  KPyiMILI M   OTBEPCTHEM   HAXOJLJUUHMCfl  VLOJX  JIEflCTBHEM

BHYTPEHHEH  H ArPY3KH

#

packer  K03<J)cpHx*HeHT0B  KOHiłeHTpai(HH nanpnjKeHuft  (no onpeflenennio  T. H . OaBnna)  B  ne-

rrame  c Kpyrowia  oTBepcTHeM,  CHMMCTPIMHO  iiarpymeHHbw  npoflonbHoił   napoii  CHJI.

Rna  pemeHHH  3ap,ina o roiHTe c OTBepcTHeiw  HcnojiŁ30BaHM   MCTOAW  cJiyiiKquii  KOMmieKciioro  nepe-

Aieinioro,  B  ijacTHOcTH  iweiofl  H . H .  MycxeJiHuiBHJiH,  ocHoaairabie  Ha Hcnojib3oaaHHH  KondjiopMHbix

OTo6pa>i<eiiKH: H iiHTerpanoB  Tiina  KoniH.

BbniHCJieiibi  oi<py>KHbie  HanpjDKeHM  H KoadidjiHqHeHTLi  KOimeiiTpauHH  HanpnweHHH  B  ipex

xapaKTepiibix  TO^IOX  i<pan  OTBepcTHH n pn qeit ipex  pa3JiHqHbix  TO^icax  npi- uio>KeHiiH ycimHii  x0.

nojiyl iein ioe  pemeirae  HBJiHeTca HCXOAHHM flJiH  onpefleneHHH nanpnHcenHft H Koną enTpanHH nanpn-

>KeniiH B 3a;ą aiie  o  fleitcTBHii BHyTpeHHeft  pacnpeflenermoH  irarpy3KH.

S u m m a ry

STRESS  CONCENTRATION  UNDER  INTERNAL  LOADIN G IN AN

INFINIT E  DISK  WITH  A  CIRCULAR  HOLE

The paper  presents  a method of calculation  of stress concentration coefficients  (according  to Savin's

definition) for an infinite disk with a circular hole. The disk is loaded by two longitudinal  forces  symmetric

with  respect  to the centre of the hole. The methods of complex  argument  functions  and, in particular, the
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method  of  Muskhelishvili  based  on  conformal  mappings  and  Cauchy  type  integrals  is  applied  to  the
solution of  the problem.  The circumferential  stresses  as well  as  the coefficient  of  stress  concentration are
calculated in three characteristic points of  the hole edge, for  the case of four  different  points of application
xQ  of the forces. The solution obtained gives a basis to determine the stresses and their concentrations under
distributed  internal  loads.
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