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1. Wstep

Rozpatrzmy sprgzystg izotropows tarcze nieograniczong z otworem kotowym o promie-
niu R obcigzong podiuzng para sit, symetryczna wzgledem srodka otworu (rys. 1).

Wewnatrz obszaru tarczy wokot brzegu otworu wystapi koncentracja naprezen (por. [2]).
Zadaniem naszym jest okre$lenie wielkoSci tej koncentracji, scharakteryzowanej przez
tzw. wspdlczynniki koncentracji naprezen. Przez wspdlczynnik koncentracji napregZen

T T T T n
I

Rys. 1

rozumiemy iloraz ktdrejkolwiek sktadowej tensora napreZenia w dowolnym punkcie
strefy koncentracji przez t¢ sama skltadowa w tym samym punkcie tarczy bez otworu,
obciazonej tak samo jak tarcza z otworem (por. [2]).

Do wyznaczenia standw naprezen w tarczy bez otworu i z otworem postuzymy si¢
funkcja zmiennej zespolonej, wykorzystujac metode MUSCHELISZWILIEGO (por. [1])

Przy znanych dwéch funkcjach holomorficznych ¢, (z) 1 9,(z), zwanych funkcjami
Goursata, sktadowe tensora naprezenia o, , 0, 7, 0raz wektora przemieszczenia u, , #,, obli-
czymy ze wzordéw Kotosowa-Muscheliszwiliego

W { o,+0, = 4Repi(2),
' 0p—0,+2i7,, = 2[2¢7 (2)+p1(2)] exp2ip),
(1.2) 2G(u+ity) = [xp1(2)— 20 (2) —p, (2] exp(—ipp),

gdzie G oznacza modut sprezystoéci poprzecznej, x = (3—v)/(14+») w plaskim stanie
naprezenia, lub » = 3—4» w plaskim stanie odksztalcenia, ¥ — wspdlczynnik Poissona.
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2. Tarcza bez otworu

Przy obranym ukiadzie wspdlrzednych, jak na rys. 2, funkcje Goursata bedg mialy
nastepujace postacie (por. [1]):

@0 p@) = Aln 2104 000,
Z—Xg
) - . Z+\0 4 Yo
(2.2) w(2) = %In- P x +- Z—\o = z+x +39(2),
. P
glee A= 27!(1'_1_;{)
Jezeli zalozymy, ze naprezenia w nieskonczonosci sa rowne zeru, wowczas
(2.3) ?3(2) = vi(z) = 0.
rF = Ty T
] ( ¢ o=re @ |
L LN Y
| % 0] X x |
| | }
Rys. 2

Po wykonaniu potrzebnych we wzorach (1.1) operacji na funkcjach (2.1) i (2.2),
z uzglednieniem (2.3), otrzymamy:

(2.4) fl)l — 24xg Q,Ei:i,tCOSle)xoingﬂ:ZCOSZ(p)I
' all) A réFxg—2xgr*cos2p
;l:-{‘ —]—4xQI A()I (1—1—2511122(/)) (2r6—x§+x3r*+ 2xo/2)cos2(p}
(r*+x&— 2,\'(2,/20052(])2 >
—24xo5sin2p ' 20 x8—2xd 23204 2x% r?cos2g
25 ’('1) . 0 2 = 70 0 0 0 il I
2:5) T A xE - 2x2 2 coqu»(HxOl 4 xE—2x2r? cosZ(p

3. Tarcza z otworem

Zalézmy nastgpujace postacie funkcji Goursata:

6D @ =4 T2 4080 = 0 @+30),
z+x
(D pa@) = Al win TRy SR g T 2) = () H9800),

gdzie funkcje p3(2) i 3(z) sa holomorficzne w obszarze |z| > R. Wyznaczymy je z pierwsze-
go warunku brzegowego

(3.3) P2+ 19D +1p2 (1) = 0,
przy czym ¢ oznacza punkt biezacy na okregu.
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Odwzorujmy obszar tarczy na zewnetrze kola jednostkowego |f| > |, lezacego na
plaszczyznie zmiennej zespolonej { = &-in za pomocg funkcji

3.4 z=u(l) =
Okrag jednostkowy oznaczmy przez y, a punkt tego okrggu odpowiadajacy punktowi
t — przez p.

Na plaszczyznie { bedziemy operowali funkcjami

P(0) = p2lw()],

@3 b@=%w@1
Uwzgledniajac (3.4) i (3.5) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy
(3.6) PO = A ),
| i, & &
(3.7 () = ( xln - + FE +- PTE +Fpo(0),
gdzie
EO = xO/-R: R

Po(0) = @Sl (D),

38 {%@swwm

przy czym ¢q(8) 1 90(8) sa funkcjami holomorficznymi w obszarze |£| > 1.
Warunek brzegowy (3.3) przyjmie postac

(3.9) »(0)+ g¢wwﬂﬁ=m
Lz ktdrego, na podstawie (3.4), (3.6) i (3.7), otrzymujemy
(3.10) Po(@) 026 @)+ 10(0) = /o(0),
gdzie
L ¢
o0— 52_ 0 t_?___ o-+& 0—&
(3.11) Jolo) = A|In= -I-é_:o xln £ I 0 1TE,0 +o —&0
- 4]
e

Ze wzgledu na brak obciazenia zewnetrznego na krawedzi otworu, funkcje ¢ () 1 90(8)
wyznaczamy ze wzoréw (por. [1]):

3.12) Po() = ~§% ];)(QZ‘
1 ]
JREEE) %@——%;ﬁgg,%g
gdzie
L
— %0
3.19 M;‘A In 4 xln 0—& 1 14§50 _1_1-509_

_;__!_50 9"‘50 0 o+&o 0 0—&
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g;gz iln %}52— wybieramy takie galezie, aby na
okregu p byly wielkoSciami sprzgzonymi. Dla pierwszej wybieramy galaz holomorficzng
w obszarze |£| << 1 i réwna ni w punkcie { = 0, za$ dla drugiej — gataz holomorficzng
w obszarze |{] > 11 réwna @i w punkcie { = c0.

Zatem, w my$l twierdzenia Cauchy’ego (por. [3]), mamy

Dla wieloznacznych funkciji In

1 —&q do
) — |1 =4,
(3.15) 2m'yf " oTE ot Y
1
——&
1 0 do  1—=§&0
(3.16) i {m 1 o—C o A
y —+&
e
Wyra}enia 0 l@ j—-gio@ o 19_—5500 sq warto$ciami brzegowymi funkcji £ fi;; OC it lé:é)oé

holomorficznych w obszarze |[{| > | z wyjatkiem punktu { = o, w ktérym posiadaja

1
bieguny rzedu pierwszego z czgsciami gldwnymi odpowiednio ( ¢ +1— ——) (1 — -;—_Lz) .
£o £ & &

Zatem, w my$l twierdzenia Cauchy’ego, mamy

1 o+& do {+&o ¢

3.17 - = 1— o
(3.17) 2ni J ®TTé0 oL —¢ 1+£OC+ % + &o
1 Q“fo dQ . L= 50 1 ¢
3.18 s | 0BT 2 o =z — 5
(3.18) 2myfgl—£0@ o—¢ 1~§oC+ & &
Wyrazenia ;fg; i QITIC——i?oQ sq warto§ciami brzegowymi funkcji élc:iof 21;5;(?

holomorficznych w obszarze |{| < 1 z wyjatkiem punktu { =0, w ktérym posiadajg

. . e, . C LY. [ 1
bieguny rzgdu pierwszego z cz¢sciami gldwnymi odpowiednio | — s i NI
0 0

Zatem, w mysS! twierdzenia Cauchy’ego, mamy

1 1 1+ do 1

3.19 - -
(3.19) 2m 0 ot+& o—C &L’
(3.20) I [11=¢foe do _ 1

2m 0 0—& o~  &C°

Wykorzystujac catki (3.15)—(3.20) we wzorach (3.11) i (3.12) oraz (3.13) i (3.14),
otrzymamy

3.21) %(C)=A(x 11606 26

+ 24288 ‘:2_1)
1—E,C T E, T T=a )
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e 1+£0¢ g1 250 1—<:Z—x)
(3'22) V)O(C) = A (——ln 1—‘50: ‘SOC+4EOC ( 5252)2 +— égg:z s

przy czym pominigto tu wyrazy stale, ktére nie maja wplywu na skladowe tensora naprgze-
nia.

Przetransformujmy funkcje (3.21) i (3.22) na plaszczyzne zmiennej z za pomocg odwrot-
nej funkcji odwzorowujacej { = w™(z) = z/R:

RP+tx,z 2z 22—R* )
0 — 0% | £2 19y o, 2 T
.(3,,23) p3(z) = A(x]n Rz—xoz+ e +2x42 RE—iz? ),
R*+xoz  4R? . 2R?xy (1—3)R?P—2z? x3—R?
0r — 4| Bt TXeZ  ART A o 4 Ao
(3.24) ¥3(2) I R*—xoz x5z - z R*—x2z? F4xozR (R*—x3z%)*

Uwzgledniajac funkcje (3.23) 1 (3.24) we wzorach (3.1) i (3.2), otrzymamy rozwigzanie
dla tarczy nieograniczonej z otworem kolowym, obcigzong podtuzng para sit skupionych
zaczepionych wewnatrz obszaru tarczy.

Skiadowe tensora naprezenia mozemy zapisaé w postaci

(3.25) o = o4l ol = oV +ol0), 2D =D+,

gdzie ol, oll) i 7{y) sa okreSlone wzorami (2.4) i (2.5), natomiast o{®, o'V 7{3) wyliczymy
wedtug wzoréw (1.1) na podstawie funkeji (3.23) i (3.24):

o® (/—1)(R4—x 2cos2p) R? 4 —x5rhr?
( @) R+ (R*cos2qp—x5r)r
=4

(3.26) crf,,o’][ Ax {xo+ RE4x§r*—2x2r2R*cos2p
(Rpxgrtjcosdp— 23R o R R
(R84-x3r4— 2,\'0/2]2%052(7))2 x3r2 U2
(R®+-xgr*)cos 2p—2x5r*R*
(RE+x§r*—2x3r*R*cos2p)?

+2r2R*(R*—x3)

(x—1) (R*—x3r? cos2p) __ ., ) 2 ma
ROk A N2 o83 FR*(r*—~R )[(x—l)x0+R ]

TR (2 RY) R*(R*— 2r2)[R4(R“+3A0£j)cos2g:x81‘6cos4(p—3x§r2R3]+
(RP-xgr—

+x5r2(3R?—2r%) [R*(R® cos dp+3x5r*) — (x§ rS+-3x3r2R®) cos 29)] }

—2x3 r2R4cos2<p)3
24x4sin2¢ |
3.27 (0) = 0
(2D 7y - T REExE —2x3r2R*cos2g |

2R2(12—R*) (R®—x¢ r4_)#
REFx4r*—2x2r2R*cos2p

(%-— l)x0R4

+[(e— 1) x5+ R?]

4 P2__ 7. 2\[ R4( RB__ 24 pd 6,6 2.2 29,2 6,.6__
2R (x2— R?) RY(R2—2r2)[R*(R8—3x¥r")+2x8 rC cos2¢]+x5r2(3R (21;31(;:,,,4
4y

—3x%r*R®)4-2R'2cos 2]
—2x3r*R*cos2)?
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4. Wspolczynniki koncentracji naprezen

Zgodnie z definicjg podana w punkcie 1, wspdlczynniki koncentracji naprezen sa réwne:

(2) (0)
o} oM
(41) kr= G(l)_:l—l_ O‘(l)’
. r r
(2) (0)
_ 9% Oy
4.2) k,= o = 14 ol
(2) (0)
Try' Trp
(4.3) kep =~y = 1+ 7>
Trp re

gdzie skladowe tensoréw naprezen sa okreslone wzorami (2.4), (2.5) oraz (3.26) i (3.27).
Ze wzgledu na wyteZenie materiatu najbardziej interesujacy jest wspélczynnik k, na

krawedzi otworu. Wynosi on

ot

ol r

(44) k(p[r:R = l‘l’

1

gdzie
2 3(x—1)(R?>—x3 cos2¢)+2(R%cos2p—x3)
(0) il

(4.5) 0=k = 4dx { x3 + 2(R*+x8—2x2 R*cos 2¢)
(R* +x5)cos 29— 225 R?
‘ (R*+x$—2x2 R?cos 2¢)?
(R*+-x$) x2 R? (3 4-cosdqp)— (RE+6x3 R*+ xg) 08200

‘ (R*+x$—2x3 R2cos 2¢p)? ’

+

+2(R*—x5)

+ (3= R

2Ax0 {( _
(R*-x$—2x2 R?cos2¢p)? *

—2x% R*-F[(+ 1) x§+ (1 —3%) x3 R*—4x§ R?]cos2p+

+ [2(x— 1) x5 R*-4x3 R*] cos? 2¢}.

46  oV,r= D RS+ (+3) x4 R2+2x5—

5. Przyklad liczbowy

Obliczy¢ naprezenia of®, o4 i o§?) oraz wspdlczynnik k, w trzech punktach krawedzi
m.m

; - R
otworu o promieniu R: ¢ =0, 7' 5

. Przyja¢ x, = 2R, 4R, 8R i 16R oraz » =2, co

odp_owiadav = 0,333.
Obliczone wartosci 64> i of'? wedlug wzoréw (4.5) i (4.6), oi¥ = o{D+0{® oraz
k, wedlug wzoru (4.4) zestawiono w tablicy .

6. Uwagi koncowe i wnioski

1. Przedstawiony problem tarczy nieograniczonej moze stanowi¢ podstawe do wyznacza-
nia rozkladdw naprezen w tarczach dwuspdjnych obcigzonych wewnatrz ich obszardw.

2. Z obciazeniami wewnetrznymi tarcz spotykamy si¢ przy obliczaniu poszycia w tzw.
plytach zestawnych (por. [4, 5]).
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Tablica 1. Wartosci naprezen o, oraz wspdlczymnika k, na krawedzi otworu

Xo 2R 4R 8R 16R
=0
R )
o ) = —10,666 667 —3,866 667 —1,793 650 —0,880 392
R (1) g
— o) = 17,629 620 3,350 281 1,343 655 0,636 344
S_ ol = 6,962 954 —0,516 385 —0,449 995 —0,244 048
kp = 0,394 958 —0,154 132 —0,334 903 —0,383 516
T
=73
R (o)
o) = 4,816 609 1,446 108 0,557 958 0,257 305
R
~ ) = 2,782 007 1,143 514 0,519 156 0,252 430
R (4
~ % ) = 7,598 616 2,589 622 1,077 114 0,509 735
ky = 2,731 343 2,264 617 2,074 740 2,019 312
T
P=5
R (o)
o) = 7,471 104 4,880 165 2,663 615 1,362 010
R 1
= afh) = 0,902 400 —0,111 780 —0,194179 —0,117 764
'R 2
i ol = 8,373 504 4,768 385 2,469 436 1,244 246
kp = 9,279 148 — 42,658 659 — 12,717 317 —10,565 588

3. Do obliczenia wartc_)éci naprezen obwodowych na krawedzi otworu wystarczy znaé
tylko funkeje ¢,(2), gdyz

8 Mechanika teoretyczna

a;25|,=R = 4Reqps(2).
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4. Rozwigzanie tarczy dla obcigzenia roztozonego wzdluz linii uzyskuje sie drogg
catkowania (w sensie Riemanna) wyrazef na napreZenia lub funkcji Goursata. I tak dla
obciazenia o statej intensywnoéci p na odcinku |x,—x,| (rys. 3) funkcja p,(z) wynosi

x%(zz-—xﬁﬂ) 72—~ R2  R4+—x2z? Zx,

- P 22 2% b 2R
?2(2) = 27 (1+2) {Z n x2(z%2—-x?%) z In R4--x3z2 Faeln zZ—X,

ozt (R (R0 (R, 2)
X In=— —l—x[ - In (RP—2,2) (%, 2)

+x, In(R*—x%2%)—

1

—X, ln(R“~—xfzz)—2(x2—x1)”.
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Pesome

KOHUEHTPALIMSA HANIPSDKEHUN B HEOIPAHUYEHHOU IUIMTE
C KPYI'JIBIM OTBEPCTUEM HAXOOAIMMMCS NIOH ITENCTBUEM
BHYTPEHHEN HAI'PY3KU

Han pacyer xoahHUI{HEHTOR KOHLEHTpan My Hanpsbrenuik (o onpenenenmo I'. H. CaBuua) B ne-
OFPEHMYUEHHON TIUTE C KPYTJILIM OTBEPCTHEM, CHMMETDHYHO HATPY)HEHHBIM NPOJOJBHON mapoi cui.

J1s1 petuenns salaud O IUIMTE C OTBEPCTHEM HCIIONB30BAHLI METORb! (PYHKIMYI KOMIIEKCHOTO Iepe-
MEHHOTO, B uacTHOcTH Metop H. VM. MycxenuBHIN, OCHOBAHHBLIC HA HCNONB30BAHUY KOH(OPMEBIX
oTOOpaYKEHWI ¥ MHTerpanor THna I{owin.

Brruncitens! OKPY)XXHBIC HANPSDKEHHST B KOIPPHUIMEHTH! KOHUCHTPAUMM HANpSLKEHHE B 1pex
XapaKTEPUbIX TOWKAX KPAasl OTBEPCTHA NIPH WEThIPEX PAsyHUYHLIX TOYKAX TIPHIIOMEHMA YCHIHIT Xq.

Tlonyuennoe peuieHne ABISIETCST HCXOMHBIM JUTST OXIPEENEHHST HATIPSHKEHUIA 1 KOHIIEHTPALUY HaIps-
JKEHHH B 3ajaye O JNEHCTBUH BHYTpEHHEH pAacnpeeneHHOM HarpysKH.

Summary

STRESS CONCENTRATION UNDER INTERNAL LOADING IN AN
INFINITE DISK WITH A CIRCULAR HOLE

The paper presents a method of calculation of stress concentration coefficients (according to Savin’s
definition) for an infinite disk with a circular hole. The disk is loaded by two longijtudinal forces symmetric
with respect to the centre of the hole. The methods of complex argument functions and, in particular, the
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method of Muskhelishvili based on conformal mappings and Cauchy type integrals is applied to the
solution of the problem. The circumferential stresses as well as the coefficient of stress concentration are
calculated in three characteristic points of the hole edge, for the case of four different points of application
xo of the forces, The solution obtained gives a basis to determine the stresses and their concentrations under
distributed internal loads.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 lutego 1971 r.



