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Nieliniowa mechanika ciala stalego, a w jej ramach réwniez teoria nieliniowej lepko-
sprezystosci, rozwingly si¢ wszechstronnie w ostatnich latach i posungly naprzéd w opisie
mechanicznych i innych wiasnoéei cial rzeczywistych. W szczegélnoSci ugruntowane zo-
staly podstawy teoretyczne tych nauk w oparciu o osiagnigcia wspdlczesnej matematyki
i fizyki, co wiaze si¢ z wprowadzeniem nowego formalizmu do mechaniki. Jest to nie-
watpliwg zastuga TRUESDELLA i innych reprezentantéw wytyczonego przez niego kierunku
w badaniach teoretycznych.

Jednakze przyczynami tak szybkiego rozwoju mechaniki nieliniowej byly nie tylko
potrzeby i mozliwosci teoretycznych uogdlnien, ale réwniez —1i to przede wszystkim —
obiektywne warunki jakie stworzyta wspélczesna technika i zapotrzebowanie rozwijaja-
cego sie szybko przemysiu. Jest to zwiazane z koniecznofcia lepszej znajomosci i bardziej
$cistego opisu wlasnoéci nowych, a takze tradycyjnych materiatéw konstrukcyjnych. Te
ostatnie poddane zostaly bowiem zaostrzonym warunkom eksploatacyjnym lub tez nie
stosowanym dotychczas dziataniom. :

Jest rzecza oczywista, Zze rozwdj nieliniowej teorii materialdw znacznie wyprzedzit
" eksperyment i mozliwoéci zastosowan praktycznych. Niemniej jednak teoria, nie ograni-
czajac si¢ jedynie do podsumowania dotychczasowych osiagnigé mechaniki cial statych,
zawarla w sobie potencjalne Zrédto mozliwosci na przyszto§é. Chodzi tu nie tylko o ulep-
szanie wlasnoéci materiatéw znanych, ale réwniez o komponowanie materiatéw o pozada-
nych wlasnoéciach.

Nieliniowe wlasnosci lepkosprezyste, a ogdlniej sprgzysto-lepkoplastyczne, byly przed-
miotem zainteresowania teoretykOw i eksperymentatoréw od dziesigcioleci. W pierwszym
okresie proby ich opisania sprowadzaly si¢ gtéwnie do okre$lania praw empirycznych
opartych na danych do$wiadczalnych dla specyficznych materiatdw. Takie podejscie,
zresztg stosowane z koniecznosci do dzi§, ma giéwnie znaczenie praktyczne i moze spetnié —-
chociaz w ograniczonym zakresie — pozyteczng role. Inne podejécie, szeroko stosowane
w pewnym okresie rozwoju reologii, opiera si¢ na analogiach i modelach mechanicznych
lub nawet modelach innego typu, ktérych elementy skladowe o charakterystykach nie-
liniowych maja pogladowo uzmystawiaé ztozone reakcje modelowanego materiatu na
odpowiednie dziatania. Zwykle w takich przypadkach réwnania konstytutywne formuto-
wane z wykorzystaniem ogdlnych zasad mechaniki przyjmuja postaé nieliniowych réwnan
rézniczkowych, niekiedy bardzo skomplikowanych.
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Najbardziej ogblne podejécie teoretyczne w nieliniowej teorii lepkosprezystosci oparte
jest na koncepcji wyrazania réwnan konstytutywnych w postaci funkcjonalnej. Kierunek
ten jest reprezentowany w podstawowych pracach z zakresu nicliniowej mechaniki ciat
odksztaicalnych TRUESDELLA [1], GREENA 1 RrvLina [2}, [3], [4], Norra [5], COLEMANA
i NovLvra [6] oraz innych autoréw.

Rozwazymy niektdre aspekty tego kierunku majace szczegdlne znaczenie w nielinio-
wej lepkosprezystosci. I tak na przyklad Green i Riviin stosuja do opisu wlasnoscei ciat
lepkosprezystych rozwinigeie Volterry dla nieliniowych funkcjonaléw, ktére — majac
postaé analogiczng do szeregu potegowego — pozwala na uwzglednienie wplywu nieli-
niowosci z zadang doktadnoscia. Warto zauwazy¢, Ze pierwsze dwa wyrazy tego szeregu
funkcjonalnego bedacego nogdlnieniem regularnego funkcjonatu dowolnego stopnia odpo-
wiadaja prawu liniowej lepkosprezystosci. W zwiazku z tym nalezy podkreslié, ze przyblize-
nie opisu wlasnoéci nieliniowych materiatéw lepkosprezystych szercgiem funkcjonalnym
opiera si¢ na odchyleniu od liniowosci. W ogdlnym Jjednak przypadku takie podejscie ma
charakter ograniczony, poniewaz istnieja materiaty, ktérych nieliniowe zachowanie si¢ nie
wykazuje w pewnych zakresach liniowego poziomu.odniesienia. Jako przyktad mozna tutaj
podaé ciato petzajace typu Odqvista. Préby zastosowania linearyzacji jego réwnania kon-
stytutywnego w skoficzonym przedziale czasowym musza prowadzi¢ do blgdnych rezulta-
téw. Linearyzycja w tym przypadku moze mieé jedynie znaczenie lokalne zewzglgdu na czas
inie usuwa nieliniowosci réwnan probleméw brzegowych przy wykorzystaniu tego prawa.

Ostatnie zagadnienie wigze si¢ bezposrednio z zakresem stabej nieliniowoéci materia-
16w lepkosprezystych. Wiadomo z badan do$wiadczalnych na materiatach niemetalowych
oraz na niektoérych metalach lekkich, ze wykazuja one liniowo§¢ tylko do pewnej krytycz-
nej wielko$ci naprezenia. Dla naprezefi wigkszych odchylenie od liniowo$ci wzrasta,
a w efekcie proces ten prowadzi do stanu zniszczenia materiatu. Jezeli natomiast, chodzi
o deformacijg czysto sprezysta, to liniowo$¢ jest zachowana prawie az do stanu zniszczenia.
Mozna zatem uwazaé, ze dla stanu naprezenia, ktory rézni sie dostatecznie mato od stanu
krytycznego?!), dewiacja od liniowoséci bedzie mata, a zatem nieliniowo$é staba. Mozna
wigc przyjaé z kolei istnienie parametru fizycznego, zaleZnego od rodzaju materiatu i od-
powiedzialnego za wielko§¢ dewiacji, przez kt6ry wyraza si¢ zmiane stanu naprezenia
ponad stan krytyczny. Koncepcja stabej nieliniowosci rozwinigta w pracy BYCHAWSKIEGO
i FoxA [7} ma jednak inny aspekt, anizeli podobne podejécie perturbacyjne do nieliniowej
lepkosprezysto$ci ARUTIUNIANA [8], ktéry uogdlnienie swojej nieliniowej teorii petzania
betonu opart na réwnaniach teorii malych deformacji sprezysto-plastycznych. Zastrzeze-
nie budzi tutaj fakt przyjecia relacji wigzacej intensywno$ci odksztalcenia i naprezenia
w postaci analogicznej do réwnania konstytutywnego dla przypadku jednowymiarowego.
Postad ta, jak mozna tatwo wykaza¢, jest bardziej ztozona. Jest to oczywiscie tylko postulat
teorii, ktéry nie ma jednak uzasadnienia fizycznego.

Alternatywne podejécie do ujecia nieliniowosci zaproponowal LraperMan [9], [10],
ktéry wprost uogélnit zasade Boltzmanna nadajac jej forme nieliniowego réwnania cat-
kowego. Uzasadnienie takiego ujecia wynika z do§wiadczen, ktére wskazuja, ze krzywe
odksztatcen zaleznych od czasu uzyskane przy réznych stalych naprezeniach moga byé

D Przez stan krytyczny bedziemy rozumieli taki stan materiatu, ktory. prowadzi w okreslonej chwili
do istotnych zmian jakoSciowych w jego zachowaniu sig. '
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_sprowadzone do siebie za pomoca czynnika niezaleznego od czasu, a bedacego jedynie
funkcja naprezenia. Uogdlnienie tych faktéw na przypadek naprezen zmiennych w czasie
prowadzi bezposrednio do réwnania proponowanego przez Leadermana. Réwnanie to
jest szczeg6lnym przypadkiem teorii, ktorg zajmiemy si¢ w dalszym ciagu w niniejszej pracy.
Ze wzgledu na swoja stosunkowa prostot¢ nadaje si¢ ono niewatpliwie do zastosowan
praktycznych. Odnosi sig to szczegolnie do zakresu stabej nieliniowosci.

Podobna idea rozwinigta zostata w pracy Rasornowa [11], ktéry podat teorie petzania
metali w postaci nieliniowego réwnania catkowego. Nalezy wigc ona do teorii typu dzie-
dziczenia.

Nie ulega watpliwosci, ze w chwili obecnej najbardziej rozpowszechniong w zastoso-
waniach teoretycznych i praktycznych jest teoria pelzania ODQVISTA [12], ktéra powstata
jako uogdlnienie empirycznego prawa Nortona. Obejmuje ona caly zakres petzania uwzgled-
niajac réwnocze$nie efekty natychmiastowe w postaci nieodwracalnej. Jej zaletami sg
przede wszystkim stosunkowo prosta posta oraz dobra zgodno$¢ z do$wiadczeniem.

Jednym z naszych celéw byto znalezienie zwiazku pomiedzy teoriami dziedziczenia,
ktére zwykle wigze si¢ z wlasnoSciami reologicznymi materialéw niemetalowych, a teo-
riami petzania metali. Zwigzek. taki zostal wykazany w pracy ByCHAWsKIEGO i Foxa [13],
z ktorej wynika, Ze teoria Odqvista jest szczegblnym przypadkiem podanej tam teorii
dla calkowicie nieliniowego o$rodka lepkosprezystego.

Celem naszym nie jest podanie pelnego przegladu prac w dziedzinie nieliniowej teorii
lepkosprezystoéci, a jedynie naswietlenie niektérych zagadnien, ktére wiaza sie bezposred-
nio z pewnymi aspektami prac wlasnych. Dlatego tez we wstepie, ktdry zupetnie nie pre-
tenduje do rysu historycznego zagadnienia, ograniczamy si¢ do cytowania prac, ktére
wywarly bezpo$redni wplyw na nasze prace oraz do sygnalizowania zagadnief jakie za-
mierzamy poruszyc. )

Zanim przejdziemy do wiasciwej czgéei pracy, omoéwimy bok‘rc’)tce wlasne osiagnigcia
w zakresie teorii nieliniowej lepkosprezystoéci i jej zastosowan.

Dotychczasowe nasze prace wiazaly sig w poczatkowym okresie z ujeciem teoretycz-
nym wplywu nieliniowosci reologicznej na stan odksztalcenia i stan naprezenia w zaga-
dnieniach jednowymiarowych (Bycuawski [14], [15], [16], [17]), z zastosowaniem teorii
nieliniowej do analizy reologicznej konstrukcji sprezonych (OLSzAK, KAUFMAN, EIMER,
BycHawsk [18]) oraz koncepcjami o charakterze podstawowym (Bycmawskr, Fox [19]),
ktére nastgpnie postuzyly do postawienia ogdlnej teorii (Bycmawski, Fox [20], [21]),
Jjak réwniez rozwazenia jej przypadkow szczegdlnych (Borowskr, Bycuawski [22]). Dalsze
uogdlnienie teorii znalazto swdj wyraz w analizie zasad formulowania réwnania konsty-
tutywnego nieliniowego osrodka termo-lepkosprezystego w oparciu o podana w pracy [19]
uogdlniona zasade superpozycji (Bycrawskl, Fox [23]). Tutaj poruszone zostato podsta-
wowe, naszym zdaniem, zagadnienie postulatéw kompleksowosci i zwartoéci czasowej
réwnania konstytutywnego. Podana zostala réwniez metoda operatorowa odwracania
nieliniowego prawa lepkosprezystoci oparta na bazie funkcjonalngj (BycHAwsKI [24]),
ktéra znajduje szczegdlne zastosowanie w problemach stabej nieliniowoSci.

Dalsze uogélnienie to ujecie dystrybucyjnych aspektéw deformacji plastyczne] oraz
zastosowanie tej teorii do analizy zjawisk niestabilno$ci ofrodkéw reologicznych (By-
CHAWSKI [25], BOROWSKI, BycHAWSKI [57]). '
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Niezaleznie od omdwionego powyzej kierunku naszych prac, prowadzone byty bada-
nia nad energetycznymi kryteriami dla stanéw krytycznych oérodkéw lepkosprezystych,
ktére w efekcie prowadza do nieliniowo$ci (BycHAWSKI, OLSZAK [26], [27], [28]). W szcze-
gbélnosci kryteria te dotycza cial, ktére charakteryzuja sig¢ prawie wylacznie dysypacja
energii. W tym przypadku t¢ ostatnia przyjmuje si¢ jako miar¢ osiagnigcia stanu kryty-
cznego. Wykazano tutaj intuicyjnie oczywisty fakt, Ze energia dysypowana nie posiada
ekstremum réznego od trywialnego na poziomie zerowym (minimum).

Zastosowania teorii nieliniowej lepkosprezystosci koncentrowaly si¢ gtéwnie na za-
gadnieniach statecznosci reologicznej (wyboczenia przy petzaniu) plyt i powlok w zakresie
geometrycznie nieliniowym (ByCHAwSKI [29], [30], [31], BycHAwsKI, KoPECKT [32], [33]).
Ostatnio rozpoczete zostaly réwniez badania modelowe nad zagadnieniem wyboczenia
przy petzaniu dla powlok kulistych z materialéw metalowych i niemetalowych. Zjawisko
bylo ujete zaréwno lokalnie, jak i integralnie. Pierwsze wyniki do$wiadczen wraz z in-
terpretacja teoretyczng zostaty juz opublikowane (ByCHAWSKI, KoPECKI [34]).

Duza uwage poswiecono geometrycznie nieliniowym membranom ptaskim (kotowymi)
i powierzchniowym (obrotowo-symetrycznym, kulistym). Podano dla nich szereg rozwia-
zan $cistych dla ztoZzonych stanéw fizycznych tych konstrukeji (BycHAwsKI [35], [36], By-
cuawskl, Kopeckr, [37], KopeckI [38]). W szczegblnoéei duZe znaczenie mozna przypisaé
odkrytej analogii migdzy stanem natychmiastowym (sprezystym) a petzaniem (nielinio-
wym) dla probleméw geometrycznie nieliniowych membran kotowych (Bycuawskr [39])
i o dowolnym konturze (ByCHAWSKI [40)). Jest rzecza charakterystyczna i warta podkre-
$lenia, ze mozliwoé¢ istnienia takiej analogii negowal Opqvist [41], bedac — jak sie wy-
daje — zasugerowany analogia Hoffa. Ostatnio fakt istnienia naszej analogii zostal po-
twierdzony przez jego szkol¢ w pracy doktorskiej STORAKERSA [42].

Uogolnienia dotyczace zagadnien geometrycznie nieliniowych powlok w stanie mem-
branowym przy zloZonych stanach deformacji sprezysto-lepkoplastycznej znalazly swéj
wyraz w rozwigzaniach $cistych dla powlok obrotowo-symetrycznych (BYCHAWSKI [43],
BycHAwsk1, OLszAK [44]) i szczegétowej analizie powtoki kulistej pod ci$nieniem wew-
netrznym (ByCHAWSKI, KOPECKI [45]). W pracach tych uogdlniona zostala réwniez omé-
wiona powyzej analogia, ktdra w ten sposdb objela szersza klase zagadnien nie tylko
plaskich, lecz réwnicz ustrojow powierzchniowych.

Inne praktycznie wazne zagadnienie petzania powtoki cylindrycznej o przekroju kolo-
wym pod ci$nieniem wewnetrznym postawione zostato odmiennie, anizeli to miato miejsce
w dotychczasowych pracach. Réwnanie problemu, uwzgledniajace wspétdziatanie sit
wewngtrznych, rozwiazane zostalo w sposéb Scisty (BycHAwsKI [46]). Przeprowadzono
réwniez krytyczna konfrontacje teoretycznego ujecia problemu przez innych autordw.

Termo-lepkosprezysta analiza powloki walcowej pod ciénieniem wewnetrznym po-
zwolila na dyskusje mozliwoéci podejécia do rozwiazania tego trudnego problemu i przed-
stawienie rozwiazan dla przypadkéw szczegblnych (Bycuawski [47]).

Z prac o charakterze ogdlnym wymieni¢ nalezy przeglad podstawowych poje¢ i zagad-
niei reologii nieliniowej oraz teorii nieliniowej lepkosprezystosci (BYCHAWSKI, QLSZAK
[48]), jak réwniez monograficzny wyklad podstaw reologii liniowej i nieliniowej w Duriskim
Uniwersytecie Technicznym w Kopenhadzé (BycHawsk1 [49]), oparty w duZej czeéci na
oryginalnej interpretacji i pracach wlasnych.
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Zagadnienie plaskich stanéw lepkosprezystych elementéw konstrukcyjnych w ujeciu
nieliniowym rozwazane bylo dla tarczy kolowej poddanej zginaniu (BYCHAWSKI, SIEN-
NICKI [50])i dla geometrycznie nieliniowych plyt prostokatnych (Bycuawskr [51]). W tym
ostatnim przypadku rozwiazania §ciste dotycza silnej nieliniowosci pelzania, co pozwala
na przejécie graniczne do membranowego stanu plastycznego na podstawie ujecia stanu
natychmiastowego (pelzanie przejéciowe). Waznym wnioskiem wynikajacym z tej pracy
jest stwierdzenie, ze, podobnie jak to ma miejsce dla membran, réwniez w przypadku phyt
pelzanie jest nieustalone.

Problemy matematyczne nieliniowej teorii lepkosprezystosci rozwazane byly pod katem
wprowadzenia uogéinionych form funkcji petzania (Bycuaawski [52]), metod rozwiazania
konstytutywnych réwnan calkowych nieliniowych (BycHawsky, "Piszczex [53]) oraz
metod odwracania réwnan konstytutywnych (ByCHAWSKI [54]). W szczegblnoéei wykazano
mozliwoéci zastosowania tych metod do probleméw geometrycznie nieliniowych powlok
obrotowo-symetrycznych (BYcCHAWSKI [55]). Przeprowadzona tutaj linearyzacja fizycznego
aspektu zagadnienia pozwala na prosta i pogladows interpretacie wynikéw w zakresie
stabej nieliniowosci.

Dalsze. aktualnie prowadzone prace wiaza si¢ z zastosowaniami teorii nieliniowej
lepkosprezystoSci do materialéw i konstrukcji wykazujacych w procesie odksztalcenia
duze deformacje. Prace te dotyczag zaréwno podstaw teorii duzych deformacji lepko-
sprezystych, jak i jej zastosowan do konstrukcji membranowych (BycHawskl [56], By-
CHAWSKI, OLszAK [58]). Ideg przewodnig, chociaZ trudng do zrealizowania, jest uzyska-
nie rozwigzan analitycznych, W zwigzku z problemem duzych deformacji poszukiwane sa
réwniez ujecia energetyczne nieliniowej lepkosprezysto$ci w postaci funkcjonalnej (By-
CHAWSKI [24]), a pierwsze wyniki prac w tym kierunku wskazuja na potrzebg oparcia
teorii na bazie termodynamiki procesdéw nieodwracalnych.

Problemy jakimi zamierzamy si¢ zaja¢ w dalszym ciagu niniejszej pracy majg charakter
podstawowy i stanowia uogdlnienie prac oméwionych powyzej. Celem naszym jest tutaj
przedstawienie nowych koncepcji i nowego ujecia formalnego, a na tej podstawie bardziej
ogdlnej interpretacii i bardziej wnikliwej dyskusji zagadnien nieliniowej lepkosprezystoécei.

1. Postaé réwnania konstytutywnego nieliniowej teorii lepkosprezystosci

Roéwnanie konstytutywne materiatu rzeczywistego, a w istocie jego wyidealizowanego
modelu mozliwie $ciéle opisujacego obserwowalne wiasnoéci tego materiatu, powinno by¢
przede wszystkim pozbawione wewngtrznych sprzecznodci. Jesli warunek ten jest spel-
niony, to od réwnania konstytutywnego nalezy oczekiwa¢ mozliwosci wyciggnigcia
wnioskéw co do zachowania si¢ materialu w odpowiednich sytuacjach dziatah mecha-
nicznych iinnych. Inaczej méwiac, réwnanie to dawaé powinno mozliwo$é przewidywania
skutkdw przy zadanych przyczynach lub okreSlenia przyczyn na podstawie obserwowa-
nych skutkow.

Jest rzecza oczywista, ze podstawg dla formulowania réwnania konstytutywnego ciala
rzeczywistego musi by¢ eksperyment przeprowadzony z reguly w prostszych warunkach
anizeli te, dla ktérych odpowiedz ma daé to réwnanie. Jest rownieZ oczywiste, ze réwnanie
konstytutywne moze by¢ takze okre$lone na drodze eksperymentu my$lowego (dla materia-
tu hipotetycznego), co nie jest weale pozbawione sensu praktycznego.
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Zgodnie z ogdlnymi zalozeniami fizyki, réwnanie konstytutywne powinno odpowiadaé
trzem podstawowym zasadom: przyczynowosci, lokalnofci dziatania i obicktywnosci
materialnej.

O ile znaczenje dwoch ostatnich zasad jest rownorzedne dla wszystkich typéw o$rod-
kow, to zasadzie pierwszej nalezy przypisaé szczegdlne znaczenie w teorii nieliniowe;j
lepkosprezystosci. Wynika to z roli historii ruchu materiatu, ktéra okredla jego stan w da-
nej chwili i z konieczno$ci pamietania o tej zasadzie kazdorazowo przy wykonywaniu
operacji funkcjonalnych na zwigzkach konstytutywnych. Formalnym wyrazem zasady
przyczynowosci jest uogdlniona zasada superpozycji sformutowana i rozwinigta w pra-
cach [7], [19]. Te ostatniz mozna napisa¢ dla sktadowych tensora stanu odksztalcenia
.ofrodka lepkosprezystego w nastepujacej postaci:

. -0
(1.1) e = [ 00—7)d[b(—1o)e;(x)],

gdzie t, jest chwila poczatkows, 0 za$ oznacza dystrybucje Heaviside’a zdefiniowang jak
nastepuje ‘

I, t=r~,
0, t<fg

Przez wprowadzenie dystrybucii 8 okreSlamy $ciSle przedziat czasowy superpozycji [z, 1,]
tak, ze uwzglednia ona ewentualne efekty poczatkowe zwiazane z historig do chwili 7,
lub zachodzace w tejze chwili (efekty natychmiastowe).

Zasada superpozycji w postaci (1.1) jest tylko przepisern formalnym sposobu okredlania
tensora odksztalcenia w chwili ¢, Dlatego tez nie bedzie miala ona znaczenia fizycznego
dop6ty, dopdki nie podamy zwiazku pomigdzy skutkami, ktére superponujemy w okreslo-
ny sposéb a przyczynymi, ktére je wywoluja.

Jak widaé z postaci réwnania (1.1) zwiazek taki powinien byé zadany w postaci réznicz-
kowej, a poniewaz ma by¢ spelniony warunek catkowalnoéci, to wyrazenie pod znakiem
catki musi by¢ rézniczka zupelna.

Uwzgledniajac warunek poczatkowy jako niezerowy, mozemy (l.1) napisaé alterna-
tywnie

(1.2) 0(t—1) ={

+x
(1.3) ey —eylto) = | 0(t—0)0 (v—10)dey(r),
co implikuje forme rézniczkowa
(1.4) a(t, 7, to) de,'j(f) = OC(t, T, to) @,J(T) d'l:,

z¢ wzgledu na ciaglo$§é parametru #. Jest ona réwnowazna formie (1.1) zgodnie z przyjeta
klasa catkowalno$ci i wyborem okreslonej miary. Z ostatniej formy wynika, Ze rézniczko-
wa posta¢ konstytutywna wyraza sie¢ jedyna «zwarta» funkcja tensorowg parametru czasu
@,;, ktéra moze reprezentowaé nawet bardzo zlozone zachowanie si¢ materiatu lepko-
sprezystego w procesie odksztalcenia. Tutaj przez o oznaczamy czynnik

(1.5) ol T, to) =0(—1)0(rt—1).
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Latwo zauwazyé, ze przy zatoZeniu rézniczkowalnoSci tensora odksztalcenia otrzyma-
my z (1.4) wprost

(16) O((t, Ty tO) el'j(T) = O((t, T, tO) @ij(T):

co nadaje funkcji @;; bezposrednia interpretacje fizyczna.

Z forma (1.4) lub (1.1) wiaza sie dwa, naszym zdaniem, podsltawowe postulaty, ktore
powinno spelnia¢ réwnanie konstytutywne uzyskane w oparciu o zasadg uogblnione; su-
perpozycji: postulat zwartosci czasowej i postulat kompleksowosci.

Aby wyjasni¢ znaczenie wymienionych postulatéw okreflimy w jaki sposdb, naszym
zdaniem, nalezy rozumie¢ zachowanie sie osrodka lepkosprezystego w zakresie nielinio-
wym. Wszystkie cechy reakcji materiatu na dziatania, ktére istnieja obiektywnie, a ktére,
zgodnie z obserwowalnymi faktami, mozemy mu przypisaé niezaleznie od skali czasu
obserwacji, ujawniaja si¢ z chwila wystapienia odpowiednich przyczyn w postaci (1.4).
Wynika stgd wspolzalezno$é rozmaitych efektéw fizycznych w czasie, na ktore zwykle
rozkladamy myslowo zachodzacy proces ze wzglgdu na dogodno$¢ rozwazan. W zwiazku
z powyZszym nalezy stwierdzié, ze postulat zwartoéci czasowej przeczy w ogdlnosci mo-
zliwoéci addytywnej reprezentacji efektéw nieliniowych w czasie. Efekty te sy bowiem
«wymieszane» w czasie, a kompleksowa reakcja wyraza si¢ réwnaniem (1.4).

Takie podejécie do ujgcia deformacji odbiega od znacznych zatozen klasycznych, ktére
za punkt wyjécia przyjmuja addytywno$é formy réwnania konstytutywnego dla zakresu
nieliniowego bez uzasadnienia. Mozna wykazaé, jak na przyktad uczyniliémy to dla o$rodka
lepkosprezystego w pracy [23], ze jedynie jego liniowy zakres dopuszcza addytywng forme
bez dodatkowych warunkéw. Nie nalezy jednak sadzié, iz ta ostatnia nie jest w ogdle
dopuszczalna dla zakresu nieliniowego. Przeciwnie, taka mozliwo$¢ istnieje. Nalezy jednak
spetni¢ dodatkowe warunki w taki sposéb, aby forma addytywna przedstawiala rézniczke
zupelna, to znaczy aby tensor odksztalcenia mégt byé przedstawiony w postaci (1.1).
Warunki dodatkowe, o ktérych mowa, musza z koniecznosci wigzaé ze soba funkcje
fizyczne charakteryzujace rozmaite wlasno$ci materiatu, Oznacza to, ze na przyklad
tzw. wlasnosci natychmiastowe muszg sig¢ wyrazaé przez wlasnosci czasowe i na odwrdt,
co z klasycznego punktu widzenia wydaje sie w pierwszej chwili niemozliwe. Tak jednak
jest w istocie, jezeli weZzmiemy pod uwage fakt, Ze funkcje o ktérych mowa, sa wspdlczyn-
nikami formy rézniczkowej przy réZzniczkach wydzielonych zmiennych niezaleznych
réwnania konstytutywnego. Musza one zatem, w mysl zasady (1.1), spetnia¢ tzw. relacje
krzyzowe. : .

Zalézmy, Ze konstytutywna forma rézniczkowa ma w przypadku ogélnym postaé

1.7 Zeij = ZileQL "{*Z;gjdgz‘i’ —I"Z?jdé’n,
gdzie
(1’8) Z’i‘:j = Z?j(el:'g_b vees Qn; GI'S),

a gy sa niezaleznymi zmiennymi fizycznymi. Wtedy, o ile forma ma przedstawia¢ rézniczke
zupetng, musza by¢ spelnione relacje

(1.9) 0yl Ay Oorg Ay 0pr Ogs = O Al + AN Ders AbyO0pbys - (ki 1=1,2,...,1),
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gdzie symbole rdézniczkowania maja nastgpujace znaczenie
(110) al = 3/891, aers = a/aer.-sa

a d;; oznacza tensor jednostkowy.
Jezeli jedna ze zmiennych niezaleznych jest czas, co oczywiscie ma miejsce dla ciala
lepkosprezystego, wéwczas zgodnie z zasadg przyczynowosci piszemy

(L.11) de;; = adey, A% = adl,

gdzie a jest czynnikiem (1.5).

W szczegblnym przypadku (1.8) moze nie mie¢ charakteru réwnania zupetnego, a wtedy
relacje (1.9) redukuja si¢ do postaci
(1.12) 0, Al; = 0, Al;.

Jak wynika z naszych rozwazan, postulat kompleksowosci réwnania konstytutyw-
nego lepkosprezystosci nieliniowej bedzie spetniony dla addytywnej formy superpozycyj-
nej (1.7), jezeli speinione bedg relacje (1.9) lub (1.12). Jak wykazaliSmy w pracy [23], relacje
te sg spetnione dla oérodka liniowego tozsamosciowo. W danym przypadku natomiast,
dostarczajg one dodatkowych zwiazkéw konstytutywnych pomiedzy funkcjami charakte-
ryzujacymi rozmaite wlasnoéci fizyczne materialu, ktére zabezpieczaja kompleksowosé
réwnania konstytutywnego w przypadku stosowania nogéinionej superpozycii.

2. Funkcjonalna interpretacja réwnania konstytutywnego nieliniowej lepkosprezystosci

Rownanie (1.1) wyrazajace uog6lniona zasade superpozycji moze byé interpretowane
fizykalnie jako funkcjonal, w naszym przypadku ofrodka nieéci§liwego, dewiatora na-
prezenia s;;. Mozemy zatem napisa¢ formalnie

(2.1) eij(t) ZL(S;i)S,'j,

gdzie L jest nieliniowym operatorem funkcjonainym (caltkowym) nalozonym na dewiator
napreZenia, za$ s oznacza intensywno$é napreZzenia?,

Forme funkcjonatu (2.1) otrzymamy rozwazajac przestrzen funkcji ciggtych (mierzal-
nych i ograniczonych) s;;(z), w ktdrej

t+0
2.2) ey(® = lim sy () AK[t, 7, s = | 5,0 dKTt, 7, s@)],
ty—0
gdzie K odgrywa role kompleksowej funkgcji fizycznej charakteryzujacej nieliniowe wiasno-
Sci lepkosprezyste materiatu, 7% oznacza dowolna chwile z podprzedziatu At przedzia}u
[2,—0, t40], za$§ A, K jest przyrostem funkcji K.

Jak widaé, funkcjonat typu (2.2) moze byé przedstawiony w postaci wydzielonych
(addytywnych) trzech cztonéw, odpowiadajacych reprezentacji calki Stieltjesa, przez ktora
si¢ wyraza. Pierwszy z tych czlon6w jest zwiagzany z nieciaglo$ciami funkcji fizycznej K,
a zatem reprezentuje efekty typu natychmiastowego. Drugi czion przedstawia bezwzgled-

) Tutaj 1 w dalszym ciagu zakladamy, ze operator L zalezy tylko od drugiego niezmiennika dewiatora
naprezenia, tzo. od intensywno$ci naprezenia, przez ki6ra ten ostatni sie wyraza.
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nie ciagta czeéé funkcji K, a wigce zwiazany jest z ciaglo$cia efektéw zaleznych od czasu
o sumowalnej gestosci dystrybucji. Wreszcie, trzeci czton, ktéry w naszej interpretaciji
pomijamy, odpowiada efektom roztozonym w sposéb ciagly na zbiorze miary zero.

W ten spos6b funkcjonat (2.2) sprowadzamy ostatecznie do postaci

(2.3) e;() = ;@) P [s@®)]— fs,-j(r) d{P[s(D)]+H[t, 7, s(1)]} dr,

gdzie przyjeliSmy
(2.4) Kit, 7, s(@)] = —{¥[s(@)10@—7)+ H[t, 7, s(2)]}.

Tutaj funkcja ¥ wyraza nieliniowe efekty, ktére wystepuja w sposéb natychmiastowy
w chwili obserwacji t, za$ funkcja H odpowiedzialna jest za efekty rozciagniete na przedziale
o, 1.

Forma funkcjonalna réwnania konstytutywnego (2.3) jest uogélnieniem koncepciji
calkowicie nieliniowego materiatu lepkosprezystego podanej w pracy [21]. Tutaj zostata ona
~ otrzymana na innej drodze.

Jak wynika z naszych rozwazan, superpozycyjna posta¢ funkcjonatu (2.2) w zupetnosci
odpowiada idei kompleksowej reprezentacji nieliniowych wlasnosci lepkosprezystych.
Addytywna forma (2.3) wynika tutaj w sposob naturalny ze skojarzen o charakterze czysto
formalnym, ktore jednak posiadaja w naszym przypadku interpretacie fizyczna.

3. Rozwinigcia funkcjonatu konstytutywnego nieliniowej lepkospreZystosci

Oméwiona juz we wstepie koncepcja GREENA 1 RivLINA [2], [3], [4] reprezentac]i wiasnoSci
materiatéw z pamigcig przy pomocy funkcjonalnych szeregdw potegowych dla funkcjonatow
analitycznych ma z natury rzeczy charakfer czysto iloéciowy. Oznacza to, ze nieliniowosé
Jjest uwzgledniona w kolejnych przyblizeniach w postaci «dodatkéw» do wyjéciowego Iub
podstawowego stanu liniowego. Wiadomo jednak, Ze nie wszystkie funkcjonaty daja sig
przedstawiaé przy pomocy rozwiniecia Volterry, ktérego czlony maja postaé jednorodnych
regularnych funkcjonatow.

Idea nasza jest proba przedstawienia rozwinigcia funkcjonatu typu (2.3), ktére posiadato-
by charakter jakoéciowy, co z kolei pozwolitoby na okreélenie charakteru nieliniowosci.

Bez umniejszenia ogélnoscei naszych- rozwazan, mozemy przyjaé funkcjonat

3.0 éij(t) = — fsij(r)d,H[t, 7, s(1)]dr,

a wigc ograniczy¢ sie do stanu deformacji zaleznej od czasu.
Przyrost zmiennej funkcjonatu s;; mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

1
(32) AS,'J-(T) = S,'J(T, Q)——SU(T, 0) = Q(apsij)P=0+Egz(azsu)pao-i-...,

gdzie ¢ jest parametrem rozwinigcia w punkcie

(33) S?j = SU(’L’, O)
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Przyrostowi s;; w postaci (3.2) odpowiada przyrost funkcjonatu (3.1)
_ 1,
(34) Ade(t) = L(t; 0)suy(r; 0)—L(t; O)sy(r; O) = 0(3,Lsij)p-0+ 7@‘(3§Lsu)p=o+ s

co jest rownowazne reprezentacji wariacyjnej

3.5) A2y(t) = 8,0+ 54D+ ...

W ten sposéb wariacje funkcjonalu wyrazone sa przez pochodne funkcjonalne (3.1) dla
wartos$ci parametru rozwinigcia g = 0.

Rozwiniecie funkcjonatu (3.1) przedstawione powyZzej maja charakter jakosciowy
w tym sensie, ze moga dotyczyé dowolnego stanu nieliniowego materiatu lepkosprezystego
w dowolnej chwili z rozwazanego przedziatu czasu. Stan wyjsciowy dla rozwiniecia od-
powiada zatem jakosciowo tym efektom, ktore ujmuje teoria nieliniowa i dzigki temu moze
ono znalezé szerokie zastosowanie w przyblizonych rozwigzaniach brzegowych zagadnien
nieliniowej lepkosprezystosci. Rozwigzania podobnego typu dla zakresu stabej nielinio-
wosci, ktore opieraja si¢ na stanie liniowym jako stanie wyjéciowym, podane zostaty w sze-
regu naszych prac oméwionych we wstepie.

4, Uwagi koncowe

Zasadniczym celem niniejszej pracy bylo podanie krytycznego przegladu interesujacych
nas bezposérednio kierunkdéw w teorii nieliniowej lepkosprezystoéei, a na tej podstawie
omowienie wlasnych rezultatdéw, zaréwno w zakresie teorii, jak i jej zastosowan do pro-
blematyki o charakterze praktycznym.

Niezaleznie od powyzszego celu, poruszyliémy réwniez w sposéb pogladowy pewne
wybrane zagadnienia’ teorii nieliniowej lepkosprezystoéci o znaczeniu ogdlnym, ktére sa
przedmiotem naszych aktualnych prac. Jest rzecza oczywista, Ze niektére z nich maja
w przedstawionym ujecin charakter dyskusyjny, jak réwniez nie wyczerpuja interesujacej
nas tematyki.
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Peswome

TEOPUSI HEJIWHENHOM BI3SKOYIIPYI'OCTU U EE TPUAQMKEHHS

B patore oficy)cmaloTen HeKOTOPLIe HANPABJICHUS PA3BUTHS HEIHHEHHMOH TeopyuH BI3KOYNPYrOCTH.
Ha ¢one 3THX TeHAeHIM NpeJcraBiedbl peayhTaThl, HOJIYUYEHHbIE aBTOPOM TaK B OONACTH TEOperH-
qeCKMX MCCIeOBAHMUA, KAK U B NPAKTHYECKHX NPHIOYKEHHSIX 3TO TeopHH.

B ofuieit popme HArTISLHO U3JI0KEHb! H30Pa3HHEIE TEOPETHIECKHUE BONPOCH, SBIISIONIHECST B HACTO-
fAlee Bpems npeameroM paBorkr aBropa. B wacTHOCTH, NPEACTABISIOT MHTEPEC HCCIENOBaHUT BHAA
OMpeleNnAIomEero ypaBHeHHA HEeNUHEeHH0Il BI3KOYIPYIOCTH, IIOJIy4aeMOro Ha ocHOBe oGofiensoro
NPUHIHIA CYIIEPNOHHPOBAHHA, IIOCTYJIATOB KOMIUIEKCHOCTH M BpEMEHHOH KoMmnaxTHOCTH, (GYHKIMO-
HaNEHON TPAKTOBKH aToro YPaBHEHMsT, 4 TAKH(Ee (PYHKIHONAILHOI'O PA3JIONEHHS IS PELUEHIA KPaeBhIX
3a/ad.

Summary

THEORY OF NON-LINEAR. VISCOELASTICITY AND ITS APPLICATIONS

In the paper are critically reviewed certain trends of development of the theory of viscoelasticity; on
this background author’s results ave presented, in the field of both the theory and its practical applications.
Discussed are certain selected problems of the theory being the subject of author’s current interest.
In particular, the forms of constitutive equations are examined governing the behaviour of non-linear
elastic bodies; they follow from the generalized theorem of superposition. The functional interpretation of -
that cquation is given, as also its functional generalization from the point of view of its applications to boun-~

dary value problems. .

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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