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1. Wstep

Gléwna wladciwoécia inzynierskich teorii jest dazenie do prostoty opisu matematycz-
nego rozpatrywanej grupy zagadnien technicznych, przy réwnoczesnym ujeciu tym opi-
sem najbardziej charakterystycznych cech fizycznych badanych zjawisk. Celem jest takie
matematyczne ujecie problemu, ktére byloby zarazem §cisle i praktyczne. Scisto§é polega
na tym, Ze rozumowanie prowadzi si¢ w oparciu o sprecyzowane zalozenia i w my§l pra-
widet odpowiedniej dziedziny matematyki. Praktyczno$¢ natomiast wyraza si¢ w tym, Ze
stosowane metody matematyczne pozostaja w zasiggu umiejgtnosci inzynieréw. Oczy-
wiscie metody te stajg si¢ coraz bardziej wyrafinowane w miar¢ poglebiania przygotowania
zawodowego inZzynieréw w zakresie nauk podstawowych

Wymienione wyzej przymioty cechuja w duzym stopniu mechanike konstrukeji, for-
mulujgca zasady i opracowujaca metody obliczenia wytrzymatoéci 1 bezpieczenstwa bu-
dowli i urzadzen. Wprowadza ona caly szereg réznego typu postulatéw i uproszezen,
prowadzacych w rezultacie do Iatwiejszych réwnan rézniczkowych, do prostszych metod
matematycznych lub do ustalenia algorytméw obliczeniowych.

W pierwszym rzg¢dzie idealizujemy — podobnie jak to ma miejsce w mechanice o§rod-
kéw ciggtych — zachowanie si¢ materialu pod oddzialywaniami zewngtrznymi, przyjmujac
odpowiedni «model»: liniowa sprezystosé, idealna plastycznosé, okrelony typ wzmocnie-
nia plastycznego, liniowe lub nieliniowe pelzanie itp. Nastepna grupe uproszczen stanowia
zatozenia dotyczace kinematyki odksztalcenia. Wprowadzamy np. zatoZenie plaskich

. przekrojéw, ograniczamy si¢ do stosowania zwiazkéw dotyczacych malych odksztalcen,
pomijamy niekt6re sktadowe wektora przemieszczenia jako wielkoSci mate w poréwnaniu
z ugieciem. Wprowadzamy réwniez uproszczenia do réwnan ruchu, pomijajac niektére
skladowe tensora naprezenia w zalezno§ciach opisujacych réwnowage uktadu lub pomija-
jac momenty naprezen w przekrojach, jak to ma na przykiad miejsce w blonowej teorii
powlok. Nie sg z reguly rozrézniane stany réwnowagi w korfiguracjach nieodksztalconej
i odksztalconej. Odrgbna wreszcie grupa uproszezefi, to stosowanie przyblizonych metod
rozwigzywania otrzymywanych réwnan.

Nawyk postugiwania sig ustalonymi schematami moze spowodowaé, ze czasem zapo-
minamy o «wrodzonych» ograniczeniach okre§lonych teorii czy metod analizy konstrukgji.
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Stojac przed nowym zagadnieniem inzynierskim mamy tendencje do «uogdlniania» istnie-
jacych teorii czgsto bez doktadnej analizy zalozen upraszczajacych i ich konsekwencji
dla réwnafi problemu, bez oceny rzedu wielkoéci pomijalnych cztonéw itp. Mozemy w ten
sposéb dojé¢ do wewnetrznie sprzecznych teorii, uwzgledniajacych niektére wielkoéci
wyzszego rzedu, a pomijajacych, wskutek dziedziczonych zatozen, bardziej istotne wplywy.
W konsekwencji powstaja metody, ktére nie tylko nie umozliwiaja iloSciowej oceny bada-
nego zjawiska, ale i niewlasciwie je ujmuja.

Dlatego tez przy opracowywaniu inzynierskich metod analizy bardziej z%ozonych Za-
gadnien z dziedziny mechaniki konstrukcji stuszne jest takie podejécie, w ktédrym prze-
chodzimy od zasad czy zaleznosci ogélnych do metod i zaleznos$ci przyblizonych. Formu-
hijemy wéwezas praktyczne metody przez wprowadzanie uproszczen, ktdrych skutki
mozemy oceni¢. Celem, do ktérego wowczas $wiadomie zdazamy, jest «praktyczno$é»
teorii.

Analiza lekkich, a wigc wiotkich konstrukcji spr¢zysto-plastycznych, badanie doty-
czace zachowania sig konstrukcji niesprezystych pod dziataniem powtarzanych obciazen,
analiza no$nodci granicznej elementéw znajdujacych si¢ w zltozonych stanach zginania
i §ciskania, badania wpltywu uderzen i fal naprezenia na trwatos¢ konstrukeji i potaczen,
warunki lokalnej stateczno$ci elementéw konstrukcji sprezysto-plastycznych — sq przy-
kKladowymi grupami zagadnien, ktére sa do$¢ dobrze opracowane od strony podstaw,
a niedostatecznie wprowadzone w sfere dziatalnosci inzynierskiej. Sposobami, ktoérymi
ten stan rzeczy mozna zmienic¢ sg z jednej strony popularyzacja juz istniejacych inzynier-
skich metod analizy konstrukcji plastyczanych, z drugiej za§ — opracowanie, stosownie
do wspomnianych wyzej zasad, takich praktycznych metod, ktére umozliwialyby szybkie
uzyskiwanie przez projektantéw wiarygodnej odpowiedzi.

W obecnym artykule zamierzamy omdwié¢ tzw. kinematyczne podej$cie w analizie
konstrukcji sprezysto-plastycznych oraz wskazaé te dziedziny, w ktérych mozna nadaé
tej metodzie posta¢ umozliwiajacg wykorzystanie metod i wynikéw bezpoérednio w pro-
jektowaniu. Rozpoczniemy od metod oceny nosno$ci granicznej konstrukeji, a nastgpnie
omoéwimy zagadnienia teorii przystosowania. Z kolei zajmiemy si¢ nos$noécia graniczna
w obecnofci sit blonowych i metodami oceny statecznosci rozwiazan uzyskiwanych w opar-
ciu o zatoZenia teorii no§noéci granicznej. Okazuje sig, Ze ocena statecznosci jest mozliwa
tylko wtedy, gdy odejdziemy od stosowania zaloZzenia o nieskonczenie matych odksztat-
ceniach i oprzemy sig¢ na teorii duzych odksztalcen. Bedzie to przyklad przejécia od nieli-
niowej mechaniki kontinuum do praktycznych metod oceny, na przyktad «efektu tarczo-
wego». Ostatnig grupe w tym omdwieniu stanowia zagadnienia dynamiki konstrukciji
plastycznych.

2. Noénosé graniczna

Teoria no§nosci granicznej jest jedna z najpeiniej opracowanych dziedzin mechaniki
konstrukcji niesprezystych. Rozpatruje ona konstrukcje sztywno-plastyczne, a przy do-
datkowym zalozeniu o malosci odksztalcen — réwniez sprezysto-plastyczne, w chwili
ich réwnowagi granicznej, czyli w momencie przeksztatcenia konstrukcji w mechanizm
o co najmniej jednym stopniu swobody. Teoria ta zajmuje si¢ tylko przypadkiem propor-
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cjonalnego narastania obciazen zewnetrznych., Wszystkie obcigzenia wzrastaja proporcjo-
nalnie do jednego parametru, np. czasu, i to w sposéb monotoniczny, a zarazem dosta-
tecznie powoli, tak aby mozna bylo zaniedbaé efekty dynamiczne.

Celem teorii no$nosci granicznej jest opracowanie metod wyznaczania intensywnosci
obciazenia granicznego, a wiec takiego obcigzenia, przy ktérym rozpoczyna sig plastyczne
plynigcie konstrukcji. Przy tej granicznej intensywno$ci obciazenia konstrukcja staje sie
mechanizmem znajdujacym si¢ w chwilowym ruchu. Nalezy szczegélnie podkreslié, ze
teoria noénosci granicznej zajmuje si¢ tylko poczatkiem ruchu, a wige nie mozna za jej
pomoca opisa¢ np. zjawisk wzmocnienia.

W zakres zainteresowania teorii no$nosci granicznej wchodza zardwno konstrukcje
z materiatéw jednorodnych, np. metali, jak i konstrukcje o ztozonej budowie przekroju
poprzecznego elementéw, np. uwarstwione, zbrojone itp. —jesli tylko mozna do nich
zastosowaé idealnie plastyczny model odksztalcenia.

Teoria nos$nosci granicznej postuguje si¢ metodami o réznym stopniu trudnosci, w za-
leznoéci od wymaganej doktadnosci i kompletnosci poszukiwanego rozwigzania. Pelne
rozwiazanie problemu, stanowiace w istocie rozwiazanie problemu brzegowego dla réwnan
teorii plastycznego plynigcia, jest na ogét trudne do uzyskania. Takie rozwigzanie daje
pelng informacje¢ na temat rozpatrywanego problemu, a wigc nie tylko wyznacza obciaze-
nie graniczne, ale okresla takze sity wewngtrzne w kazdym przekroju, a réwniez i mecha-
nizm, stosownie do ktérego konstrukcja si¢ «tamie» w chwili wyczerpania no$nosci.

Aby latwo uzyskiwaé wielko§é najbardziej interesujaca inzyniera, to jest obcigzenie
graniczne, sformutowane zostaly twierdzenia i rozwiniete metody pozwalajace na szybkie
otrzymanie informacii o tej wielkoéci. Méwiac o twierdzeniach mamy na myéli tzw. twier-
dzenia podstawowe teoril no$nosci granicznej [23], ktére pozwalaja oszacowaé nos$nosé
zaréwno od gory, jak i od dotu, a wiec okre$li€ przedzial w jakim na pewno miesci sig rze-
czywista nosnoé¢ graniczna, odpowiadajaca rozwiazaniu zupetnemu. Sformutowanie tych
twierdzen i odpowiednie dowody znalezé mozna np. w monografiach [7, 16, 22, 28].

Twierdzenia o oszacowaniu noénoéci granicznej s przyktadem wilasciwego przejécia
od ogélnej teorii do praktycznych metod, dajacych prawdziwg informacje o interesujacej
inzyniera wielkosci. W oparciu o te twierdzenia mozna formulowaé metody dotyczace
szczegblnych zagadnien czy szczegblnych typdw konstrukcji. Takie metody z dziedziny
noénoéci granicznej, ktére powstaja bez nawigzania do tych twierdzen, pozostajg tylko
metodami przyblizonymi, ktérych stopnia dokladnoéci nie mozna ocenic.

Przykladem dobrej inZynierskiej teorii, zwiazanej z twierdzeniem o gérnej granicy
nos$noséci konstrukeii, jest metoda linii zatomdw w teorii no$noéci granicznejjplyt. Powstata
ona na drodze syntezy pewnych faktéw do$wiadczalnych dotyczacych pekania plyt Zelbe-
towych. Jest to wiec przyklad podejicia kinematycznego, ale jej ogdlniejsze znaczenie
stato si¢ niewatpliwie po sformulowaniu wspomnianych wyzej twierdzen.

Punktem wyjscia tej metody jest stwierdzenie, Ze do przeksztalcenia plyty w mechanizm
wystarczy, by powstal w niej pewien kinematycznie dopuszczalny uktad obszaréw upla-
stycznionych. Linie tych skoncentrowanych odksztalceri: linie zatomu, dziela plyte na
skoriczona liczbg obszaréw, o ktérych zakladamy, ze pozostaja sztywne [5, 12]. Ruch
otrzymanego ukladu sztywnych platéw, stykajacych sie ze soba wzdtuz linii przegubdw,
jest mozliwy wéwcezas, gdy linie te sa osiami chwilowego obrotu. Mozna wtedy zbudowac
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plan predkosci obrotu. Dla swobodnie podpartej ptyty kwadratowej kinematycznie do-
puszczalny ukfad linii zaloméw podaje rys. 1a. Odpowiedni plan predkosci obrotu przed-
stawia rys. 1b, podajacy wektory obrotéw platéw 1, 2, 3, 4 wokdt chwilowych osi obrotu:
podpér i linii zatomu.

W izotropowej plycie jednostkowy moment plastyczny przekroju jest niezalezny od
kierunku linii zatomu. Dlatego tez, rozpatrujac chwilowy ruch kinematycznie dopuszczal-
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Rys. 1. Metoda linii zafomow
a) mechanizm 2niszezenia, b) plan predkosci obrotu platéw

nego mechanizmu i stosujac zasade prac przygotowawczych otrzymujemy w tym przy-
padku nastgpujaca zalezno$é pomiedzy moca obciazen zewnetrznych P na predkoéciach
ugig¢ W a rozpraszaniem energii na obroty plastyczne ®; w przegubach o dtugosci L,

2.1) [ PWas = m, > L.
A 1

Dla réwnomiernie obcigzonej plyty kwadratowej o wymiarach, jak na rys. la, otrzy-
mane z (2.1) obciazenie graniczne, a $cislej: jego gérna ocena, wynosi p = PL?/M, = 6
w przypadku warunku plastycznoSci najwiekszego momentu gléwnego, natomiast p =
= 2/]/?»6% 6,92 dla ptyty podlegajacej warunkowi Hubera-Misesa.

Nosnos§¢ graniczng mozna otrzymaé rozwiazujac problem brzegowy dla réwnan
sprezysto-plastycznego zginania plyty. Przy takim podejsciu $ledzimy uplastycznianie sig
plyty wskutek przyrastajacego obcigzenia. Mozliwe jest tylko numeryczne rozwiazanie
uktadu réwnan. Rezultat obliczen przeprowadzonych przy zastosowaniu metody elemen-
tow skonczonych pokazano na rys. 2, dla przypadku plyt podlegajacych warunkowi
plastyczno§ci Hubera—-Misesa [1]. Wida¢ zefi, jak przyrasta ugiecie w §rodku plyty ze wzro-
stem obcigzenia oraz jaki jest uklad stref uplastycznionych w chwili wyczerpania no$nosci.
Otrzymany uklad stref plastycznych koncentrujacych sig¢ wzdtuz przekatnych potwierdza
dopuszczalno$¢ idealizacji z rys. 1a. Dla poréwnania zaznaczono réwniez na rys. 2 warto§¢
obcigZenia granicznego uzyskanego na podstawie teorii linii zaloméw dla plyty z materiatu
Hubera-Mjsesa. '
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Rys. 2. Zginanie plyty sprezysto-plastycznej

a) rozwiazanie numeryczne, b) ocena gérna no$nosci granicznej

Przykiad ten wskazuje, ze metoda linii zaloméw postugujaca sie niezwykle prosty
zaleznoécig (2.1) stanowi przydatne narzedzie przy ocenianiu udZwign plyt. Metoda ta
zostafa u nas wprowadzona przez OLSzaKA [20, 21] i doczekala si¢ szeregu opracowarn
monograficznych [8, 11, 18, 19, 26, 28] oraz badan do§wiadczalnych [26, 27].

Metoda linii zatomu lub skoncentrowanych (predkosci) odksztalcerh moZe byé stosowana
do oceny noénoéci granicznej powtok, polaczen écinanych, wysokich belek itp. [5, 24, 34].
Jako przyklad rozpatrzymy zbiornik walcowy o wysokoSci L, zamocowany u podstawy
i swobodny na gérnym brzegu. Zbiornik poddany jest dziataniu parcia hydrostatycznego
P = P, (L—x). W chwili wyczerpania no$noéci zbiornik walcowy przeksztalca sie w Scigty
stoZzek. Nastepuje wiec przyrost obwodu oraz pojawia si¢ przegub plastyczny u podstawy
zbiornika. Wycinek zbiornika i odpowiednie uogdlnione odksztalcenia pokazano na rys. 3.
Zasada bilansowania mocy obciazefi zewnetrznych i energii rozpraszanej na wywolanie
odksztalcen plastycznych przyjmuje —na jednostk¢ obwodu — nastgpujaca postaé

L L
(2.2) fPde :%fNo/idx—l—Moé,
0 0 ’

gdzie M, i N, sa odpowi\ednio' jednéstkowym momentem granicznym w przegubie 4B
oraz graniczng sila obwodowa, jaka moze przenie§C §cianka zbiornika. Poniewaz, jak
to tatwo stwierdzi¢ na podstawie rys. 3: 4 = QW = QWOf— otrzymujemy w rezultacie, ze

No
R

M

(2.3) . Py =3
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Rys. 3. Mechanizm zniszczenia zbiornika

_ Jest to gérna ocena no$nofci granicznej zbiornika. Dolng oceng otrzymaé mozna bez-
posrednio z rozwigzania «sprezystego». Pelne rozwiazanie problemu wraz z wyznacze-
niem zakresu R/L, dla ktbrego stosuje si¢ (2.3), znaleZé mozna w [11, 29].

Przejdziemy z kolei do rozpatrzenia no$noéci granicznej uktadéw ptytowo-tarczowych.
Zasada postgpowania jest analogiczna, jak w przykladach poprzednich: rozpatrujemy
réwnowage sztywnych platéw, na granicach ktérych skupiaja si¢ obszary uplastycznione.
Energia zostaje rozpraszana tylko w tych obszarach, a jej wyznaczenie sprowadza si¢ do
obliczenia calek liniowych [8, 24].

Ocenimy no$no$¢ graniczna matowyniostego ostrostupa o podstawie kwadratowe;j.
Ta konstrukcja tarczowa podparta jest w ten sposéb, Ze brzegi maja swobode przesuwu
poziomego. Wymiary oraz kinematycznie dopuszczalny mechanizm zniszczenia podane
sa na rys. 4. Wzdluz krawedzi OB, na czgsci jej dlugosci, powstaje skupione odksztalcenie
obwodowe. Linie AC sa przegubami plastycznymi, wzdluz ktérych tylko moment zgina-
jacy bierze udzial w rozpraszaniu energii. Polozenie tego przegubu podlega wyznaczeniu
z warunku minimum obciazenia. Oznacza to, Ze spoéréd kinematycznie dopuszczalnych
mechanizmdéw zniszczenia rozpatrywanej rodziny poszukujemy takiego, ktéremu odpo-
wiada najmniejsza warto§é obciaZenia, a wigc w rozpatrywanym przypadku minimum
sity skupionej Q zaczepionej w wierzchotkn ostrostupa.’

Zasada bilansu mocy obcigzefi zewnetrznych i sit wewnetrznych ma postaé

X OWo = M NAL+ D M&,L,.
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Wskutek nadania wierzcholkowi ostrostupa predkoéci wirtualnej Wy, skupione od-
ksztalcenia wydtuzen A i obrotéw & sg —dla rozpatrywanego mechanizmu — jedno-
znacznie okreslone. Z zalezno$ci geometrycznych otrzymujemy, na podstawie rys. 4,

2A

Rys. 4. Mechanizm zniszczenia tarczownicy stozkowej

. LR . W, f
2.5) a:Wo%, b = X°, s=X L"z,

a w rezultacie nastgpujaca postaé réwnania (2.4)

(2.6) QWo = 4Nas+8MP(L—X) — 4N, Won" ]/1+ +8M0W0(X )
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Wyznaczajac X z warunku dQ@/dX = 0 dochodzimy do wyrazenia okre$lajacego udiwig
konstrukcji

0 _-l/ N, i
Q@.7) e 2f°M0‘/1+L2 1.

W obszarach skoncentrowanych odksztalcen wystgpowaé moga réwnocze§nie momenty

i sity blonowe. Wéwczas wielkoéci M i N nie moga by¢ traktowane jako niezalezne. Zwig-

zane s3 one z warunkiem plastycznosci, ktory przybiera posta¢ f(M, N) = 0, a wigc przed-

stawié go mozna w postaci krzywej granicznej wigzacej moment normalny i site blonowa

" przekroju poprzecznego. Zagadnienie to oméwimy przy rozpatrywaniu «efektéw geome-
trycznych», czyli wpltywu ugigé na udZwig konstrukcji.

3. Przystosowanie

Rzadko kiedy mamy do czynienia z takimi konstrukcjami, ktére podlegaja wylacznie
dziataniu obciazen narastajacych monotonicznie i proporcjonalnie do jednego parametru.
Zwykle programy obciazania sg bardzo ztozone i na ogél mamy tylko informacije o brzegu
obszaru obciazen, a wigc o ekstremalnych warto$ciach jakie poszczegdlne oddzialywania
moga przyjac. Niektére informacje o ekstremalnych warto$ciach, np. parcia wiatru, obcig-
zen uzytkowych itp. ujete sa przepisami. Badaniem zachowania si¢ konstrukcji sprezysto-
plastycznych poddanych . wieloparametrowym oddziatywaniom lub cyklom obciaZania
zajmuje sie teoria przystosowania [6, 7, 29].

Dla okre$lonego programu oddzialywan cyklicznych moze nastapi¢ badz narastanie
odksztalcen plastycznych w konstrukeji w czasie kazdego cyklu, badzZ tez ustalenie sie tych
odksztatcen. W tym drugim przypadku konstrukcja — po przejéciu przez pewien zakres
odksztalcenn plastycznych — reagowaé bedzie juz tylko sprezyécie. Mdéwimy wéwcezas,
e przystosowata si¢ ona do granic aktualnego programu napre¢zenia. Celem teorii przysto-
sowania jest opracowanie zasad i metod ustalenia takich wlasnie granic obszar6w zmien-
no$ci mnoznikéw obciaZen, dla ktérych odksztalcenia plastyczne stabilizujg sie.

Konstrukcja sprezysto-plastyczna poddana dziataniu obciaZen powtarzalnych — przy
czym czas trwania cyklu i jego amplituda niekoniecznie muszg byé dokladnie znane — moze
utracié¢ cechy uzytkowe badZz wskutek narastania odksztatcen (zniszczenie przyrostowe),
badz tez wskutek niskocyklowego zmeczenia w rezultacie przemiennych odksztatcen pla-
stycznych.. Uznajemy, Ze konstrukcja przystosuje sie do pewnego programu obciazen,
jesli po skoniczonegj liczbie cyklow odksztalcenia plastycznego powstaje w niej taki uktad
naprezen resztkowych, Zze przy dalszym obcigzaniu, w ramach tego programu odksztal-
cenia bedg czysto sprezyste.

Zupelne rozwiazanie problemu réwnowagi konstrukeji -sprezysto-plastycznej w przy-
padku zmiennych obcigzeni polegatoby na klopotliwym okre§laniu krok po kroku calej
historii procesu odksztatcenia. Dla celéw prostej oceny przystosowania potrzebne sg prak-
tyczne metody, ktére umozliwiatyby — podobnie, jak to ma miejsce w teorii noénodci
granicznej — oszacowanie obszaru dopuszczalnych zmian obciazefi, wielkosei trwalych
przemieszczen itp., bez potrzeby rozwigzywania kompletu réwnan zawierajacych juz w tym
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przypadku co najmniej dwie zmienne, jako ze proces przebiega w czasie. Mozliwo§¢ takiej
praktycznej oceny daja dwa podstawowe twierdzenia teorii przystosowania, aczkolwiek
metody dokonywania takiej oceny w oparciu o te twierdzenia nie sg jeszcze dostatecznie
proste [13, 14, 28].

Jedno ze wspomnianych twierdzen gtosi, ze konstrukcja na pewno przystosuje si¢ do
rozpatrywanego programu, jeéli istnieje niezalezne od czasu pole naprezen resztkowych
takie, ze w kazdej chwili suma naprezen resztkowych i naprezen otrzymanych dla analo-
gicznej konstrukeji sprezystej nie wykracza poza powierzchnie plastycznosci. Obszar przy-
stosowania mozna ograniczyé od goéry korzystajac z twierdzenia o nieprzystosowaniu.
Stanowi ono rozszerzenie kinematycznego podejécia teorii nosnoéci granicznej i postuguje
sie pojeciem kinematycznie dopuszczalnego cyklu odksztalcen [14]. Jesli taki cykl w bada-
nym programie obcigZzenia wystapi, to konstrukcja na pewno do tego programu sie nie
przystosuje i stanie sig nieuZzytkowalna badZz wskutek narastania przemieszczen, badz tez
wskutek niskocyklowego zniszczenia [2, 7, 14].

Cel teorii przystosowania, mianowicie ustalenie zakresu obciazen, na ktdre konstruk-
cja reaguje czysto sprezyscie (po przejsciu przez pewien zakres odksztatcen plastycznych
i powstanie samonaprezen) — zilustrujemy na prostym przykiadzie. Rozpatrzymy pret
o przekroju prostojatnym 2H X B, poddany dziataniu sity osiowej N i momentu zginaja-

Al

wmwawmw

W[ T v T LE
T R

Rys. 5. Cykliczne zginanie preta rozciaganego
a) obciazenie, b) dopuszczalne stany naprezenia

cego M, jak pokazano na rys. 5a. Chcemy wyznaczy¢ taki obszar w plaszczyZuie obcigzen,
aby przy stalej sile osiowej N 1 cyklicznym zginaniu 4- M odksztalcenia plastyczne ustabili-
zowaly sig. Wytworzony stan samonaprezen zapewni wowczas, ze wypadkowe naprezenia
nie przekrocza granicy plastycznoéci a,.

Sile graniczng i moment graniczny preta oznaczymy odpowiednio przez Ny = 264 BH
1 My, =06, BH? oraz wprowadzimy bezwymiarowe wielkoéci n = N/Ny, m = M|M,.
Je$li n = const, to moga powstaé sytuacje pokazane na rys. 5b. Ze stala sita N mozna sto-
warzyszy¢ pewne momenty oraz pewien stan samonapreZen, ktérego nie potrzebujemy
explicite wyznaczaé. Przy cyklicznym zginaniu warunek plastyczno$ci nie zostanie prze-
kroczony, jedli site podiuzng uzaleznimy tylko od zakreskowanych pél na rys. 5b. Otrzy-
mujemy w rezultacie nastepujace zaleznoéci [6], [17]
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3 1
n—l—zm:l, 7<n<1,

3.1
ograniczajace cbszar przystosowania pokazany na rys. 6.

Dla poréwnania podano na rys. 6 réwniez krzywa graniczng f = n®>+m—1 =0 od-
powiadajaca proporcjonalnemu narastaniu sity i momentu, a wigc przedstawiajgca rozwia-
zanie problemu nognosci granicznej. Widac, ze obszar przystosowania znajduje si¢ wewnatrz
obszaru ograniczonego krzywa noénoséci granicznej. Dziedzina czysto sprezystego oddzia-
lywania dla materialu bez samonapreZen ograniczona jest prosta n+4-(3/2)m—1 =0, jak
tatwo sie¢ przekonaé ze wzoru znanego z wytrzymato$ci materiatéw, a dotyczacego mimo-
$rodowego zginania. Widaé, ze obszar przystosowania jest, w rozpatrywanym przypadku,
znacznie wiekszy. Przez wytworzenie odpowiedniego pola samonaprezen konstrukcja
przystosowala si¢ do wigkszego zakresu zmian wspéiczynnikéw obciazenia [6, 17].

40 : ,
M a

My m+n?=1

075 - .
' b
~
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05 - N -1
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~
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Rys. 6. Krzywe graniczne dla preta mimoérodowo rozcigganego
a) noénos¢ graniczna, b) przystosowanie do cyklicznego obcigZenia = M, ¢) granica obszaru sprgzystego

Podany przykiad ilustruje réznice pomiedzy nosnoscia graniczna i przystosowaniem.
Daje on odpowied?Z na pytanie co do wielkoéci obszaru przystosowania w przypadku pary
obcigzen N = const, =M, ale nie méwi, jakie musza by¢ odksztalcenia plastyczne, aby
to przystosowanie nastapilo. Moze sic bowiem zdarzyé, Ze nim przystosowanie nastapi
konstrukcja straci przydatnoéé wskutek zmian jej geometrii. Podejmowane sa préby opra-
cowania metod umozliwiajacych oceng przemieszczen towarzyszacych przystosowaniu [2].
Metody te powstaja w nawigzaniu do wynikéw doswiadczalnych odnoszacych si¢ do nisko-
cyklowego zniszczenia metali.

4, Stateczno§é

Plastyczne plynigcie, ktére rozpoczyna sig¢ z chwila przeksztalcenia konstrukcji w me-
chanizm, prowadzi w rezultacie do zmian jej geometrii. W konsekwencji zmiany uksztatto-
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wania konstrukcji moze nastapi¢ badz zatrzymanie sie procesu odksztatcen plastycznych,
badZ tez gwaltowny ich wzrost, towarzyszacy utracie statecznofci i przejsciu do nowej
konfiguracji réwnowagi. Badanie tych zjawisk wykracza poza mozliwosci teorii no§nosci
granicznej 1 wymaga oparcia si¢ na zwigzkach mechaniki nieliniowej, a wiec, miedzy in-
nymi, rozrézniania pierwotnej i aktualnej konfiguracji konstrukcji [4, 25].

Fakt, iz rozwigzania teorii no$nosci granicznej mogg si¢ okazaé niestateczne, a wiec
w rzeczywistosci konstrukcja przenosi mniejsze obcigZenie niz to wynika z tej teorii, wymaga
wlasciwego uwzglednienia w projektowaniu. Z drugiej strony, w innych przypadkach
zmiany geometril powodujg zmiany wzrostu obcigZenia, a wigc maja korzystne skutki
dla udzwigu konstrukcji [3, 9].

Mobwige o zmianach geometrii trzeba od razu zaznaczyé, Zze nie musza one byé «duze»
aby pojawily sig ich skutki. Zjawiska — jak juz nadmieniliémy — naleza do nieliniowych,
a wiec mate perturbacje moga dawaé bardzo duze iloSciowe zmiany. Przemieszczenia
rzedu grubosci ptyty moga na przyklad w sposéb zasadniczy zmienié jej udZwig [10].
Nie sg to wiec zagadnienia, ktore moga pozostawac poza zasiegiem zainteresowan projek-
tanta.

Ocena stateczno$ci rozwigzania danego przez teorig no§noéci granicznej polega na
okredleniu nachylenia krzywej «obciazenie—ugiecien. Je§li dPJdW >0, to obcigzenie
graniczne jest stateczne 1 ze wzrostem ugie¢ nastepuje «geometryczne» wzmocnienie. Nie-

Q

Rys. 7. Zaleznosci geometryczne przy duzych ugieciach belki sztywno-plastyczne)

réwno$é dPJdW < 0 wskazuje, ze konstrukcja moze ulec zniszczenin w sposéb «katastro-
falny». Poczatkowe nachylenie krzywej zaleznosci «obcigZenie-ugigcie» stanowi wigc
bardzo istotng informacje.

Rozpatrzymy najpierw przypadek statecznego procesu, kiedy to zmiany geometri
prowadza do zwiekszenia udZwigu. Istote zagadnienia przedstawimy na prostym przykia-
“dzie belki, przeksztatcajacej sie¢ w mechanizm pokazany na rys. 7.

Sztywne ogniwa obracaja si¢ woko6! nieprzesuwnych przegubéw podporowych tak, Ze
ugiecie W, jest poréwnywalne z wysokoscig przekroju belki. W przegubie §rodkowym
pojawiaja sie odksztalcenia, przy czym wystepuja tam nie tylko obroty, ale i wydiuZenia
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osiowe, wlasciwe wskutek «duzych» ugieé [30, 34]. Z zalezno$ci geometrycznych wynika,
ze odksztalcenia oraz ich predkosci wynoszg odpowiednio
w? W . WW

(4.1) A=aey, O=-, 4

. W
2L’ L’ I =1

Zasada bilansu mocy przyjmuje postac
(4.2) [PWad = D (NW4+M)B L.

Widaé wiec, ze udzwig zalezy od ugiecia. Jesli M i N w przegubie bylyby niezalezne,
to przyrost udzwigu ze wzrostem ugigcia bytby liniowy. Poniewaz jednak M i N, w takiej
sytuacji jak pokazano na rys. 7, sa zwiazane i ich warto$ci zaleza od aktualnego potoZenia
osi obojetnej, to zachodzi migdzy nimi okreslony zwiazek. Dla jednorodnego przekroju,
w przypadku materialu o jednakowych wlasnosciach na $ciskanie i rozciaganie, zachodza
zwiazki
(4.3) EH = Ajd = W, N = No&, M= My1-£%,
gdzie N, i M, sa wielkosciami granicznymi sity podituznej i momentu w przekroju. Pierwsza
z zaleznoéei (4.3) otrzymujemy rozpatrujac kinematyke. Aby ruch prowadzacy do konfi-
guracji pokazanej linia ciagta na rys. 7 byt motzliwy, wektory chwilowego obrotu muszg
przechodzié przez punkty A i B. Stad wynika zalezno$¢ pomigdzy potozeniem £H wibkna
neutralnego a wielkoécia ugigcia W.

yd
K=" T
{ P=const {
I |
| |
I |
| |
| I
| |
l < |
| A {
‘ |
l‘r _____________ ! -

Rys. 8. Obszary skupionych odksztalceni przy duzych ugigciach plyty

Dla belki obciazonej sita skupiona w §rodku rozpigtosei (rys. 7) otrzymujemy, wyko-
1zystujac (4.3) w (4.2), zaleznosé
' QL w?
M, 1+ H?’
Dla £ > 1 zachodzi M = 0, czyli w catym «przegubie» §rodkowym wystgpuja naprezenia
rozciggajace. Latwo sie przekonaé z (4.2), ze wéwczas udZwig wzrasta liniowo z przyrostem
ugiecia.

4.4) 0LEéEL.
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Z zaleznosci (4.4) widaé, ze ugigcie réwne polowie wysokoséci przekroju zwigzane jest
dwukrotnym zwigkszeniem obcigZenia, jakie moze przenie$¢ sztywno-plastyczna belka
z nieprzesuwnymi podporami. Sprezysta podatno$¢ podpér ten przyrost zmniejsza [10].

Dla plyty kwadratowej o przegubowo zamocowanych krawedziach uklad stref skon-
centrowanych odksztatcen pokazuje rys. 8. Kinematycznie dopuszczalny mechanizm zwia-
zany jest w tym przypadku z wystapieniem wzdtuz przekatnych zaréwno obrotéw, jak
i wydtuzen [30, 34]. Jesli W, oznacza ugiecie w §rodku plyty, to wzdiuz przekatnych

X . X .
(45) EH: W = WQ'_L_, A = WOI(D

Obciazenie zwigzane z tym schematem zniszczenia wyznaczamy z zaleznosci (4.2), uwzgled-
niajac w nim wyniki (4.3). Po wykonaniu calkowan otrzymujemy — w przypadku réwno-
miernie rozlozonego obciazenia P — nastgpujace wyrazenie:

PL? ws

(46) hailS 6+2—HT,

7R 0 ¢

1.

A

Przedstawia ono wplyw «duzych» ugi¢é na udzwig plyty w zakresie przemieszczen W, < H.

Poniewaz wielkosci M i N wchodzace do (4.2) zalezg od budowy przekroju paoprzecz-
nego —1 sa inne dla przekroju pelnego, a inne np. dla dwuteownika, to fakt ten uwi-
doczni sie w ostatecznych wzorach okreslajgcych wzmocnienie geometryczne [30].

Podane przyklady ilustruja metode kinematyczna obliczania tego geometrycznego
wzmocnienia. Informacja o tym, czy noéno$é¢ graniczna, tzn. obcigZenie powodujace
ruch, odpowiada rozwigzaniu statecznemu czy niestatecznemu, otrzymac¢ mozna badajac
nachylenie krzywej: obciaZenie — charakterystyczne ugiecie [4].

Niech nosnoéé graniczna konstrukeji wynosi P,. Rozpatrzymy takie procesy obcia-
zania, dla ktérych aktualna intensywno$é obcigzenia wyraza si¢ zaleznoscig P = AP,
a wigc A jest mnoznikiem charakteryzujacym wzrost oddzialtywan. W oparciu o zasade
.bilansu mocy obcigzen zewngtrznych 1 mocy sit wewngtrznych otrzymujemy

P D(W)

4.7 A=— =
(47) =5

gdzie D(W,) oznacza dysypacje z uwzglednieniem zmian geometrii plyty, za§ Do — odpo-
wiednig jej wartosé dla chwili rozpoczynania si¢ ruchu plastycznego. Jako parametr cha-
rakteryzujacy wplyw czasu przyjmujemy tu przemieszczenie W, w pewnym punkcie kon-
strukeji.

O statecznosci decyduje, przy takim sformulowaniu problemu, znak wielkosci dAJdW,
dla W, = 0. W konsekwencji otrzymujemy warunek statecznosci w nastgpujacej postaci

o dD

4. =
(48) Do oW, dW,

> 0.

Przypadek niestatecznego obciazenia granicznego zilustrujemy na przykladzie tzw.
efektu sklepieniowego w plycie. Rozpatrzymy pasmo plytowe wykonane z materiatu,
ktéry przenosi¢ moze tylko napreZenia $ciskajgce. Pasmo podparte jest przegubowo nie-

10 Mechanika Teoretyczna
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przesuwnie, np. wskutek umieszczenia pomigdzy dwiema nieodksztaicalnymi $cianami.
Jesli chodzi o geometri¢ i kinematyke, to mamy tu sytuacje jak na rys. 7. Zalezno$é po--
miedzy ugieciem W, w $rodku rozpigtosci a potozeniem «warstwy obojetnej» w przegubie
opisana jest pierwszym z réwnan (4.3), a ponadto

(4.9) N = No(l—8)/2, M = My(1—£2)/2,
Rozpraszanie energii nastgpuje tylko w «uogdlnionymy» przegubie. Otrzymujemy
v N, M R
(4.10) My = NWA+M = — > (1= EH+ > (1—€2),

gdyz w przegubie wystepuje $ciskanie. Wykorzystujac zaleznos¢ (4.3) oraz zwigzek po-
miedzy M, i N, dla przekroju prostokgtnego, dochodzimy w rezultacie do nastgpujacej
postaci kryterium (4.8)

s i _ W,
(4-11) 2- == T’WO_/‘}T) — —Z‘I—Z'}[—.
W poczatkowym stanie ruchu, a wigc dla W, = 0, ‘otrzymujemy I=—2< 0, a wiec

mamy do czynienia z przypadkiem niestatecznoscei.

Udiwig pasma przy uwzglednieniu efektu sklepieniowego latwo obliczy¢ z zaleznosci
(4.2). Wynosi on, w przypadku obciazenia sita skupiona w §rodku rozpigtosci,

oL W, W3 '
4.12) A _}T_;_ e
a wiec nosno$¢ spada do zera kiedy ugiecie osiaga potowg grubosci plyty.

W zakresie badan efektu sklepieniowego, wzmocnienia geometrycznego i statecznosci
opracowano U nas szereg probleméw zaréwno o znaczeniu podstawowym (twierdzenia
o oszacowaniach) [4], jak 1 rozwigzan szczegbtowych, réwniez z uwzglednieniem wplywu
odksztalcen sprezystych [10].

5. Dynamika

Konstrukcja idealnie sprgzysto-plastyczna moze byc¢ obciazana poza nosno$¢ graniczna
je$li dzialanie obciazen jest impulsowe. Wowezas, wskutek nadanych przyspieszef poprzez
np. wprowadzenie do uktadu pewnej energii kinetycznej, nastepuje ruch, ktdry trwa az do
rozproszenia tej energii na odksztatcenia plastyczne. W takim przypadku mamy do czynie-
nia z problemami «dynamicznej» no$nosci granicznej. Je§li obciaZenie dziata przez krotki
czas, to uruchomione wskutek naglego przytozenia impulsu sily bezwladnos$ci moga by¢
dostatecznie duze na to, aby zapobiec nadmiernym odksztalceniom, a w rezultacie i znisz-
czeniu konstrukcji. .

Inng grupg probleméw zwiazanych z dynamicznymi oddzialywaniami na budo;vtlﬂe
stanowig zagadnienia propagacji fal sprezysto-plastycznych w elementach konstrukcji,
zwiazanych z tym koncentracji odksztalcen plastycznych, a w rezultacie i zmeczenia nisko-
cyklowego. Te dwie grupy zagadnieth wymagaja odmiennych podejsé.

Dynamika konstrukcji plastycznych stosuje w zasadzie wszystkie zatozenia teorii
belek, ptyt lub powlok i postuguje si¢ odpowiednimi uogdlnionymi wielko§ciami: momenta-

»*
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mi zginajacymi, wypadkowymi naprezen itp. Odmienno$¢ w stosunku do zagadnien
noénosci granicznej polega na uwzglednieniu sil bezwladnos$ci i wystepowaniu w réwna-
niach czasu jako zmiennej niezaleznej. Wprowadza to znaczne komplikacje, jako Ze pro-
blemy sa teraz opisywane réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Problemy falowe rozpatrywane s3 zar6wno w naprezeniach, jak i w wypadkowych
wielko$ciach. Cel badan z tego zakresu jest — w zastosowaniach do konstrukcji — odmien-
ny. Chodzi o ustalenie miejsc i wielkoéci lokalnych koncentracji trwatych odksztalcen,
podczas gdy dynamika konstrukcji zajmuje si¢ raczej deformacja calej budowli wskutek
podmuchu czy uderzenia «masowego» oraz oszacowaniem czasu trwania wymuszonego
w ten sposéb ruchu.

W zagadnieniach dynamiki konstrukcji plastycznych wielko$cia szczegdlnie waing
jest pole trwatych przemieszczen, ktére realizuje si¢ w rezultacie np. przylozenia impulsu
ci$nienia, dzialajacego w czasie 0 < t < 7. Dla scharakteryzowania tego typu zagadnien
i przedstawienia prostych metod ich liczbowej oceny rozpatrzymy plyte kwadratowa pod-
dang dziataniu krétkotrwalego réwnomiernego cidnienia, Zajmiemy si¢ okreéleniem
trwalego ugiecia §rodka plyty pokazanej na rys. 11 obciazone] impulsem ci$nienia takim,
7e P=constdla0 <L t<rorazP=0dlat>=~

Wskutek naglego przyloZenia impulsu cisnienia wzbudzone zostaja sity bezwladno-
$ci — ,uW przy czym j 0znacza masg przypadajaca na jednostke plaszczyzny $rodkowej
plyty, zas W =92 W/]ot? jest przyspieszeniem jej uginania si¢. Zasada bilansowania mocy
obciazen zewnetrznych i sit wewnetrznych (2.1), zastosowana do mechanizmu zniszczenia
przedstawionego na rys. [, przyjmuje postaé '

(5.1) AfW(P—,uW)dA = M, ) &L,

Uderzona plyta dozna przyspieszenn. Poszczegdlne punkty ptata OBA powierzchni
$rodkowej, w przypadkun rozpatrywanego, kinematycznie dopuszczalnego mechanizmu,
maja nastgpujace predkosci i przyspieszenia ugigc

. . X . o X
(5.2) W = W, (1) (1—7), W:Wo(l——L—).

Wykorzystujace (5.2) w (5.1) otrzymujemy, po wykonaniu przepisanych catkowan, nastgpu-
jace wyraZzenie na przyspieszenie punktu 0

6M,

. 2
5.3 == (P— =29
(53) Wo = (P=Py), Po=-75",

)

gdzie P, oznacza no$no$¢ graniczna plyty obcigzonej réwnomiernym ci§nieniem w sposdb
statyczny. Jesli przed uderzeniem plyta jest nieodksztatcona i nieruchoma, tzn. Wi(x, 0) =
= W(x,0) =0, to catkujac (5.3) otrzymujemy nastepujaca zalezno§¢ pomiedzy intensyw-
noscig przytozonego ci$nienia a ugigciem §rodka plyty:

(5.4) Wo = %(P—Po)tz, P> P,.

10*
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Po zdjgciu obceiazenia w chwili ¢ = 7 ruch trwa nadal z tym, ze nastgpuje teraz spowal-
nianie ugie¢ az do chwili, gdy energia wlozona zostanie catkowicie rozproszona na odksztat-
cenia plastyczne: Przyspieszenie tego zamierajacego ruchu wynosi WO = —2P,/p. Ruch
ustaje w chwili ¢t = T, gdy WO(T) = 0. Wymagajqc ciaglosci predkosci i ugieé¢ w chwili
! = v otrzymuje si¢ stale catkowania dla v < r<{ T, a w rezultacie zostaje jednoznacznie
opisany proces ruchu mechanizmu pokazanego na rys. 1.

Plyta przestaje si¢- ugina¢ w chwili + = 7. Chwila ustania ruchu i wielkosci trwalego
ugiecia §rodka plyty wynosza odpowiednio

P P

(55) T = —P:T, Wo =

Rozwigzanie to jest wazne dla pewnego zakresu ci§nief, mianowicie, gdy P < 2P,.
Przy wigkszych ci$nieniach tworzy si¢ inny mechanizm, mianowicie Srodkowa czesé
porusza si¢ w poczatkowym okresie jak cialo sztywne tak, Ze pole predkosci ugieé ogra-
niczone jest powierzchnia $cigtego ostrostupa [33].

6. Zakonczenie

PrzedstawilisSmy przeglad zagadniefi teorii konstrukcji sprezysto-plastycznych, ze
szczegolnym podkresleniem praktycznych metod ich analizy. K.oniecznym krokiem w strone
zastosowan w projektowaniu jest przejécie do opracowania metod i procedur obliczenio-
wych, dostosowanych do szczegélowych typéw konstrukeji, weziow i polaczen [32, 35].

Przy omawianiu metod skoncentrowaliémy sie na podejéciu, ktére mozna nazwaé
kinematycznym, gdyz geometryczna strone procesu deformacji konstrukeji latwiej sobie
wyobrazié, a wiec w konsekwency latwiej zastosowaé takie wlasnie metody w dziatalnosci
projektowe;.

Omawiana tematyka byla przedmiotem referatu problemowego wygloszonego na
sympozjum «Practical Applications of Plasticity Theory» ASME Winter Annual
Meeting, Nowy Jork 30 listopada — 3 grudnia 1970 r.
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Peswme

UHXXEHEPHBIE METONbLI AHAJIM3A VIIPYTO-IINTACTUUECKUX COOPYXKEHHH

B paGoTe u3naraiorcs NpWIOKEHHA METOOB TEOPUH IJIACTHYHOCTH B MEXaHHKE COOPY)KEeHHH.
PaccmoTpens1 cnenyionme pasfens! 3ToH TEOPHH: TeOPUA Hecyllei CrocofHOCTH COOpYEHuit, Teopust
TIPHCIIOCOBISIEMOCTH, BOTIPOCHI GONBILMX NPOTHGOB 1 AuHamuku nnactiH. Ocofoe BHUMaHME OBpaieHo
Ha NPUCIIKEHHbIE METOBI AHANIM3A YIPYTo-INACTUUECKHUX COOPYMKEHMM (TEOpHsA JIMHUM IIACTHYECKUX
1HAPHUPOR , KHHEMATUUECKME OLIEHKY Hecyluell crioco6HoCT 000I0UeK , TOBEAEHUE MNIACTHH IIPH MMITYJIbC-
HBIX HArpy><eHusx). IToguepKHBaeTCA 3HAUEHHWE WHIKEHEPHOro MOXONA K TEOPHM ILIACTHUECKUX CO-



326 A. SAWCZUK

opysitenmit. OGCYKIEHBI BOIPOCH! YCTOMUHBOCTH PEIUEHHH B TEOPHM MNPEReNBHBIX COCTOAHMIL (reo-

METPHUICCKOE YNIPOYHEHHE KU HpOLL(CJ'[KHBaHHC), a TarKe HEKOTOpbIe 3aJa4YH TEeOPHH NpHCHocobaaemMocTH
UPpH HHKJIIHYEeCKHX HArpyyKCHUSMAX.

Summary
ENGINEERING ASPECTS OF PLASTIC ANALYSIS OF STRUCTURES
The theory of plastic structures is discussed from the viewpoint of applications in structural design,
Limit analysis, shakedown and large deformation theory are considered. Approximate methods (yield-
line theory of plates, kinematical methods in shell analysis and in dynamics of plates) are commented upon,
their engineering motivation being emphasized. Stability of yield point loads («geometrical hardening»

and snap-through) and shakedown to cyclic loading are considered.
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