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Podstawy mechaniki cial dyskretyzowanych sformutowano w [1]. W niniejszej pracy
definiuje si¢ jednobiegunowe ciala sprezyste jako szczegblny przypadek ciat dyskretyzo-
wanych. Przyjmujac za punkt wyjscia podstawowy uklad réwnan opisujacy ruch ciat
dyskretyzowanych, wyprowadza si¢ réwnania ruchu oraz réwnania konstytutywne linio-
wej teorii sprgzystych jednobiegunowych ciat dyskretyzowanych. Na gruncie tej teorii
formuluje si¢ prawa zachowania, zasad¢ prac wirtualnych, twierdzenie o jednoznacznosci
rozwigzan oraz twierdzenie o wzajemnosci Bettiego. W pracy podano takZze prosty przy-
ktad jednobiegunowego ciata dyskretyzowanego.

1. Sprezyste jednobiegunowe ciala dyskretyzowane. Przypadek ogélny

Cialo dyskretyzowane (D, &) zdefiniowane w [1] nazwiemy jednobiegunowym ciatem
dyskretyzowanym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér D bedzie przeliczalnym zbiorem punktéw
materialnych d € D. Ruch takiego punktu opisuje wektor wodzacy, ktéry w ortogonalnym
ukladzie kartezjanskim przestrzeni fizycznej ma wspéirzedne z¥ = y*(d, 7). Tym samym
funkcje ¢°(d, 7) okreSlone w punkcie 1 pracy [1] beda mialy postaé ¢°(d, )= 6¢v*(d, 7),a =
= 1,2, 3, a wymiar przestrzeni wektorowej V" bedzie n = 3. Wprowadzajac w kazdym
elemencie dyskretnym E € & uklad wspétrzednych [1] fg: E— (d, fud), A = L 1II, ..., m,"’
mozemy opisaé ruch takiego elementu funkcjami y*(d, 1) 4,9*(d, 7). W dalszym ciggu
zalozymy, Ze jednobiegunowe cialo dyskretyzowane jest dyskretyzowanym cialem sprezy-
stym. Oznacza to, zgodnie z definicja podana w [1], p. 4, Ze dla kazdego elementu dyskret-
nego E € & istnieje funkcja energii sprezystej eld, v*(d, 1), 4,9"(d, v)]. Wykorzystujac
niezmienniczo$¢ funkcji & wzgledem przesunieé w czasoprzestrzeni mozemy pomingé
zalezno$é e(d, v*, A ,9*) od y* przyjmujac e = e(d, A,9).

W zwiazku z tym réwnania konstytutywne (wzor (4.8) w pracy[1]) sprowadza si¢ do
postaci

de
1.1 A 7
( ) Tk aAAwk ’
natomiast z réwnan ruchu (4.5) otrzymamy
(12) Ty T+ = mid,

1) Wskazniki A, @, ... przebiegaja ciag I, Il, ..., m, a wskazniki k, 1, ... ciag 1, 2, 3. Obowiazuje
konwencja sumacyjna.
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gdzie m = m(d) jest masa punktu, a fy = f (d, 7) sa silami zewngtrznymi dziatajacymi na
ten punkt. Posta¢ réwnan ruchu (1.2) oraz réwnan konstytutywnych (1.1) wykazuje duza
analogi¢ do odpowiednich réwnan ruchu oérodka sprezystego w klasycznej teorii sprezy-
stodci. W szczegélnym przypadku, gdy spetnione sa warunki podane na koncu p.2 [1], jed-
nobiegunowe ciato dyskretyzowane posiada wnetrze D, c D oraz brzeg 0D = D/D,.
Roéwnania ruchu (1.2) dotycza wtedy kazdego d € Do,. ROwnania te dla d e 0D trzeba
zastapi¢ odpowiednimi warunkami brzegowymi (5.6) [1], ktére przyjma postaéd

(1.3) DT, )= D] TA(ad, D+fid, ©) = m@ije(d, 1),

A€ Rq Ae Ly

gdzie Ry i L, s3 odpowiednimi podciagami ciagu 7, I1, ..., m. Zauwazmy, ze dla wielkosci
TAd, v), TA(f_.d, 7) zachodzi wz6r

(1.4) -2 nia, - 2 T ad 9| = TS ad, DN,

0D A€ERy 4Dy

gdzie d e 4Dy <= [(@ € Do) (V/ f-ad ~ € Do)l [(@ ~ & Do) (\/ f-ad € Do)]
- A

1dla (d ~ e Do), (\A/f_Ade Do),
(1.5) Ni=Na@d) = ) —Ldla @e Do) (\/foad ~ € Do),

0 w pozostatych przypadkach.
Warunek (1.3) po wykorzystaniu (1.4) mozna zapisaé¢ w postaci
(1.6) Z(fk mip) = D T,
4Dy

gdzie T{M = T™ (d, ©) E TA(f- 4d, T)N,4.

2. R6éwnania liniowe
Niech dla pewnej chwili 7, istnieje stan naturalny dyskretyzowanego jednobieguno-
wego ciala sprezystego, tj. stan, w ktérym & = 0 i T = 0. Oznaczajac /, = w(d, 7o),
a skladowe wektora przemieszczenia w, = w,—/, oraz wykorzystujac niezmienniczo$é
funkcji energii sprezystej ¢ wzgledem obrotéw ukladu wspéirzednych mozemy przyjaé

1

2.1 &= 7AA0M YaoYra,
gdzie
(2.2) Vao = Aol

oraz lp £ Ayl Uwzgledniajac (2.1) wykazemy, ze wzér (2.2) dotyczy przypadkéw,
w ktérych ruchy sztywne dyskretnego elementu E s3 jedynymi ruchami nie wywolujacymi
sit wewnetrznych, tym samym 73 = 0 wtedy, gdy y 46 = 0. Istotnie, niech wektor 1, A =
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= I, 1I, ..., m, taczy w przestrzeni fizycznej w chwili t, czastki d, f,d, a wektory u(d, 7)
iu(f,d, T) beda przemieszczeniami tych czastek w chwili 7. Przemieszczenia u(d, 7), u(f,d, v)
opisuja ruch sztywny d i f4d wtedy i tylko wtedy, gdy |14] = |4+ 4 4u|. Odrzucajac czlony
nieliniowe wzgledem u ostatnia réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 4 u-1, = 0.
Rozpatrzmy nast¢pnie przypadek trzech czastek d, f,d, fod, A # @ polaczonych w chwili
1o wektorami 14,1,. Wektory 1, i 1, tworza kat opisany iloczynem skalarnym 1,-1,. Kat
ten nie ulegnie zmianie wtedy i tylko wtedy, gdy 1.1 = (I, +44u)(lo+dpu), tj. gdy
A lgy = 0, gdzie takze pominigto czlony nieliniowe wzgledem u. Wobec (2.1) widzimy
wiec, 2e T4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v46 = O, tj. gdy cialo dyskretyzowane dozna
ruchu sztywnego. W przypadku funkcji energii sprezystej (2.1) rownania konstytutywne
(1.2) przyjma postaé Tg = p*®le,, gdzie

(23) pAd) = AA@I‘A,},FA

Wielko$é p?® nazywamy sktadowymi napiecia (4.11), [1]. Podstawiajac zwigzki geometrycz-
ne (2.2) do (2.3) oraz wykorzystujac réwnania ruchu (1.2) otrzymamy

2.9 A (af® A+ fi = mi,

gdzie af® = A 1,. Roéwnania (2.4) stanowia przemieszczeniowa postaé réw-
nan ruchu liniowej teorii spr¢zystosci jednobiegunowych cial dyskretyzowanych. W szcze-
g6lnym przypadku, gdy 4,4ai® ~ 0 z réwnan (2.4) otrzymamy

aﬁ‘pZAA@ul'i'f;‘ = mi)k.

Rozpatrujac ciata dyskretyzowane, dla ktorych okre§lony jest brzeg dD podstawowy
uktad réwnan (2.2)-(2.4) opisujacy liniowe problemy teorii spre2ystych cial jednobieguno-
wych uzupeinié trzeba warunkami brzegowymi (1.6) w postaci

@5 ;<ﬂ—muk) - A};T;’“.

Na zakonczenie tego punktu rozpatrzmy przypadek, gdy struktura réznicowa ciata
dyskretyzowanego (D, &) jest regularna, tj. f, fod = fof4d dla kazdegod € Dy g Dy 4; (2],
wtedy dla dowolnej funkcji ¢: D — R zachodzi zwiazek A A4 = 0. W przypadku, gdy
Liok = 0, gdzie g = A4lyy latwo sprawdzi¢, ze prawdziwa jest rowno$¢é

(2.6) Ao Vigay = 0.

Zwiazki (2.6) s3 réwnaniami nierozdzielno§ci w liniowej teorii jednobiegunowych ciat
dyskretyzowanych.

3. Przyklad

W celu zilustrowania opisanych w punkcie 2 poje¢ liniowej teorii sprezystoéci jedno-
biegunowych cial dyskretyzowanych rozpatrzmy niejednorodna tarczq zlozong z czworo-
katnych elementéw sprezystych 4BCD (rys. 1).

5 Mechanika Teoretyczna
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Dyskretyzacje tarczy przeprowadzimy przyporzadkowujac jednorodnemu elementowi
sprezystemu ABCD punkt materialny d, natomiast elementom sasiednim do ABCD punkty
fad, gdzie A = I, IT, III (rys. 2). .

Przyjmiemy wiec, ze w strukturze roznicowej tego zbioru m = 3. Zatdézmy dalej, ze
jedynymi zmiennymi dynamicznymi opisujacymi ruch punktéw materialnych d i f4d sa
wektory przemieszczenia uX(d, ), u¥(f4d, 7), K = 1, 2, tym samym przyjmiemy, Ze ruch
elementu ABCD jest okreslony catkowicie przez przemieszczenia jego wierzchotkow.
Masa punktu d réwna bedzie masie elementu ABCD.

Rys. 1 Rys. 2

W celu okreélenia funkcji energii sprezystej ¢ zastosujemy podejécie podobne jak w me-
todzie elementéw skonczonych. Dzielac czworokatny element sprezysty ABCD na dwa
tréjkatne elementy skoficzone ABC i ACD wyliczymy najpierw energi¢ dla elementu 4BC.
Przyjmiemy, ze wektor przemieszczenia w dowolnej czastki elementu skonczonego o wspot-
rzednych Lagrange’a x!, x2, aproksymuje si¢ funkcja liniowa

3.1)  wkd, x', x?%, 1) & 2;4 {(@a+bx' +cx?)uf(d, 1)+

+ (@r+br X'+ ep )UK (frd, 1)+ @+ b x' + e x)uX(frrd, )},
gdzie a = (' +IDP+1f) — ' + 1P +1D),
b= 112—11211,
¢ = 11111“111,
a; = P+ )= 1"P+ 1),

by = 11211,

cr = =i,
apy = 1"C+IDH+EA D),
by = -1,
er = Ui

1 It 12
oraz gdzie 24 = det |1 I'+1} PP+1}
1 M +1y P+
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Wektor w(d, xX, 7) dla xX* = 1% xX = X4 [X X = I¥1+]X,, przyjmuje odpowiednio

wartosci uX(d, ©), u*(f1d, ©), u*(fi1rd, 7). Skladowe odksztalcenia yx; = wx,, W do-
wolnej czastce elementu skonczonego 4 BC o wspoirzgdnych Lagrange’a x!', x* maja postaé

1
Yiu = 5g Al — A utl}),
1
(3.2) Va2 = 24 (Al — A2 ),
1
Yi2 = 57 (Apulf = Al + APl — Agut liyg).
Energia elementu skonczonego ABC, po scatkowaniu po obszarze trojkata wynosi

1
(3.3) &€=5 A[A420)y 1 Y11+ 24711 V22 H4uY 12V 12+ (A+20) Y22 ¥25],

gdzie 4 jest polem ABC. Podstawiajac do (3.3) zwiazki (3.2) otrzymuje sie wystepujaca
w (2.4) macierz ai)’, gdzie A, @ = L III; K, L = 1,2, o skladowych:

al = ﬁ(.lll")z + (}"*'2/‘)(1?11)2
11 4 4 ,

a1 = U | G2 (h)?
22 aA 4 R

A
all = —111111}11(—47 + %),

I _
a1 = ays,

(Ml | A+2pw)iiyl}
ol = ( ad * 4/ .

gl — _(#11211211 + (A+2W)1} 11y
22 44 44 ’

(3.4)

2 1 2711
gl 11— }'IIIIII wlilin
12

24 24

al I 2ul; I}n 1112 11111

24 24 °
G ndp)? + (A+2p) (17)*
e 44 44 ’
Arur — udp? 4 (A+2p)(Ip)?
22 44 44 ’

A
a1y = —m%(H + 5),

5‘
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(3.4) QI = gl
[c.d.] gl = gl
a1y = ag4,
alil = Mt +ﬁl} It ,
241 24
al = gl

Aby otrzymaé dla tréjkata ACD odpowiednia macierz aif, A, = L II; K, L =1, 2,
wystarczy w (3.4) zmienié wskazniki I na III'i I1I na IT oraz A na A*m, gdzie A* jest polem
tréjkata ACD. W szczegSlnym przypadku, gdy czworokatnymi elementami sprezystymi
sa kwadraty o boku a, réwnoleglym do jednej z osi uktadu wspéirzednym, mamy [/} = a,
It=0,1};,=0,1} =a,lj;; = a1} = aoraz A = A* W tym przypadku wzory (3.4)
zapiszg si¢ w postaci:

3 A
I __ 11 _ I _ I _ IINIIL . IO
yy =02 =4y, =43 3 =4y 17" =4z > “‘7/‘4‘7,
Iy _ 01 _ 0100 _ III _ 1 +'1
a2 =03y =4y =4y, = — 5‘# 5
TN _ IINII
ar' 't =a"1 =0,
A
110 . IIrr I _ I
az; " =a; ;=a | =a;, —-(#4‘7,
(3.5) '
ror o rr _ oorrnr oo A
ay;; " =4y 2 =4ax —a21—7,
rrr o nrrr _ o qornr ey o M
a,y B =4’y =4y, —012—7,
IIryr — Iryry — 1 rrr — Iy _ 1
a =4y 3" =41y =4, 1——7#,
1r _ Irr _
axy = a1, =0.
Xz‘
T 1 1717 11T 1"
e
LT T I T A ! |
T T T
I A
AL B Ll -
g X1
Rys. 3

W celu wypisania réwnan ruchu (2.4) rozpatrzmy skonczona tarczg wielowarstwowsg.
Obierajac ukiad wspdirzednych tak, aby jedna z osi byla réwnolegla do warstw tarczy,
dzielimy tarcz¢ na elementy ABCD pekiem prostych prostopadtych do warstw (rys. 3)
‘w ten sposéb, by czworokat ABCD byt kwadratem o boku 1.
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Przyjmujac, ze warstwy s3 jednorodne mamy Ad;u =0 i 4;2 = 0. Wykorzystujac
wzory (3.5) otrzymamy z (2.4) nastgpujace réwnania rGwnowagi:

(3/l.+ )-.)A_IAIHI—#ZIAIIIul +ZII[(3/u+ Z)A”ul—-(2,u+ 2)A111u1]+
+A_1”[—,u£1,u‘—(,u—f—X)A”u‘+(3,u+Z)A”Iul]'—(2y+2)d_1 A1u2+

(3.6) +2}~A—1 A”,uz—A—”[(,u+ 3)A11“2]+Z}~111411u2 +Zzl(#A111“2)+ZIII(#A1“2)=0,

—(u+ A A0+ pd Aput — Ay [(p+ D Agutl+ pd At +
+Q@Cu+ X)LT, A —(u+ D)4, 4,0+ Ay [Bu+ A u?— pdyu?]—
"‘A_uz[(/H' A)AI u*+ #Alluz—(3/‘+ X)A”,uz] +Z1u (1411“1) +Zu (XA,”uz) =0.

Zbadajmy, kiedy uklad réwnan (3.6) dopuszcza rozwigzanie postaci

1

ul = ax+by,

37 u? = cx+dy.

Podstawiajac (3.7) do (3.6) otrzymamy

(b+C)Zn# =0,

(3.8) _ £
-3CAII#+0AIIZ =0,

Zwiazki (3.8) stanowia uklad réwnan jednorodnych na A u i 4;;2. Uklad ten bedzie
mial rozwigzania A;;u # 0, A;14 # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyznacznik bedzie
réwny zeru, czyli

3.9 alb+c) =0.
Rownanie (3.9) spelnione jest tylko przez b = —c i a = 0. Wida¢ stad, Ze tylko te spo-
§rod przemieszezen (3.7) spelniaja ukitad rownan (3.6), dla ktérych b = —¢ luba = 0.

4. Sformulowanie wariacyjne — prawa zachowania

Okre$lmy w D, funkcjonal dzialania nastgpujacej postaci:

(4.0 WDy = ) f (%mu ak—e)dr-

Dy 19
Niech 8, W bedzie wariacja funkcjonalu dzialania spowodowana wariacja postaci
doy*, a 6, W warlacja spowodowana wariacjg czasu dz. Nasuwajac operator 6, na (4.1)
otrzymamy

doW(Do) = Z{[’"i‘k dopulri— f (#*6o = 0o E)dT}-

Do
Wyliczajac dq¢ otrzymamy

- _ _
Z 0o = ZAAwmonéo)’m = ZTfAA(So #’k = Z [AA(Til‘so‘Pk)—AATi“so‘Pk]-
Dy Dy

Dy Do
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gdyz tatwo wykazaé, ze
42 A4 (@"8) i¢AAA£+£AA¢A,
42 247" = A,

dla dowolnych ¢ i &: D — R oraz ¢~ = ¢(f_,d). Wyliczajac z kolei 6, W(D,) mamy
1 !
6. WD) = > [—;—miﬂ‘ itkér—eér] .
Do o

Catkowita wariacja funkcjonalu (4.1) przyjmuje postaé

SW (Do) = ZJ' f (ZATg—muk)aow*err[makaowk+

Dy 70

+%mi¢kz}k6r——£6‘r] - fAA(iAéowk)dr}.

Latwo wykazaé, Zze dla dowolnych funkcji ¢! 1 &: D — R jest
Y o \ 1
(4.3) M aa@'e) = D 9N
Do 4Dy
Wykorzystujac ten zwigzek 1 oznaczajac

— dr
TN, = T

mamy

T

2 f A (Tdoy*)dr = 2 fl TV oo ytdr.

Dy 1 4D 1o

Ostatecznie wigc wariacja funkcjonatu (4.1) ma postaé

(44) (SW(DO) = 2 { f (21_/1 T,f‘—m'dk) (So 1/)de+ I:I’”l.lk(So 1/);‘+

Dy 0
1 o A
+§mit"itk57-—b‘5f] }— ZfTﬁN)éowde-
To

ADg 19

Korzystajac z zasady stacjonarnoSci dziatania [3] otrzymujemy po wprowadzeniu sit
Jx = fi(d, ) réwnania ruchu

4.5) AL TE+f = miy.
Wykorzystujac réwnania ruchu (4.5) oraz uwzgledniajac niezmienniczo$¢ funkcjonatu
dzialania wzgledem infinitezymalnej grupy przesunigé i obrotéw w czasoprzestrzeni

oy = e+ ey — 3",

ér =0, &= —¢*,
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mamy
46) WD) = {Z ([muk n_ f fkdr) 2 f T(N)dr}
4Dy 19
3 ' 1 T1
+ {‘Z (['n“[k%]]:c',— ff[k#’l]d'f) - 2 f Tff)lp,]dr}e“
Dy T0 A4Dp 1o
- 1 T . o 71 .
{Z (l -miyy, i — mis wk—e] + ffkwkdr) + Z fT;(N)wkdr}a.
Tg 4Dy 19

Uwzgledniajac dalej dowolnoéé statych &*, ¥, ¢ i zastgpujac §* przez i* otrzymujemy
Z (4.6) nastepujace prawa zachowania

dr [Z m”“] = Z T+ Zf‘“

ADy

@.7) [Z migeyy) = 3 T@vo+ Z Juwyn,

d (L L. . .
F[Z (—2-mu"uk+s)] = ZT,(‘N)u"+ kau]‘.
Dy 4D Do

Sa to odpowiednio prawa zachowania pedu, momentu pedu i1 energii. Wykorzystujac
zwigzek (4.3) i (4.2) prawa zachowania mozemy zapisaé w postaci

D s T+ fe=mik) = 0,
Dy

4.8) Z [(ZAT[/}( + fig— milp) iy + T[/;( Aapp) = 0,
Dy

D (AT +fi—miig) it — &+ T4 430 = 0.

Dy

Zwigzki (4.8) sa prawdziwe, gdy zbidr D, zastapimy jego dowolnym podzbiorem K z brze-
giem 0K. Ze zwiazkow (4.8) otrzymujemy wtedy nastepujaca lokalna postaé¢ praw zachowa-
nia

AAT+fi = mii,
4.9) T dawn =0,

E = T,?AAi‘k .
Prawa zachowania (4.7) i (4.9) wykazuja analogi¢ do odpowiednich zwigzkéw z klasycznej
teorii sprezystosci.
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5. Zasada prac wirtualnych

Niech dou* beda wariacjami postaci funkcji «*. Wariacje d,u* powoduja zmiang e
postaci energii wewngtrznej. W celu otrzymania zasady prac wirtualnych zauwazmy, ze

(5.1) doe = p"®0oY10 = T A 1" = A—A(TkAaouk)_j—A Ti'oout,
gdzie wykorzystano wzér (4.2). Oznaczajche = E(D,) oraz stosujac réwnania ruchu
Do

1 wykorzystujac zwigzek (4.3), z réwnosci (5.1) otrzymujemy

(5.2) 00 E(Do) = Z TM o+ Z (fi — mii) o u*.
4Dy Dy
Prawa strona réwnoéci (5.2) jest praca sit f; —mii, oraz sit T{™ na wirtualnych przemiesz-
czeniach §,u*. Natomiast wielko$é 8o E(Do) = O, p*"®8oy 10 przedstawia prace wirtualng
Do

sit wewnetrznych, tj. pracg sktadowych napiecia p*® na wariacjach skladowych odksztat-
cenia 0oy 4. ROWnanie (5.2) stanowi tres¢ zasady prac wirtualnych. Ma ona analogiczna
tres¢ jak odpowiednia zasada w klasycznej teorii sprezystoéei.

6. Twierdzenie o jednoznaczmosci

Wykazemy, Ze réwnania (2.4) rozpatrywane w przypadku quasi-statycznym, jeéli
maja rozwigzanie, to rozwiazanie to jest jednoznaczne, tj. dwa rozwiazania tego samego
problemu brzegowego réznia si¢ tylko o dowolne ruchy sztywne. Dla dowodu zatéZzmy,
e rozwigzanie nie jest jednoznaczne, tj. Ze istnieja dwa rézne od siebie pola przemieszczen

e i it*, ktére spetniaja rownanie (2.4) oraz warunki (2.5). Niech wigc przemieszczenia

u* spelniaja zwiazki:
©.1) Ap@Pdoi)+ 1 = 0,
(6.2) Npo= DT,

oD 4D,
a pole przemieszczen #* speinia ten sam ukiad réwnan
(6.3) An(@i?Api)+fi = 0,
6.4) ka - Z F.

oD 4Dy

* ~
Wprowadzajac oznaczenia u* = uk—itk, T = TM™M~TM™ i odejmujac stronami (6.1)
i (6.3) oraz (6.2) i (6.4) stwierdzamy, Ze przemieszczenia u* speiniaja jednorodny uktad
réwnan przemieszczeniowych

(6.5) /J_A(afx’pdwul) =0,

(6.6) DT =o0.

04D



O LINIOWYCH ZAGADNIENIACH TEORII SPREZYSTOSCI 73

Réwnania (6.5) odnosza si¢ do ciala dyskretyzowanego (D, &), w ktérego wnetrzu brak
sit f; 1 na ktérego brzegu wystepuja jednorodne warunki (6.6). Nalezy wykazal, ze we
wnetrzu ciata znikaja odksztalcenia y,4 i napigcia p®. Rozpatrzmy w tym celu prace

odksztatcenia D) p1®y 40 = D) TiA su*. Wykorzystujac zwiazki (4.2) oraz (4.3) otrzymujemy
Dy Dy

1 J—
(6.7) ZPA'D)’Aw = Z T{Muk— Z ATk,
Do DO

ADy

Wykorzystujac nastepnie (6.5) i (6.6) z réwnosci (6.7) mamy

D a5 = D) Ay oy, = 0.

Do DO

Skoro A4°T4 tworza funkcje dodatnio okreS§lona, przeto powyzszy zwiazek zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego d € Dy A'®"™ v 10yrs = 0. Po prawej stronie ostat-
niego zwigzku wyst¢puje energia sprezysta elementu E € &. Jest ona réwna zeru wtedy

tylko wtedy, gdy y.40 = 0, a to oznacza, Ze wektory przemieszczenia u(d), u(f,d) sa
ruchami sztywnymi (por. 2). W takim razie na mocy oznaczenia u = u—ii przemieszcze-
nia u i & réznia sie tylko o ruchy sztywne.

7. Twierdzenie o wzajemnoSci. Wzory Somigliany

Rozwazmy teraz dyskretyzowane ciatlo jednobiegunowe, ktore poddano dziataniu
dwu grup sit f; i f¥. Przemieszczenia oraz skladowe napiecia i odksztalcenia indukowane

przez te grupy oznaczymy odpowiednio u*, p1®, v 14, u*, pe, ¥ 10. Wykorzystujac réwnania

konstytutywne (2.3) mamy p®y,, = p?®y 1,. Podstawiajac zwiazki geometryczne 2.2)
i wykorzystujgc (4.2) mamy:

(7.1) ATy — A, TP = A (TFuY—uk A, THA.

Sumujac nastgpnie wielko§ci wystepujace w (7.1) po zbiorze D, oraz wykorzystujac
réwnania ruchu (4.5) w przypadku quasi-statycznym otrzymamy

(7.2) 2 TN + kaﬁ" = Z TEMr 4 Y ok,
4Do Do 4D, Do

Zwigzek (7.2) stanosi tre$¢ zasady Bettiego. Wprowadzajgc sity f*(do) = i, gdzie [ jest
ustalone oraz oznaczajac i#* = u{‘,)(do, d) mamy

(1.3) W(do) = D) fu®+ N (TOuO— Ty,

Dy 4Dy
gdzie T¥™(d,, d) sa spowodowane sila fi*(d,). Wzory (7.3) sa wzorami Somigliany w dy-
skretnej teorii ciat jednobiegunowych. Widzimy takze i tutaj petng analogi¢ do klasycznej
teorii sprezystosci.
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Peswome
JJUHEWHBIE 3ANAUM TEOPUU YIIPYTOCTHU JUCKPETU3NPOBAHHLIX TEJ

B paGote mano onpefeneHue OQHONOJIOCHOTO YIPYTOro Teja, ABJUILIETOCH YACTHBLIM CIIyUaent
JHUCKPETU3UPOBAHHOTO Tena. MCxoAs M3 OCHOBHOH CHCTEMbl YPAaBHEHHH, OMHCHLIBAIOLIMX [BHYKEHHE
OMCKPETU3HPOBAHHBIX TEJI, BHIBEAEHDI YPABHEHHMs [BMYKEHHA U ONpEAESIAIOIHE YPaBHEHNA JIMHEHHON
TE€OPHHM YIPYTOCTH OJHOIOJIOCHBIX AUCKPETH3MPDOBAHHBIX Tej. B pamikax 3Tol Teopuu chopmynupo-
BaHbI IIPHHLMIILI COXPAHEHHS] , IPUHIMIT BUPTYA/IbHBIX IIEpEMEILEHUI, TEOPEMa eAMHCTBEHHOCTH PeLIIEHHH
H Teopema B3auMHOCTy Bertu. JaeTcs Talioke IPOCTOi NpHMEP OLHOIOJIOCHOTO OHCKPETH3UPOBAHHOTO
Tena.

Summary
ON THE LINEAR PROBLEMS OF ELASTICITY OF DISCRETIZED BODIES

Monopolar elastic bodies are defined in the paper as a particular example of discretized bodies. Basing
upon the fundamental system of equations describing the motion of discretized bodies, the paper presents
the derivation of equations of motion and the constitutive relations of the linear theory of monopolar
discretized media. On the basis of that theory are formulated the conservation laws, the virtual work prin-
ciple, the theorem of uniqueness of solution and the Betti reciprocal theorem. A simple example of a mono-
polar discretized body is given.
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