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Metoda elementéw skonczonych stanowi jeden z najintensywniej rozwijanych dziatow
przyblizonego rozwiazywania zagadnien mechaniki. Znalazta wigc rownieZz zastosowanie
W mechanice gruntéw i mechanice gorotworu. Dlatego tez wydaje si¢ celowe przedsta-
wienie dotychczasowych wynikéw zastosowania tej metody do rozwiazywania probleméw
stawianych przez te dyscypliny.

W pracy RADHAKRISHNANA i REESE'A [120] przedstawiono rozwdj interesujacej nas
problematyki zasadniczo do roku 1970, przy czym autorzy ograniczyli si¢ tylko do litera-
tury anglosaskiej i japonskiej. Nasza praca stanowi wigc kontynuacj¢ i uzupetnienie
pracy [120].

Pracg podzielono na cztery punkty. W punkcie pierwszym przedstawiamy ogdlne
wyniki zastosowania metody elementéw skoriczonych do rozwiazywania zagadnien
mechaniki o$rodkéw ciagtych. Wydaje sig, iz zaprezentowane w tym punkcie prace mog-
lyby znalezé zastosowanie w mechanice gruntéw i mechanice gorotworu.

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do mechaniki gruntéw rozpatrujemy
w punkcie drugim.

Punkt trzeci po$wigcony jest mechanice gérotworu, natomiast w punkcie ostatnim
podajemy kilka uwag koncowych.

1. Zagadnienia ogélne

Metoda elementéw skoriczonych doczekala sie juz interesujacych opracowan mono-
graficznych [108, 149]. Pierwsza z nich ma charakter raczej matematyczny, natomiast
druga — inzynierski (por. [8, 80, 136)]. W pracach przegladowych [148, 153] przed-
stawiono histori¢ metody elementéw skonczonych, jej istote oraz mozliwosci zastosowania
do zagadnien mechaniki ciata odksztalcalnego (por. [83, 163]). Popularyzatorskie, a przy
tym interesujace ujecie metody elementéw skonczonych zaproponowat KisiEL [84al.
Oméwit on réwniez wady i zalety tej metody. Jako wady wymienia nastepujace fakty:
1) jest to metoda numeryczna, a nie analityczna, 2) z podzialem na elementy skonczone
nie mozna i§¢ zbyt daleko, 3) im bardziej ztozony problem, tym pamieé maszyny musi
byé wieksza.

Proste wprowadzenie do metody elementéw skoriczonych znalezé réwniez mozna
w pracach PAULSENA [114, 115, 116].
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W pracach [6, 7] rozwazono teori¢ metody elementéw skoriczonych i zagadnienie
zbieznoéci, przy czym autor wychodzi z twierdzenia o minimum energii potencjalnej
uktadu (metoda przemieszczen).

WUuUNDERLICH [141] jako punkt wyjscia przyjmuje zasade wariacyjng Reissnera (metoda
mieszana). Wéwczas naprezenia i przemieszczenia s3 zmiennymi niezaleznymi danego
zadania, tzn. traktujemy te wielkosci rownocze$nie jako poszukiwane niewiadome
(w metodzie przemieszczen niewiadomymi sa tylko przemieszczenia).

Teori¢ metody elementéw skornczonych rozwazono takze w pracy [1], przy czym autor
wychodzi z ogdlnych zasad mechaniki ciata odksztalcalnego.

Zwroémy uwage na fakt, iz jesli jako punkt wyjscia przyjmiemy twierdzenie o minimum
energii dopelniajacej, wéwczas niewiadomymi zadania sg naprezenia (metoda sif).

HobgGe [70] eksplikuje metodg elementéw skonczonych korzystajac z zasady prac
przygotowanych. Takie podejscie jest ogdlnigjsze od sposobdw poprzednich, tzn. metody
przemieszczeni, sil, badZ mieszanej, gdyz nie zalezy od fizycznych wlasnosci materiatu.

W pracy [122b] wykazano, Ze metode elemetdw skonczonych mozna traktowaé jako
przypadek szczegdlny tzw. metody rezidudw wagowych, z ktérym to problemem mamy
do czynienia przy przyblizonym rozwiazywaniu zagadnien brzegowych.

Podobienstwa i réznice miedzy metoda elementéw skofczonych a metoda réznic
skonczonych omowiono w artykutach [40, 41, 43, 135, 148].

Zwiazki pomigdzy metoda Bubnowa-Galerkina a metoda elemetéw skonczonych
rozwazono w pracach [74, 162].

Tensorowa interpretacje przemieszczeniowej metody elementéw skonczonych przed-
stawiono w [82]. MoriN [104] wykazal, ze wykorzystanie zapisu tensorowego pozwala
zastosowac bardzo ekonomiczng metode iteracyjng dla rozwiagzywania zadan nieliniowych.

Scisle matematyczne podejscie do metody elementéw skoficzonych zastosowano
w artykutach [13, 13a, 32, 33, 58, 64, 95, 103, 147, 151, 152]. Takie podejscie wymaga
uzycia aparatu analizy funkcjonalnej (np. przestrzeni Sobolewa).

Bardziej praktyczne rozwazania przeprowadzono w [91], gdzie zastosowano metodg
Bubnowa-Galerkina (szczegdlny przypadek metody reziduéw wagowych), w powigzaniu
z metoda elementéw skonczonych do uktadu liniowych réwan rézniczkowych o pochod-
nych czastkowych (por. [39]). Przypadkiem szczegdlnym tych réwnan sg réwnania pola
opisujace przepltyw gazéw lub cieczy (por. [9, 46, 73, 90, 123, 130, 134]).

Zagadnienia zwiazane z doborem elementéw skonczonych i funkeji aproksymujgcych
przedstawiono w pracach [12, 22, 25, 47, 51, 54, 85, 86, 109, 146, 158, 165].

Wzory na obliczanie sit wgztowych podano w [107, 113].

Formutujac dane zadanie w terminach metody elementéw skoriczonych nalezy uwzgled-
ni¢ sztywny ruch elementu. Problem ten rozwazono w pracach [62, 96, 149].

Problematyke¢ zwigzana z rozwigzywaniem na maszynach matematycznych rownan,
ktére otrzymuje sie przy stosowaniu metody elementéw skonczonych oméwiono w [10, 27,
28, 42, 59, 60, 65, 77, 89, 119, 122, 126].

Okazuje sig, iz przemieszczeniowej metodzie elementéw skorczonych odpowiada
analogon elektryczny wynikajacy z uogélnionego prawa Ohma [88]. Pozwala to na przejécie
od rozwazan mechanicznych do rozwazan elektrycznych (por. [3]).
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Przykiady zastosowania metody elementéw skonczonych do osrodkéw opisywanych
przez bardziej skomplikowane rownania Kkonstytutywne (np. materialdw nieliniowo-
-lepkosprezystych) podano w pracach [11, 19, 108, 110, 111, 121, 127, 128, 132, 166].

W pracach [13b, 112] przedstawiono uogdlnienie metody elemetéw skonczonych na
sprezyste osrodki mikropolarne.

HART i CoLLINS [68] rozwazyli uktad poddany obcigzeniom losowym. Po dyskretyzaciji
zagadnienia macierz otrzymanego ukladu réwnan oraz wyrazy wolne autorzy rozpatruja
jako funkcje pewnych zmiennych losowych, ktére w ogélnosci s skorelowane.

Na tym konczymy przeglad ogdlnej problematyki zwigzanej z metoda elementéw
skonczonych?). Zdajemy sobie sprawg z faktu, iz przeglad ten nie jest wyczerpujacy.
Ale jest on w zupelnosci wystarczajacy dla naszych celéw.

2. Mechanika gruntéw

2.1. Ogélne problemy zwigzane z zastosowaniem metody elementow skonczonych
w mechanice gruntéw przedstawiono w pracach [53, 57, 84, 94, 99, 133]. EISENSTEIN
[53] twierdzi, iz gtéwna przeszkodg w zastosowaniu tej metody jest posta¢ réwnan konsty-
tutywnych. Mianowicie zwiazki migdzy naprgzeniami i odksztalceniami w gruntach
zaleza od duzej liczby czynnikéw, a ponadto pierwotny stan naprezenia w gruntach jest
przede wszystkim wynikiem proceséw geologicznych. Sadzimy, Ze trudno$¢ pierwsza
objawia si¢ w tym, iz do rozwigzywania konkretnych probleméw potrzebna jest wigksza
pamieé maszyny matematycznej. Czg§ciowo mozna tego unikna¢ stosujac wigksze elementy
skoficzone, ale za to bardziej dokladna aproksymacje¢, np. za pomoca wielomianéw Her-
mite’a. Ponadto nie nalezy zapomina¢ o tym, iz do uzytku oddawane bgda maszyny o coraz
wiekszych mozliwosciach. Przegladajac prace amerykanskie zwigzane z zastosowaniem
programowania matematycznego do zagadnien optymalizacji konstrukcji (por. [128])
wysuneliémy wniosek, iz pod koniec lat siedemdziesiatych oddane zostang do uzytku
maszyny matematyczne, ktére pozwolg rozwigzywaé — oczywiscie numerycznie — nawet
bardzo skomplikowane zadania optymalizacyjne. Wydaje si¢, iz podobne stwierdzenie
mozna odnie$¢ do zagadnien mechaniki gruntdw i gérotworu.

2,2. Przedstawimy obecnie zastosowanie metody elementéw skonczonych do zagadnien
réwnowagi podioza.

MiLovi¢ [100] (por. takze [84, 97, 98]) przedstawitl numeryczne rozwiazanie zadania
o rownowadze statycznej, sprezystej, jednorodnej (izotropowej lub anizotropowej) war-
stwy o stalej grubos$ci H. Warstwa ta, w ukladzie wspdirzednych walcowych, zajmuje
obszar: 0 < z < H,0 <€ r € . Poddana ona jest obciazeniu réwnomiernie rozlozonemu,
okreslonemu w obszarze z =0, 0 < r € DJ2, przylozonemu do goérnej plaszczyzny
warstwy. Plaszczyzna dolna jest sztywnie utwierdzona. Zbudowano macierz sztywnosci
oraz program obliczen, ktéry zrealizowano na maszynie «IBM 360-40». Wyniki obliczes,
dla réznych wartoéci parametrow, przedstawiono w postaci wykreséw i tablic. W szczegdl-

b Scislejsze bytoby okreslenie «metody elementéw skoriczonych», gdyz istnieje metoda przemieszczen,
mieszana, itd.
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no$ci podano zalezno$¢ naprezen: promieniowego o, i normalnego o, wzdluz osi symetrii,
od réznych wartosci parametru H/D. Parametr ten przyjmowal wartosci: 1,00, , 2,00,
3,00, co. Obliczenia przeprowadzono dla dwu wartosci wspéiczynnika Poissona u: 0,23,
0,30. Parametr » = E,/E,, charakteryzujacy anizotropi¢ materiatu, prZyjmowal wartosci:
0,25, 0,50, 1,00, 2,00; gdzie E,, E;, oznaczaja odpowiednio modul sprezystosci w kierunku
pionowym i poziomym.

Podano wykres przemieszczen pionowych w(0,0) [punkt (0,0) oznacza poczatek uktadu
wspotrzednych] w zaleznosci od parametru H/D, dla p = 0,15, 0,25, 0,30, 0,40, 0,45.
Obliczenia wykazaly, ze anizotropia wplywa na znaczny wzrost naprezen o, w utwier-
dzonej plaszczyznie z = H.

W pracy [63] rozwigzano zadanie o ptaskim stanie odksztalcenia w sprezystej warstwie,
spoczywajace] na nieodksztalcainym podtozu. Przemieszczenia w plaszczyznie kontaktu
sa rowne zeru. W pierwszej czgsci pracy, przy pomocy szeregéw Fouriera, rozwigzano
zadanie o przemieszczeniach. Natomiast w drugiej czgsci pracy, wykorzystujac metode
elementéw skorficzonych, wyznaczono napre¢Zenia w warstwie. Wyniki obliczen, podane
w postaci tablic i wykresow, przedstawiaja zalezno$é poszukiwanych wielkosci od wspot-
czynnika Poissona, grubosci warstwy i wymiaréw obszaru, na ktéry dziala obcigzenie.

W pracy [102] rozwazono nastgpujace zadanie: nieodksztatcalne pasmo poddane jest
dziataniu sily nachylonej pod pewnym katem, pasmo to spoczywa na spreZystej warstwie,
ktéra z kolei lezy na nieodksztalcalnym podiozu (czyli osrodek tréjwarstwowy). Sprezysta
warstwe zamieniono przez prostokatne i tréjkatne elementy skofczone. Zbudowano macierz
sztywnosci. Otrzymano przyblizone wzory na okreslenie naprezen kontaktowych i prze-
mieszczen pasma w zaleznosci od grubosci warstwy sprezystej i kata nachylenia sity dzia-
fajacej na pasmo.

Zagadnienie rozkladu naprezen i odksztalcen w gruncie (bedacym pélprzestrzenia)
poddanym dziataniu nieruchomego lub ruchomego obcigZenia w postaci kotowego stempla
rozpatrzono w pracy [l17]. Stempel moze by¢ sztywny lub odksztalcalny. Rozwazono
zaréowno liniowo-sprezysty, jak i nieliniowo-sprezysty material polprzestrzeni. W tym
drugim przypadku zalezno$¢ migdzy naprezeniami i odksztalceniami przyjeto na podstawie
wynikéw badan doswiadczalnych. Otrzymano pewna rozbiezno$é wynikéw numerycznych
w poréwnaniu z laboratoryjnymi rezultatami pomiaru naprezei. Réznice te, zdaniem
autorow, spowodowane sa bledami, jakimi obarczone sa do$wiadczenia. Stwierdzono
ponadto, iz korzystajac z metody elementéw skoriczonych, mozna stosunkowo latwo
uwzgledni¢ nieliniowos¢ zaleznosci naprezenie-odksztalcenie, jak i ztozone warunki
brzegowe.

Desal [44] réwniez rozwazy! nieliniowa zalezno$¢ pomigdzy naprezeniami a odksztal-
ceniami. Konstruuje on rozwiazanie przyblizone stosujac metode elementéw skonczonych
w powiazaniu z funkcjami typu spline (por. [93a, 153a, 159)].

Obliczenia naprezen w lessowym gruncie, przy zastosowaniu metody bedacej kombi-
nacja metody réznic skonczonych i elementéw skonczonych, dokonano w [164].

THOMAS i ARMAN [129] zbadali stan naprezenia i odksztalcenia w podiozu torfowym.
Dane doswiadczalne poréwnano z wynikami obliczen otrzymanych przy zastosowaniu
metody elementéw skonczonych i uwzglednieniu geometrycznej nieliniowoéci. Obliczenia
numeryczne przeprowadzono metoda przyrostéw przy linearyzacji zadania, tzn. na kazdym
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etapie zwigksza si¢ obcigZenie o pewna mozliwie mala warto$¢. Istnieje réznica pomigdzy
rozwigzaniem tradycyjnym, otrzymanym na bazie wzoru Boussinesqa, a rozwiazaniem
podanym w pracy.

W pracy [72] HOEG rozwazyl zachowanie si¢ sprezysto-plastycznego o§rodka glinia-
stego (por. [37]). Stosuje on réwnania klasycznej teorii plastycznego plynigcia przy
uwzglednieniu «rozmigkczenian (softening). Wykorzystujac metodg¢ elementéw skonczo-
nych autor okreslil krzywa przedstawiajaca zalezo$¢ migdzy napreZeniami a odksztal-
ceniami oraz wyznaczy! nosnoé¢ graniczna kolowego podtoza. W dyskusji [87a] oponenci
krytykuja przyjety model. Twierdza oni, iz model powinien uwzglgdniaé zmiang objgtosci
w czasie plastycznego plynigcia materiatu, czego jednakze klasyczne teorie plastycznosci
nie opisuja.

Zagadnienia zwiazane z oddzialtywaniem podioze-uklad (np. budynek) przedstawiono
w pracach [4, 5, 23, 34, 42a, 67, 81, 101, 118, 122a, 160].

2.3. Mozliwosci zastosowania metody elementéw skonczonych do analizy nawierzchni
drég rozpatrzono w pracach [2, 14, 131, 137, 139].

AGARWAL i HuDsoN [2] podali wyniki do$wiadczen laboratoryjnych przeprowadzonych
na plytach aluminiowych spoczywajacych na specjalnie przygotowanym gruncie gliniastym,
zawartym w skrzynce, celem wywotania przestrzennego stanu naprezenia. Przedstawiono
zwiazek migdzy osiadaniem podloZa a naprezeniami w plycie. Wyniki badan poréwnano
z rezultatami obliczen plyt (metoda elementéw skonczonych) przy zalozeniu hipotezy
Winklera o podlozu,

W pracy [131] rozpatrzono wplyw zmian wilgotnosci oraz temperatury gruntu i warstw
nawierzchni drogowej na tworzenie si¢ podtuznych szczelin w nawierzchni. Podano war-
toéci naprezen rozciagajacych w nawierzchni asfaltobetonowej, spowodowanych tymi
zmianami. Wartosci te obliczono na maszynie matematycznej, po uprzednim zastosowaniu
metody elementow skonczonych.

WANG, SARGIOUS, CHEUNG [139] okreslili wielkosé normalnych naprgzen kontaktowych
pomiedzy prostokatna plyta a jednorodna pdiprzestrzenia. Ponadto okre§lono przemiesz-
czenia pionowe plyty wywolane dzialaniem obciazenia réwnomiernie rozlozonego na kole.

W pracy [137] podano poréwnanie rezultatéw badan doswiadczalnych z wynikami
obliczen. Mianowicie przeprowadzono badania nawierzchni drogowej skladajacej si¢
z warstwy gruntu piaszczysto-gliniastego wzmocnionej 3 lub 6-procentowa zawartoscig
cementu, poddanej dzialaniu obciazen powtarzalnych. Stwierdzono, Ze zmierzone napre¢-
Zenia i przemieszczenia zagadzaja si¢ z wynikami obliczen otrzymanych na podstawie roz-
wiazan teorii sprezystosci dla warstwowej pélprzestrzeni oraz z rezultatami obliczen
otrzymanych przy zastosowaniu metody elemetéw skonczonych.

Teoretyczne, oparte na metodzie elementéw skonczonych, jak i do§wiadczalne badania
nawierzchni poddanej obciazeniu impulsowemu przeprowadzit BARKSDALE [14].

2.4. Zastosowanie metody elementéw skoriczonych do obliczania zapér przedstawiono
w pracach [29, 53, 133a, 154, 155, 161, 167, 168], natomiast tuneli — [38]. Podkre§lono
konieczno$é¢ uwzgledniania odksztalcalno$ci podloza [133a, 167], jak i efektéw reolo-
gicznych [161].
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2.5. W pracach [30, 43a, 55, 61, 76, 123, 142, 143, 144] rozpatrzono zastosowanie
metody elementéw skoficzonych do zagadnied konsolidacji, czyli przyplywu plynu przez
o$rodki porowate. Interesujace wydaja si¢ ujecia wariacyjne, ktére pozwalaja na stosun-
kowo latwe sformulowanie problemu konsolidacji w terminach metody elementéw skofi-
czonych. W cyklu artykutéw [142, 143, 144] sformulowane zostaly zasady wariacyjne —
dla tréjwymiarowej konsolidacji — przy nastgpujacych zatozeniach: 1) grunt (szkielet)
jest niejednorodny, anizotropowy i zachowuje si¢ sprezyscie, 2) pory wypetnione sa nie-
$cisliwg ciecza (woda), 3) deformacja szkieletu nie zalezy od ci$nienia wody, lecz wylgcznie
od naprezen efektywnych, 4) przeptyw wody odbywa si¢ zgodnie z prawem Darcy’ego.
Podano szczegétowo sformutowanie w terminach metody elementéw skonczonych (czyli
rozwigzanie przyblizone). Rozwazania ogdlne zilustrowano na kilku przyktadach (konsoli-
dacja jednowymiarowa, osiowo-symetryczna).

Korzystajac z dynamicznej teorii konsolidacji Biota, w pracy [61] przedstawiono
wariacyjne sformulowanie problemu. Nastgpnie dokonano dyskretyzacji zagadnienia
stosujac metod¢ elementdw skonczonych. Podano przyklady obliczen numerycznych dla
polprzestrzeni.

3. Mechanika gorotworu

3.1. Ogdlna problematyke zwiazang z zastosowaniem metody elementéw skonczonych
do mechaniki goérotworu przedstawiono w pracach [31, 79, 79a, 79b, 94a, 125, 125a,
133, 150].

MARTINETTI i RIBACCHI [94a] przedstawili zagadnienia, ktére rozwazano na II Kon-
gresie Miedzynarodowego Towarzystwa Mechaniki Gorotworu, Kongres ten odbyl sie
w dniach 21—26 wrze$nia 1970 roku w Belgradzie. Ot6z na kongresie tym omowiono
rowniez metody obliczen w mechanice gérotworu. Podkreslono, iz nalezy wigcej uwagi
poswiecié metodzie elementéw skonczonych.

STEPHANSSON [125a] omawia tre$¢ osmiu prac doktorskich zrealizowanych na Uniwer-
sytecie Uppsala w Szwecji. W jednej z nich przedstawiono mozliwosci zastosowania metody
elementéw skonczonych do analizy proceséw tektonicznych. Inna praca omawia zastoso-
wania tej metody do zagadnien stabilno$ci wyrobisk.,

W pracy [150] przedstawiono model osrodka blokowo-warstwowego, a wige takiego
z jakim mamy do czynienia w gérotworze szczelinowatym. Rozwazono mozliwosci stoso-
wania metody elementéw skonczonych.

W monografii JAEGERA i Cooka [79a], po$wigconej podstawom mechaniki goro-
tworu, rozpatrzono réwniez metode elementéw skonczonych (rozdz. 10). Podkreslono
zalety tej metody wyrazajace si¢ w: 1) mozliwosci rozpatrywania ukladéw o nieregular-
nych brzegach, 2) tym, ze sily masowe i powierzchniowe mogg byé zmienne, 3) fakcie,
ze material moze posiadaé wlasnosci reologiczne lub plastyczne, 4) mozliwosci uwzglgd-
nienia tarcia migdzy blokami skalnymi (na powierzchniach uskoku).

W pracy [31] (por. [79b]) podano sformulowanie macierzy sztywnosci dla oérodka
liniowo-sprezystego. Podano ogdlny schemat programu rozwiazujacego podstawowy
uktad réwnan liniowych jaki otrzymuje si¢ w tym przypadku.
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W pracy [79b] autorzy niestusznie twierdza, iz metoda elementéw skoriczonych jest
szczegdinym przypadkiem metody réznic skonczonych. Jest akurat na odwrdt: metoda
réznic skonczonych jest szczegélnym przypadkiem metody elementdw skonczonych.

3.2. Rozpatrzmy obecnie prace poswigcone zagadnieniom okre§lania naprezen i od-
ksztalcen wokdét wyrobisk gorniczych, otwordw strzelniczych i tuneli.

BarLA [15] rozwiazat statyczne zadanie o koncentracji naprezen wokot pojedynczego
wyrobiska w masywie gruntu. Wyrobisko znajduje si¢ na skonczonej odlegltosci od po-
wierzchni swobodnej. Przyjeto model ciala liniowo-sprezystego, izotropowego oraz ptaski
stan odksztalcenia. Przedstawiono rozwiazania numeryczne dla wyrobisk o ksztalcie:
okregu, elipsy, kwadratu, prostokata i prostokata o jednym boku w postaci tuku okregu.
Tenze autor [16] (por. [75, 79]) przedstawil rozwiazania numeryczne dla koncentracji
naprezenn wokdt wyrobiska znajdujacego si¢ w nieograniczonym spre¢zystym osrodku
warstwowyn,

Duns i BUTTERFIELD [49] (por. [48, 50]), stosujac metode elementdw skonczonych,
przedstawili rozwiazanie zadania o oddzialywaniu fal harmonicznych, rozchodzacych sig
w gruncie, z nieskonczenie dtugg powloka walcowa o skoficzonym promieniu. Powioka ta
znajduje si¢ w gruncie na skonczonej glebokosci. Przyjeto, ze otaczajacy powlok¢ grunt
jest o$rodkiem liniowo-sprezystym. Stosujac metode elementéw skonczonych podano
przejscie od rownan rézniczkowych do rownan algebraicznych. Podano przykiad licz-
bowy.

W pracy [21] przedstawiono zastosowanie metody elementéw skonczonych do obli-
czania rozkladu naprezen w osrodku sprezystym ostabionym kilkoma réwnoleglymi
wyrobiskami.

WINKEL, GERSTLE, Ko [140] rozpatrzyli zagadnienie obliczania napre¢zen i odksztalcen
wokot wyrobisk w o$rodkach modelujacych sole. Przyj¢to, iz osrodek taki jest sprezysto-
-lepkoplastyczny. Przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych podano algorytm
rozwigzywania zadan brzegowych dla ptaskiego stanu odksztalcenia.

Analize podziemnych wyrobisk, przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych
i kryterium réwnowagi granicznej Coulomba przedstawiono w [138] (por. [57]).

HeuzE, GOODMAN, BORNSTEIN [69] (por. [35]) analizuja mozliwoéci uwzglednienia
szczelinowato$ci skal przy okreélaniu naprezen wokét otwordw wiertniczych. Rozwa-
zono dwie metody: 1) «zaburzenia szczeliny» (joint perturbation) i 2) «zerowego rozcia-
gania» (no-tension). Metoda «zerowego rozciggania» uwzglednia fakt, iz praktycznie
rzecz biorac, wytrzymalo§¢ skal szczelinowatych na rozcigganie jest zerowa. Podano
istot¢ tych dwu metod oraz wyniki obliczeri numerycznych (por. [78a]). Obydwie te metody
daja wyniki podobne, natomiast istnieje znaczna rozbiezno$¢ w poréwnaniu z wynikami
otrzymanymi przy zalozeniu, Zze o$rodek jest liniowo-sprezysty.

W pracy [18] przedstawiono wyniki obliczen napr¢zen i odksztalcen wokoi tunelu
kotowego o $rednicy 8 m przeprowadzonego na gigbokosci 500 m (por. [87]). Przyjeto
plaski stan odksztalcenia. Rozwazania przeprowadzono dla dwu przypadkow.

W przypadku pierwszym traktuje si¢ osrodek jako kontinuum sprezyste, natomiast
w drugim jako szczelinowaty. W tym drugim przypadku autorzy méwia o «pseudopla-
stycznym diskontinuum.
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Dla oérodka szczelinowatego przyjeto, iz szczeliny tworza jedna rodzing, okreslona
przez réwnolegte plaszczyzny. Podano wyniki obliczen dla nastepujacych wartosci kata
nachylenia szczelin do poziomu: 30°, 45°, 60°, 90°. Wyniki w obydwu przypadkach, tzn.
dla kontinuum w poréwnaniu z «diskontinuum», znacznie si¢ rézniz. Omdwiono takze
problem stabilno$ci wyrobisk (por. [124, 145]).

3.3. Zastosowanie metody elementéw skonczonych do obliczania filaréw przedsta-
wiono w pracach [21a, 52].

EpwarDSs [52] badat stan napregzenia i odksztatcenia filaréw w warunkach laborato.
ryjnych jak i rzeczywistych. Wyniki numeryczne otrzymano stosujac metodg elementow
skonczonych. Badania laboratoryjne przeprowadzono metoda polaryzacyjno-optyczna.
Jesli eksploatacja prowadzona jest w okreslonych warunkach to wyniki zaréwno nume-
ryczne jak i laboratoryjne wykazuja obecnos$¢ znacznej koncentracji naprezen w filarach.
Badano takze wptyw podsadzki oraz sposobéw wybierania filaréw na panujacy w nich
stan napreZenia.

Przeprowadzono pomiary naprgzen i odksztalcen w warunkach naturalnych. Czas
trwania pomiaréow wynosil péftora roku. Stwierdzono rozbiezno$é¢ pomiedzy wynikami
laboratoryjnymi a wynikami otrzymanymi w warunkach naturalnych.

3.4. W pracach [24, 26, 45, 92, 106] przedstawiono zastosowanie metody elementéw
skonczonych do analizy probek cylindrycznych. I tak celem pracy [106] bylo otrzymanie
informacji odno$nie wplywu tarcia na koncach probki poddanej $ciskaniu oraz wptywu
wspotczynnika Poissona na tworzenie si¢ szczelin w materiatach skalnych (por. [24, 26,
45)).

Lucks, CHRISTIAN, BranDow, HoOEG [92] badali na specjalnym urzadzeniu, prébki
cylindryczne poddane §cinaniu i §ciskaniu. Obcigzenie jest tak przylozone, iz otrzymuje sig
niesymetryczny rozktad naprezen wzglednie osi probki. Analiz¢ numeryczng tréjwymia-
rowego stanu naprezenia przeprowadzono stosujac metodg elementéw skonczonych.
Podano wykresy rozkladu naprezen dla réznych przekrojéw prébki.

3.5. GoLDIN i TroickI [156] okreslili stan naprezenia i odksztalcenia u podstawy i kra-
wedzi bocznych skalnego kanionu.

W pracy [56] rozpatrzono zagadnienie obliczania podziemnych tam zaporowych
zabezpieczajacych wyrobiska przed zatopieniem.

Mozliwoéci zastosowania metody elementéw skorniczonych do zagadnien kotwienia
przedstawiono w pracach [36, 71].

NAIR [105] przeprowadzil obliczenia przemieszczen powierzchni na terenie objetym
eksploatacja gérnicza. Wyniki obliczen osiadania niecki przedstawiono w postaci wykreséw.

Weiskanie stempla betonowego w oérodek szczelinowaty przedstawit MaLINA [93].
Podano istote sformulowania uwzgledniajagcego warunek graniczny Mohra i wplyw tar-
cia miedzy blokami skalnymi.

BARTH [17] przedstawit obliczenia kawerny, w ktdrej znajdowaé si¢ bgdzie hala maszyn
podziemnej sitowni. Obliczenia przeprowadzono stosujac tréjkatne elementy skonczone
o siatce zaggszczonej w poblizu konturu.

Zastosowanie metody elementow skonczonych do zagadnien kruszenia (drobnienia)
przedstawiono w [78]. Kruszenia dokonuje si¢ stosujac materiaty wybuchowe.
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4. Uwagi koncowe

Wydaje sie, iz w masie prac poswigconych zastosowaniu metody elementéw skonczo-

nych do zagadnien mechaniki ciata stalego, problemom mechaniki gruntéw i mechaniki
gérotworu poswigcono zbyt mato uwagi. Stan ten wynika migdzy innymi ze ziozonosci
probleméw. Nie sa nam znane artykuly, w ktérych stosowano by metod¢ elementéw
skonczonych do zagadnien tgpania.

Istniejace prace z dziedziny mechaniki gruntéw i1 mechaniki gérotworu, ktérych prze-

gladu dokonalismy, majg raczej charakter inzynierski, praktyczny. Dlatego teZz nie prze-
prowadzono w nich analizy blgdow i nie rozwazono zagadnienia zbieznosci. Nalezy tutaj
podkresli¢, iz istnieja juz teoretyczne opracowania tych zagadnien dla kontinuum mater-
ialnego (porownaj np. [108]).
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Pesome

METOJX KOHEYHbBIX 3JIEMEHTOB B MEXAHUKE 'PYHTOB
M B MEXAHMKE I'OPHbIX MACCHBOB

B paGorte naH 0630p HOBEHIIMX paGoT, MOCBALUEHHLIX IIPHMEHEHHAM METOMa KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB

K 3amavaM MEXaHHKH IPYHTOB H MEXaHMKH TOPHbBIX MaCCHBOB.

Summary

FINITE ELEMENT METHOD IN SOIL AND ROCK MECHANICS

The paper presents a review of recent achievements in the field of application of the finite elements

method to the problems of soil and rock mechanics.
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