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W pracy [1] BoroTow otrzymat uogdlniona forme¢ zasady najmniejszego skr¢powania
dla ukiadéw z wigzami holonomicznymi i anholonomicznymi pierwszego rzedu podda-
nych dziataniu sit impulsowych.

W niniejszej pracy uogdlniong zasade najmniejszego skrgpowania rozszerza si¢ na zja-
wisko udaru w ukladach typu Czetajewa-Przeborskiego.

1. W pracy BoLotowa [1] uogélniona zasada najmniejszego skrgpowania dla ukladu n
punktéw materialnych przy dzialaniu na nie sit impulsowych posiada postaé

3n 3n
(1.1) Zml(kid_kib)z < /V‘ mi(Xis—Xi5)%,
i=1 i=1
gdzie X4, Xy, X;5 — rzuty predkosci punktéw ukladu po udarze w ruchu rzeczywistym (d),
czgdciowo zwolnionym z wigzéw (0) i mozliwym (0).

Udar w ukladzie zachodzi albo pod wplywem dzialania zewngtrznych impulséw uda-
rowych, lub pod wplywem naglego natozenia nowych wigzéw (holonomicznych lub
anholonomicznych pierwszego rzedu) lub wskutek wspdlnego dzialania obu tych czynni-
kow. Dowdd prawdziwoéei zwiazku (1.1) w pracy BorLoTowa [1] oparty jest na dwdch
zalozeniach:

1. przemieszczenia mozliwe danego ukladu zawarte sa w zbiorze mozliwych przemiesz-
czeri ukladu czgSciowo wyzwolonego z wigzéw,

2. istnieja mozliwe przemieszczenia punktéw ukladu, proporcjonalne do réznicy
predkosei po udarze w ruchu rzeczywistym (d) i mozliwym (9).

Przy okresleniu przemieszczen mozliwych wedlug CZETAJEWA i PRZEBORSKIEGO, te
dwa warunki sg spetnione, a wigc zwigzek (1.1) bedzie prawdziwy i dla ukladéw z nie-
liniowymi wigzami pierwszego rzedu.

Mamy ukiad »n punktéw materialnych u; z masami m;. Zakladamy, ze do udaru uklad

miaf nalozone idealne, w ogélnym przypadku nieliniowe, anholonomiczne wigzy pierwsze-
go rzedu

(1'2) fJ(t’x"’zi’yi’xi’.i"i,éi,)=0 (j=l,2,---,n, i=112,-"’n)

(nie wyklucza sig, Ze niektére z tych wiezéw bedg liniowe, anholonomiczne lub holono-
miczne).
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Udar spowodowany jest zewngtrznymi impulsami udarowymi S; (4;, B;, C;) i momen-
talnym natozeniem nowych wigzdw, ktére zachowuja si¢ przy pozniejszym ruchu ukfadu.
Wsrdd tych wigzow sg idealne holonomiczne jednostronne wiezy

(1.3) e, XY,z 20 (vp=1,2,...,p, i=1,2,..,n)

I idealnie anholonomiczne pierwszego rzgdu w ogdélnym przypadku nieliniowe, jedno-
stronne wiezy

(1.4) wlt, ¥, yi,zi, X, i, z) =20 (A=1,2,...,1,i=1,2, sy 7).

Przez ruch czgéciowo wyzwolony begdziemy rozumie¢ ruch ukladu pod dzialaniem
zewnetrznych impulséw udarowych S; i przy naltozeniu nowych wiezéw (1.3), (1.4) jak
w ruchu rzeczywistym, lecz pod warunkiem wstgpnego wyzwolenia uktadu od dowolnej
liczby wiezéw (1.2).

Zgodnie z zasada D’Alemberta-Lagrange’a dla sit impulsowych mamy

(1.5) 2 LAimi(Xia— Xi0)] 6x; + [Bi — mi(Pia— Yio) Oyil + [Ci— my(zia— Zio)) i,
i=1

gdzie X4, Vio, Zio — rzuty predkosci punktéw ukladu do udaru,
Xia» Via» Zig — rzuty predkosci rzeczywistych punktéw ukfadu po udarze,
Ox;, 0y;, 0z; — rzuty mozliwych przemieszczen punktéw uktadu poczas udaru.
Mozliwe przemieszczenia rozpatrywanego ukiadu wediug CzETAJEWA [2] i PRZEBOR-
SKIEGO [3] okreslone sa zwiazkami

2 = + + = =1,2,...,k),

(1.6) < (6 .'6 B9, _ 5y 6 .62, (J 22, .., k)
\ ' { 0, O, op,

(1.7) ‘_}-l (_6_v, ox; + By, -dyi+ oz, 62) = »=1,2,...,p),
% 0w, oy, oy

(1.8) 2 (6'.- 6x+6,6 +8 ozi) =0 (A=1,2,...,D).

i=1

Dla ruchu czgéciowo wyzwolonego zasada D’Alemberta-Langrange’a przyjmie postac:

(1.9) Z (41— mi(X19— Xi6] 0x; + [Br—11:(J1— yi0)1 0y + [Ci — m(zio— 210)] 971,
iz

gdzie X;y, ¥is, Zio — rzuty predkosci punktéw ukfadu po udarze w ruchu czgéciowo wy-
zwolonym, dx;, dy;, 8z; — rzuty przemieszczen mozliwych punktéw uktadu czgéciowo
wyzwolonego.

Poniewaz dla uktadéw typu Czetajewa—Przeborskiego mozliwe przemieszczenia
danego uktadu znajduje si¢ wiréd mozliwych przemieszczen ukladu czgsciowo wyzwolo-
nego, to réwnanie (1.9) przyjmie postac

(110) D (A= mi(ig— %10) 0+ [Bi— (1o — yio)10ys + [Ci— milCiio— 10)] 0z = 0.

i=1
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Odejmujac réwnanie (1.10) od rownania (1.5) otrzymamy:

(1.11) D milGio = %ia) 0%+ (Fio— Jia) 09+ (21— i) 02] = 0
=1
Udowodnimy, ze istnieja mozliwe przemieszczenia uktadu podczas udaru, proporcjonalne
do réznicy predkosci punktdw uktadu w ruchu rzeczywistym i mozliwym.
Zapiszemy warunki, ktére spetniaja predkosci punktéw uktadu po udarze w ruchu
rzeczywistym i mozliwym. Je§li w ruchu rzeczywistym uktadu w koncu udaru stabnie
jakikolwiek z wigzéw (1.3), to wielkos¢

_ ey NG Py Oy
(112) ﬂv - (3[ + — ( x"xld+ a} y|d+ az nl )
ktéra BorLotow [1] nazywa predkoscia oslabiania wigzéw, nie moze by¢é ujemna [4]:

B =0
Jesli stabnie w koncu udaru jakikolwiek z wigzéw (1.4), to predkosci w chwili, kiedy
uklad odrzuca wiez, speiniaja warunek [4]

(1.13) Yot Xiy Vis Zis Xia, Vias Za) = 0.

Bedziemy rozpatrywaé tylko takie mozliwe ruchy, w ktérych predkosci ostabiania wigzow
(1.3) beda réwne takim samym predkosciom w ruchu rzeczywistym. Dla takich ruchow
mozliwych predkosci spetniaja nastgpujace warunki:

apy Z 2 6<P Op,. \ _
(1.14) T + i (gx—‘_\’i )’ns+73—i—zns = B,
(]15) 1/)}(’ Yn)n-‘n-:éa,itﬁ’éiﬁ):o'

Odejmujac odpowiednie zwiazki (1.14) 1 (1.15) od zwiazkdéw (1.12) i (1.13) otrzymujemy:

Y0 v
(1.]6) %J ai (Azd 16)+>‘ ()’.d y16)+ (Zld 16) = 0’
(1.17) alt, Xiy Yis Ziy Xia, Vias Zia)) = (8, Xi, Vis Ziy Nig, Vis» Zis) = 0.

Rozkladajac funkeje v,(¢, X;y:iziXia, Via» Zia) Da réznice Xiy— X35 Yia— Vis» Zia— Zis, | O8ra-
niczajac si¢ do czlondéw pierwszego rzgdu odnosnie tych rdznic —z réwnosci (1.17)
otrzymamy

0
(1.18) a””- g ) + 22

i=1

ay (y:d y16)+ (Zxd uS) = 0.

Jedli chodzi o wiezy dwustronne (1.2), ktére byly nalozone na uklad do udaru i ktére
pozostaja w czasie udaru, to dla nich widocznie spetnia si¢ warunek

3
afl ()’.a y16)+ f (zrd 216) = 0.

(1.19) Z’; (¥ig—Fis) +

i=
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Poréwnujac warunki (1.16) z warunkami (1.7), warunki (1.18) z warunkami (1.8), wa-
runki (1.19) z warunkami (1.6) wnioskujemy, ze

(1.20) Ox; = k(Xu—Xi), ovi = k(Via—Yis), 0z; = k(Ziu—2i5)

(k — dowolny wspodtczynnik dodatni), co oznacza istnienie mozliwych przemieszczen
podczas udaru, proporcjonalnych do roznic pregdkosci punktéw ukladu po udarze w ruchu
rzeczywistym i mozliwym.
Na podstawie zwiazku (1.20) réwnanie (1.]1) zapiszemy w postaci:
ny
Z n[(Yig = Xia)(Xia — Xi5) + (Pio = Via) Pia— Yis) + (Zio — Zua) (Zia— Zis)] = 0.
i=1

Skad otrzymamy
(1.21) Ty = T5o—Tsa,

gdzie Ty = 5 Zm,-[(.\',-d—x,-o)2+ (Pia—Vis)* + (Zia— Zi3)?] odchylenie ruchu rzeczywistego
i=1
uktadu po udarze od ruchu czgéciowo wyzwolonego.
Tso 1 T54 — okresla si¢ analogicznie. Ze zwiazku (1.21) wynikaja dwie nieréwnosci

(1.22) T < Tss,
(1.23) Tsa < T,

z ktérych pierwsza wyraza uogdlniona zasade najmniejszego skrgpowania, a druga —
twierdzenie CZETAJEWA [2] dla udaru.
2. Na podstawie nieréwnos$ci (1.22) i (1.23) moZna otrzymaé zwiazek migdzy energiami
kinetycznymi w (d), (9) i (¢) — ruchach po udarze.
Dodajac nieréwnosci (1.22) i (1.23), podstawiajac otrzymane nieréwnosci do wzordw
na Ty, T4, Ts5p — otrzymamy
3n 3n 3n
@2.1) N mGa— i) 4 ) milGa— 50t <2 ) mixig— xi)?.
i=1 i=1 i=1{
Wprowadzajac energi¢ kinetyczna dla ruchu rzeczywistego mozliwego i wyzwolonego
1 oznaczajac je odpowiednio T}, Tj, T,, nierdwnosé (2.1) zapiszemy w postaci

3n 3n
T;,+T | N’ . .. . oL, .
(22) Td < - g D) 0- + 7[ > I”,‘.Y,'()(X,'d - x,'(;) + Y:I m,-.\‘,-a(.\‘,-d—— xia)] .

i=t i=1

Sumy w nawiasach kwadratowych w ostatniej nieréwnosci maja okreSlony sens me-
chaniczny.

Rozpatrzymy pierwsza sumg. Wchodzace w nig réznice mozna uwazal za prze-
mieszczenia mozliwe. Wowczas suma ta bedzie miala postaé

3n

(23) ZIN;,'V,") lsx,'.

i=1
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Zgodnie z réwnaniami teorii udaru

(2.4) mXy, = Ai+ R +mix,, (=1,2,...,3n),

gdzie x;, — rzuty predkosci punktéw uktadu do udaru, a R, — rzut impulséw sit reakcji
uktadu czesciowo wyzwolonego. Dlatego sumg (2.3) mozna zapisa¢ w postaci

3n

2.5) Z iy O = ) (At R2) St ) misisg O,

l—l l 1

Poniewaz wiezy sa idealne, a mozliwe przemieszczenia danego ukladu mieszcza si¢ wérod
mozliwych przemieszczen ukladu czgéciowo wyzwolonego

ZRf) 8ui = 0,

to rownanie (2.5) przyjmie postac

_‘ S

3n kY 3n
(26) Z m,'j','() 6x| = ‘L 1(5x;+2m,-k,-o 6xi.
i=1 i=1

i=1

Rozwazymy druga sume, wchodzaca w sktad nieréwnosci (2.2)

3n
Zmikid(kld_kld)'
i=1
Z réwnan teorii udaru mamy
@.7 my(%iq— %) = RE-9,

gdzie R~ —rzuty impulséw reakcji wigzéw odrzuconych przy czg§ciowym wyzwoleniu
ukladu. Biorac pod uwage zwiazki (2.6) 1 (2.7), nieréwno$¢ (2.2) przedstawimy w postaci

3n 3n n
Ts+ T, 1 \ | Y v,
(2.8) T, < 76;vo+7[ \: Aib+ > m;Xio O+ E xiaR,‘-f“’)].
=1 i=1 i=1 ’

Jesli do udaru predkosci punktéw ukladu byly réwne zeru, to powyZsza nieréwnos$¢
przyjmie postaé

TP |

to znaczy, Ze energia kinetyczna ukladu po udarze jest mniejsza od potowy sumy energii
kinetycznych ruchu wyzwolonego i mozliwego, zwigkszonych o polowg sumy pracy wir-
tualnej zewngtrznych impulséw udarowych i pracy impulséw sif reakcji wigzéw odrzuco-
nych, wykonanej na predkoséciach ruchu mozliwego.

Kiedy udar w ukladzie wystepuje tylko wskutek nalozenia nowych wigzéw, to ze zwiazku
(2.9) otrzymamy

3n
T;+T, 1 .
(2.10) T, < "2 2 +—2—Z X5 RE-9),
i=1
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Jesli ograniczymy si¢ tylko do takich mozliwych ruchéw, w ktérych predkosci sg ortogo-
nalne do impulséw sit reakcji wigzow odrzuconych, to z nieréwnosci (2.10) otrzymamy

T+ Ty

to znaczy, ze jezeli udar w uktadzie punktéw materialnych znajdujacych sie w bezruchu
nastepuje wskutek nalozenia nowych wigzéw, to energia kinetyczna ruchu rzeczywistego
uktadu po udarze jest mniejsza od potowy sumy energii kinetycznych ruchu czesciowo
wyzwolonego i takiego ruchu mozliwego, w ktérym predkosci punktéw sa ortogonalne
do impulséw odrzuconych reakcji wigzéw przy wyzwoleniu ukladu.

3. W pracy [2] CzeTaiew wyprowadzil twierdzenie: odchylenie ruchu rzeczywistego
ukladu z wigzami idealnymi (w przypadku ogdlnym nieliniowymi anholonomicznymi) od
Jjakiegokolwiek ruchu mozliwego jest mniejsze niz odchylenie tego ostatniego od ruchu czescio-
wo wyzwolonego.

Dla udaru twierdzenie Czetajewa przyjmuje posta¢ nieréwnoséci (1.23), ktore zapisujemy
nastgpujaco:

3n 3n
3.1 Zmi(*m—ffa)z < Zmi(kld—'kid)z,
i= i=1

gdzie X4, X;, X3 — predkosci punktéw ukiadu po udarze w (d), (0) i (6) — ruchach,
Iub

3n 3n 3n
mx2 mx? C e .
(3.2) 2 '2 d —2 '2“’ < Zl:m.-xd(x.-a—x.-o).
= i= I=

Ta ostatnia nieréwnoéé na podstawie zwiagzku (2.7) bedzie sprowadzona do postaci

3n
(3.3) Ti—Ts < D XisRE-9,

=t
gdzie R{@-9 —impulsy sit reakcji wigzéw odrzucanych przy cze$ciowym oswobodzeniu
uktadu.

Jezeli predkosci ruchu mozliwego po udarze sa ortogonalne do impulséw sit reakcji
wiezéw odrzucanych przy czesciowym oswobodzeniu uktadu, to biorac pod uwage nie-
réwnosé (3.3)

Ty < Ty,

widzimy, Ze energia kinetyczna ruchu rzeczywistego po udarze jest mniejsza od energii
kinetycznej ruchu czgéciowo wyzwolonego.
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