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Wyznaczanie charakterystyk aerodynamicznych cial, tj. oporu, sily noénej i przeka-
zywania ciepla, nalezy do klasycznych zagadnien aerodynamiki. W zaleznosci od potrzeb
wspotczynniki te oblicza sie¢ w réznych rezimach przeptywow, a wigc w rezimie o§rodka
ciaglego, w rezimie przejsciowym czy wreszcie swobodno-molekularnym. Warunki swo-
bodno-molekularne panuja w osrodku wtedy, jesli $rednia droga swobodna czasteczek
gazu jest znacznie wigksza od najwigkszej ze wzajemnych odleglodci ciat w nim zanurzonych,
Mozna uwazad, Ze w takich warunkach czasteczki gazu praktycznie nie zderzajg si¢ z soba,
zderzaja sie natomiast z obiektami znajdujacymi si¢ w gazie. Olbrzymi wzrost zaintereso-
wania przeplywami w rezimie swobodno-molekularnym i bliskim swobodno-molekularnego
nastapit wraz z otwarciem mozliwosci przeprowadzania lotéw i eksperymentow kosmicz-
nych. Praktyka lotéw i eksperymentéw kosmicznych domaga si¢ gwaltownie rozwigzania
bardziej zlozonych probleméw; podejmowane sa zagadnienia wyznaczania charakterys-
tyk dynamicznych dla cial bardziej zlozonego ksztattu, dla ciat niewypuklych, dla cial
znajdujacych si¢ w ruchu obrotowym i wreszcie dla prostszych uktaddw cial.

Zagadnienie optywu ciala wypuklego zasadniczo rézni si¢ od zagadnienia optywu dla
ciala wklestego czy tez ukladu cial. Konieczno§é uwzglednienia wielokrotnych odbié
czasteczek gazu pomiedzy réznymi cze$ciami powierzchni ciala wklestego lub réznymi
powierzchniami dla ukladu ciat jest Zrodlem powaznych komplikacji matematycznych.
Fakt ten mozemy wyrazié inaczej w ten sposdb, ze dla ciat niewypuklych i ukiadéw ciat
nalezy uwzgledniaé efekty interferencji swobodno-molekularnej. Literatura dotyczaca
Jednak samej interferencji cial w gazie lub przeplywie swobodno-molekularnym jest za-
dziwiajaco uboga; na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat ukazalo si¢ w pi$miennictwie
§wiatowym (powszechnie dostepnym) zaledwie kilkanascie prac, z czego tylko kilka
jest sensu stricto zwiazanych z tematem niniejszej pracy. Wigkszo$§¢ tych prac dotyczy
interferencji najprostszych cial i w najprostszej geometrii przy zatozeniu hipersoniczno$ci
przeptywu i dyfuzyjnego lub maxwellowskiego oddzialywania gazu z powierzchnig.

I tak w pracy. [6] rozwigzane jest zadanie o aerodynamicznym oddzialywaniu dwu
plytek prostokatnych, tworzgcych kat prosty, w strumieniu swobodno-molekularnym
nacierajacym wzdtuz wspélnej krawedzi plytek, przy zaloZeniu modelu dyfuzyjnego.
W pracy [4] rozpatruje si¢ dwie jednakowe, réwnolegle do siebie, prostokatne plaszczyzny
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o tej samej temperaturze w strumieniu swobodno-molekularnym, naplywajacym pod ze-
rowym katem natarcia réwnolegle do jednej z krawedzi, réwniez przy zalozeniu modelu
dyfuzyjnego — sily interakcji staraja si¢ odepchnaé ptaszczyzny. Z kolei podobny problem
dla dwu okraglych réwnoleglych plytek, potozonych w pewnej odlegtosci od siebie na
wspdlne] osi, rozwiazuje autor [5] numerycznie metoda Monte-Carlo, kontrolujac takie
parametry, jak liczba Macha naplywajacego strumienia, kat natarcia, stosunki promieni
i temperatur, wspolczynniki akomodacji i dyfuzyjnosci.

Problem oddzialywania dwu ciat skonczonych rozmiaréw poruszajacych si¢ w osrodku
swobodno-molekularnym, tj. problem wymiany pedu i energii pomiedzy cialami i oérod-
kiem jest na tyle ztozony, ze nie daje siec w sposéb S$cisty i analityczny rozwiazaé nawet
w najprostszym przypadku, tj. spoczywajacych cial o najwyzszej symetrii (kule), przy
zalozeniu réwniez najprostszego — dyfuzyjnego modelu odbicia [8]. Sci§le analitycznie
udato si¢ jedynie rozwiazaé zagadnienie wymiany ciepta dla poruszajacego si¢ ukladu
dwu kul o réwnych temperaturach w zatozeniu dyfuzyjnego modelu odbicia [11].

Inne szczegdlne przypadki np. malych predkosei ciat (w poréwnaniu z predkoscia
termiczng os$rodka) i duzych odlegloéci [9], duzych predkosci i duzych odlegtosci [10]
lub duzych predkosci i dowolnych odleglosci, mozna rozwiazaé tylko w sposéb przybli-
zony, przy czym w ostatnim przypadku rozwigzanie nie udaje si¢ w pelni analitycznie
doprowadzi¢ do konca [13]. Rozwiazanie to wymaga numerycznego uzupelnienia. Nalezy
wyraznie podkreslié, ze problem oddziatywania cial w o$rodku swobodno-molekularnym
w ogdle nie nadaje si¢ do bezposredniej analizy numerycznej (wigze sie to z konieczno$cig
obliczania 5-krotnych calek o skomplikowanych obszarach catkowania, wynikajacych
ze zlozonej geometrii zastaniania). We wszystkich wspomnianych wyzej przypadkach,
gdzie uzyskanie rozwiazania analitycznego lub numerycznego staje si¢ mozliwe, przyjmo-
wano najprostszy dyfuzyjny model odbicia. Konieczno$¢ przebadania oddzialywania ciat
ze wzgledu na model odbicia, jak réwnieZz odzyskania dalszych charakterystycznych cech
oddzialywania wymykajacych si¢ przybliZzonemu i jednostkowemu traktowaniu zagad-
nienia, sktonito do zajecia sie oddzialywaniem nieskorniczenie malych elementéw i analizy
tego oddzialywania w mozliwie jak najbardziej ogélnym aspekcie. Zauwazmy, Ze zasad-
niczo sg do pomyslenia dwa uproszczenia:

a) uproszczona geometria (jeden kierunek predkosci), pelny rozktad modulu predkosei,

b) zaniedbany rozkiad modutu predkosci (jedna predko$é), pelna geometria.
Zagadnienie oddzialywania nieskonczenie malych elementéw dokfadnie koresponduje
z przypadkiem a).

Ogélne sformulowania zagadnienia

Rozwazmy uklad dwu nieskonczenie malych elementow plaskich 42, dX, dowolnie
wzgledem siebie zorientowanych, poruszajacych si¢ w o§rodku swobodno-molekularnym
z predkoéeig q. Z ukladem wiaZzemy dwa rodzaje ukladow wspdtrzednych: globalny x,
», z i lokalny x', y', 2’ (rys. 1). Uklad globalny ustalamy tak, aby jego poczatek lezal na
elemencie dX,, of z byla skierowana prostopadle do elementu i w strong elementu dZ,,
natomiast o§ x lezala w plaszczyZnie (z, q). Uklady lokalne x’, y’, z wybieramy tak, by
poczatek lezal na elemencie d&, (@ = 1,2). by of z’ byla skierowana wzdluz normalnej
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Rys. 1

wewnetrznej lub zewnetrznej do d2,, zas o§ x' lezala w plaszczyznie (g, z’). Normalng
do elementu 4%, skierowana w strong d2,. oznaczamy n,, (wewnetrzna), skierowang
W strong¢ przeciwna m,, (zewnetrzna), analogiczne oznaczenia m,,, n,, przyjmujemy dla
elementu d2,. Poszukujemy sit i wymiany ciepta, zwigzanych z ruchem ukfadu.

A. Zagadnienie sil

1. Wyrazenia na sily. Sil¢ dzialajacg na element dX, (« = 1, 2) mozemy przedstawic
jako superpozycje sity niezaburzonej F,q, jaka wystepowalaby pod nieobecnoéé elementu
dXy (f=1,2;jedli a =1 to f =2 ina odwrdt) i sily iterakcyjnej F,q,, bedacej wynikiem
obecnosci elementu d2p.

Sit¢ F,o, mozna zlozyé z sity F,,,, dzialajacej na wewnetrzna powierzchnig¢ elementu
a iz sily F,o, dzialajacej na zewngtrzng powierzchnie elementu o
(1.1) F, = Fyo+Fa,.

(12) Fao = Fa0w+Fa02~

Sily te, réwnowazne strumieniom pedu, przekazywanym elementowi d2, wyraZaja sie
catkami po przestrzeni predkoséci z elementarnych strumieni pedu okreslonych odpowied-
nimi funkcjami rozktadu:

(13) FaOW = _m[ f cOa(cOa ' naw)fo(i—)adscOa + f caa(caa ) naw)fo(-:)adscaaldzaws

o252 i .
(1 4) Faoz = —-m [ f cOa(COa . naz)fo(l—)a d3c0a+ J caa(caa . naz)fo(i)adscaa] d):aza
a2 Q2

gdzie m — masa czasteczek gazu o$rodka, ¢, — predkos§é czasteczki o$rodka wzgledem
elementu «, ¢,, — predko$¢ czasteczki odbitej od elementu dZ, w ukladzie tego elementu,
S§B, — funkcja rozkiadu predkosci czasteczek ofrodka w ukladzie elementu a, f§™%, —
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funkcja rozkladu predkosci czasteczek osrodka odbitych od wewngtrznej powierzchni
elementu a, f§7,. — funkcja rozkiadu predkosci czasteczek os$rodka odbitych od zewnetrz-
nej powierzchni elementu o, $29,, — polprzestrzen predkosci, d3c — element objetosci
w przestrzeni predkosci.

Z kolei, site interakcyjna F,;;, mozemy zlozy¢ z sily interakcyjnej Fyng, zwiazanej
bezposrednio z obecnoécia elementu dXy i sity Fu,o zwiazanej posrednio z obecnoscia
dXy, mianowicie w taki sposéb, ze z obecnoscia dX; zmienia si¢ funkcja rozktadu czaste-
czek odbitych od dX,

(1.5) Fin = F ing+ Faino .
Podobnie jak poprzednio, sity te wyraZaja si¢ przez odpowiednie calki z funkcji rozkladu:

(1.6) Faing = m[ fcﬁa(cﬂﬂnﬂw)fo(;\)v—ﬂwdacﬂﬂ_ fc0a(c0ﬂnﬂw)f0(i)ﬂd3c0ﬁ] a2y,

ot af
(17) Fal'nO = m[ J caa(caanaw)fo(ﬁzv—awdacaa_' f caa(caanaw)fo(:)adscaa] d‘):aw;
292 a2

gdzie ¢;,, cgy — predkos$é czasteczek odbitych od elementu dX; odpowiednio wzgledem
elementu d%,, dZ, c,p — predkoéé czasteczki o$rodka wzgledem elementu dXy, f§Py; —
funkcja rozktadu predkosci czasteczek osrodka w ukladzie d2, f§5),_ g, f&Pv_aw — funkcje
rozkladu czasteczek odbitych od powierzchni wewngtrznych odpowiednio elementéw
dX,.., dXy,, a padajacych z osrodka i elementéw o lub B odpowiednio, £2° — przestrzen
modutu predkoécei.

W wyrazeniu na sit¢ F,;., wystgpuje jedynie catkowanie po przestrzeni modutu pred-
kosci, gdyz mamy tylko jeden kierunek predkosci, od elementu # do «. Funkcje f§2, f{P
sa znane, funkcje f§ mw, 8%z, f86h—pws> f&fo—aw Ni€ZNanNE.

O osrodku zakladamy, Ze znajduje sie w stanie globalnej réwnowagi termodynamicz-
nej, opisanym funkcja rozkladu Maxwella-Boltzmanna. Zgodnie z tym mamy

f§0, = AWexp {— B (cout+)?},

27k T, )‘3’2, Bp ="
2kT,
gdzie ny — gesto§é liczbowa czagsteczek osrodka, T, — temperatura ofrodka, k& — stala
Boltzmanna.
Funkcje £ dla czastek odbitych mozemy znalezé z rownan ciaglosci (zachowania
liczby czastek) postulujac model odbicia (model oddziatywania gazu z powierzchnia).
W niniejszej pracy w charakterze modelu odbicia przyjmiemy zmodyfikowany model
Maxwella z anizotropowa czg¢écia dyfuzyjna, mianowicie

1.9 FO = (1=g)f ) 4 gf (WD)
Cze$¢ molekut (1—¢) odbija si¢ zwierciadlanie z funkcja zwierciadlanego odbicia f (),
pozostala cze$é ¢ — odbija sie dyfuzyjnie anizotropowo z funkcja rozkladu ), Zatem

(1.8)

AW = n, (

(1.10) FOE = Fi[e® (],
(1.11) FOD) < APexp { — BP[ac™ — (e - nn—q*]2},
(1.12) cM(e®) = M _2(¢"-n)n, BP m

= 2kT®”
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gdzie n jest normalng do $cianki, 7'® temperatura $cianki; o, f, ¢* — parametrami modelu,
AP — nieokre§long stala, ktora wyznaczyé mozna z rozwigzania réwnania ciaglo$ci.
Przyjmujac w fP f = 0 otrzymujemy model Nocilli, g = 0 model odbicia dyfuzyjnego
z anizotropia normalna, przyjmujac wreszcie § = 0, ¢¥ = 0 dostajemy zwykly model
dyfuzyjny, ktéry w polaczeniu z modelem zwierciadlanym, jak w (1.9), daje zwykly model
Maxwella.

Model typu (1.9) z dyfuzyjna funkcja rozkiadu wydaje si¢ by¢ wystarczajaco ogdlny,
by z rozwiazania zagadnienia oddziatywania w tym modelu mozna bylo sadzi¢ o zaleznosci
oddzialywania od modelu odbicia.

Do efektywnego obliczenia sily ¥, konieczna jest znajomos$¢ statej 4, w funkcjach
rozkladu czastek odbitych. Mozemy ja odzyska¢ z rozwigzania réwnania ciaglo$ci, przy
czym rozwigzania te znajduje si¢ inaczej na zaburzonych powierzchniach elementéw,
inaczej na niezaburzonych; a zréznicowanie to jest prosta konsekwencja faktu, Ze na
powierzchnie «niezaburzone» padaja tylko czasteczki z o$rodka, natomiast na «zabu-
rzone» czasteczki z osrodka i z elementéw i w tych przypadkach zagadnienie staje si¢
znacznie bardziej zlozone ze wzgledu na efekty interakceii.

2. Rozwiazanie réwnan ciaglosci (obliczenie stalych AD). a) Powierzchnie elementéw «niezabu-
rzone». Réwnanie ciaglosci jest réwnoécia strumieni czastek padajacego NP, 1 odbi-
tego N§2q ) , mianowicie

2.1 N(()i_’a(V) = N§ vy

Wskaznik 0—«(V) oznacza, ze czasteczki padaja z orodka na powierzchnig o (1 lub 2)
wewngtrzna lub zewnegtrzna, czemu odpowiada znak alternatywy w nawiasie (V' = zVw)
Wyrazajac strumienie przez funkcje rozktadu mamy

(2.2) J (— cOaIla(V))féi—)a(V)d3c0a = J (Can* na(V))fO(:)a(V)dscaa-
292 292
Przyjmujac w charakterze f) zmodyfikowany model Maxwella (1.9), moZemy napisaé

. . D
(2.3) ( —Ea(V))N(()‘la(V)'*‘Ea(V)N(()'la(V) = (I _Ea(V))N(()r—)grs()V)'*"Ea(V)Nngx(V))

gdzie &,y — jest wspdiczynnikiem mieszania dla powierzchni a(V),

Q4)  NESwy = [ (@ m )@, N2y = [ (0 m )[Ry 4.

QL;IZ 9?[2
Poniewaz
(25) . (l _ea(V))N(()ila(V) = (Ibea(V))N(()r—)i(V)y
takze
(2-6) N(()ila(l’) = N(()'—)g(l')-

6 Mechanika Teoretyczna 4/73
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Rozpisujac wyktadnik w wyrazeniu na f?(1.11), mozna stwierdzi¢, ze we wspétrzednych
prostokatnych wyrazenie podcatkowe daje si¢ rozdzieli¢, wobec czego dostajemy:

(2.7) NE,_)D(V) = A8 a(V)I([))(N(V)(I)Ig(v)V)(z)I([))( a(V)(3)e>\P1_B q82.v},
I
D(M%V)(I) = f cXp { _Bg(V) [aa(V)ctfax _2aa(V)caax qg—a(’l’).\:]}dcaax,
— 0
(2-8) D(V)V)(z) fexp{_Bo[t)(V)[ag(V)Cgay_2aa(V)Caayg(T—’auy]}dCaay’

I(l))(_\;zy)(3) =f Caaz €XP { - B?(V)[(aa(V) - ﬁa(V))zcozza: - 2(aa(V) - ﬁ[l(V))(na(V) ' q(;k—a(V)) Caazz]} dcaa: .
0

Z”na(V)-

Korzystajac z tego samego faktu mozemy podobnie wyrazié¢

(2.9) N(')a(V) = AB‘)exp{ B{"q* }1((),)2\(13,)(1)1(.)(7‘,)(2)1(().2(‘11}1‘),)(3),
o0
IO = [ exp{— B [chux +2C0as 4]} dCous
-0
210)  IW @) = [ exp{—BP[cdy+2C0u 831} oy

](()l)fl?’)) - .4{ —Coavz exp [y _'BS) [C(%aVz + 2cOaVz(q : naV)] } chaVz .
0

Na podstawie (2.6), (2.7) i (2.9) znajdujemy ostatecznie

AP exp{~BPG Sy (DIP 1y Q100 (3) _ AP exp{— B YIS,
Ig_ay(l)Ig_ay(Z)Ié’_ayG)eXp{—nyq’(',‘fy exp{—Byq8 .y I([i)é\l,/

AoD-a(V) =

@.11)

b) Powierzchnie elementéw «zaburzone». Korzystajac z rozwazan w p. a) mozemy
napisaé

(212) N((.brlgw—ﬂw = NéQw—ﬂw’ NO aw—fw — f (c(r)nﬂw)f(RvD ﬂwd3c(r)'

.Qf,z

Symbol 0a«W —BW oznacza, Ze czastki padaja z osrodka i z wewnetrznej powierzchni
elementu « (¢ = 1 ¥'2) na wewngtrzng powierzchnig elementu § (8 = 2 V' 1), przy czym
jesli @ = 1 to B = 2 i odwrotnie. Strumien czastek padajacy na wewngtrzng powierzchnig
elementu f— N§),_;. mozemy zlozyé z strumienia N§?,,, padajacego tylko z ofrodka
i strumienia interakcyjnego N‘ﬂj_pw(,,,) pochodzacego z wewngtrznej powierzchni elemen-
tu o

(2.13) N _pw = NE2 g+ N _poiiny -
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Strumienie te wyrazaja si¢ poprzez funkcje rozkiadu nastepujaco:

(2.14) Ny = [ (= copunp)f§0pd3eop,
_01/2
(2.15) ‘)Vél;g-ﬂw(in) = ’ (_caﬂnﬂw),fa(\l;z)—[lwdscaﬂ_ J (—COﬂnﬂ\v)f()(i)ﬂ\\'dscoﬂa
of o<

gdzie fS)_;., jest funkcja rozktadu molekul padajacych z wewngtrznej powierzchni ele-
mentu o na wewnetrzna powierzchnig elementu . Te sama funkcj¢ mozna traktowaé jako
funkcje rozkladu molekul odbitych od wewngtrznej powierzchni elementu o, przy czym
molekuty odbite pochodza z kolei z padajacych na element « z o$rodka i1 z wewngtrznej

powierzchni . Fakt ten mozna wyrazi¢ zwigzkiem

(216) .fa(y,;;)—ﬂu - Oﬂn aw "

W strumieniu N§)_p,.m catkowanie zachodzi tylko po przestrzeni moduiu predkosci.
Zauwazajac, 7e

(2.17) Cap = € = clDd,

zZnajdujemy

(2.18) dPey = % deldcly),
V)

(2.19) doct = N Y

gdzie d — odleglosé elementéw 1, 2, d¥) — wektor jednostkowy w kierunku od elementu
o do elementu f3.
Podstawiajac w poszezegdlnych strumieniach funkcje rozktadu 7§20 .., (‘,‘)ﬁ“,foﬂw _—

f(;wD fw — Agaw—ﬂwexp{_B[ll)w[aﬁwcﬂw_ﬂﬁw(cﬂwnﬂw)n[}w_— q%aw—ﬂw]z}s
(2.20) f80p. = AfPexp{— B [etLp, +a1*},
fO[Jw—am - (1 —Ea\\)fér ;\V+F’I\I fo[}w aw

i obliczajac strumienie NP ;, oraz N§2,, we wspolrzgdnych prostokatnych (w wyra-
Zeniach podcatkowych mozna w tych wspétrzednych dokonaé seperacji zmiennych),
natomiast strumief N _g,iny We wspolrzgdnych sferycznych (w strumieniu tym catkowanie
przeprowadza si¢ tylko po przestrzeni modutu predkosei) dostajemy:

(221) N((),;)wD—ﬂw = Aoaw /}wIOaw ﬂu(l)IOaw Iiw(z)l Oaw— ﬂw(3)exp{ B[]quan ﬁ“} -
= A(l))aw—ﬁwl(l))dw—ﬂw’

(222)  NEp, = APexp(—BPGILG (DILS DI5(3) = PTG,

(223) f(—coﬂn,,“)fo )ﬂd3c0ﬂ = _dQcOﬂ(d nﬂw)IoﬂweXp{'—Bg)qz} = AE)I)IgI);i{dEaW,
QC

dQcop = dQcl,

6
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j ( - c1/} n[fw)./a(\i)—ﬂwdsca/} = - [( [ - 51\\-)(da(xy) nﬂ\,.)Ag)exp { _Bgqu} I(()r—):w
af¢

@ ny) o
ar e =

— { ry(s)el M N
= AS)I(()'ZS;‘?L d-zran'+Agﬂw—awl(()lz)p(‘:)—cgzwd‘l'aw’

(224) + Ed\\‘(diy) nﬁw) I(()'}I)\P—a\\' A([))/Iu-—awexp { - B(sz qgiaw}]

o

J' C(r)JeXp( - Bg) {CU)Z + 26(") [(qu) - (dV nazu')(nawq)]}) dc(r) 4

0

(2.25) 155!

(226) A6, = f c%exp { — B2, ¢V [0, + (Baw— 20t B ) (dy * 1g) ]} X
0

X exp{ZBa[z)wC(r)[aaw(dl’qgﬁw—aw)-"ﬁaw(dV : naw)(qo*ﬂw—aw ' nazw ]dc(r)} .

Wielkosci 18, 4, mozna uzyskaé z wielkosci I§ 4y, figurujacych w (2.8) przez formalng
zamiang symboli 0—a(V) na Oul —BW; podobnie wielkosci 1§, z wiclkosci 182,
[wzér (2.10)] przez zamiang 0— (V) na 0—p(V). Stale A8y _pn 1 Alpu_w, sa nieznane.
Mozemy je wyznaczyé z rownania (2.12), ktére w rzeczywistosci reprezentuje soba uktad
dwu réwnan: jedno dla « = 1, f# = 2, drugie dla « =2, f = 1. Rozwiazujac uktad
(2.12) znajdujemy ostatecznic:

bia,+c, b,

(227) Agl\vf_’—’Zw = k)
a,d; —¢, ¢,
b”) .7
(2.28) AR, . = Dbateby
a,d; —¢1 6
gdzie
(229) al = I_ODl\r—Zn-a cl = Iégz;fr—)lefvdz‘]uw

by = API,, +dZ | I§20S =124 A4S,

a,, by, ¢, za$ otrzymujemy przez formalng zamiang wskaznikow 1 & 2.

Fakt, ze uklad réwnan cigglosci (2.12) daje sie §cisle analitycznie rozwigzad, wiaze sie
z tym, Ze w naszym zagadnieniu odpada cala geometria zwigzana ze skonczonymi rozmia-
rami cial. W przypadku cial o rozmiarach skonczonych w strumieniu (2.15) w pierwszej
calce nie mozna wynie$é stalej A8, ., przed znak calki (stala ta zalezy od punktu na
powierzchni ciata, a réznym kierunkom ¢* odpowiadalyby rézne punkty) i w ten sposéb
uklad réwnan ciaglosci (2.12) stanowi uktad dwu skomplikowanych réwnan catkowych
w 4 zmiennych (punktowi na powierzchni jednego ciala odpowiadaja dwie zmienne),
ktory praktycznie mozna prébowad rozwiazaé jedynie w sposob przyblizony.

Zaniedbujac w rozwiazaniach réwnan cigglo$ci (2.27) i (2.28) nieskonczenie mate
uzyskujemy:
(2.30) A8y s =—, Ab_in=-=%, b, = ADIY,., by =ADIP

a, a,
co odpowiada rozwigzaniom przy pominigciu drugiego elementu. Zaniedbujac natomiast
w rozwigzaniach nieskonczenie male drugiego rzedu dostajemy:
bya,+c b,

a b +c7b:
(2.31) ARl gy = 2212 ARy, =22 2L
a,a, a,a,
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Jest oczywiste, ze dla uchwycenia oddziatywania nieskonczenie matych elementéw musimy
w rozwiazaniach réwnan ciagtosci zachowaé co najmniej wyrazy proporcjonalne do d2,
gdyz one, migdzy innymi, sa odpowiedzialne za to oddzialywanie. Przyjecie w catkach
oddziatywania (1.3), (1.4), (1.6), (1.7) rozwiazan niezaburzonych (2.30) prowadziloby
do blednego wyniku, gdyz nie uzyskalibysmy wszystkich przyczynkéw do oddziatywania
interakcyjnego proporcjonalnych do X, na ten fakt zwrécimy jeszcze uwage przy oblicza-
niu calek oddziatywania.

3. Specyfikacja calek oddzialywania. Catki oddzialywania wyrazamy najpierw w ukiadach
lokalnych x(, i, 20, 0§ — z() takiego uktadu jest skierowana wzdluz normalnej do elementu,
0 x® lezy w plaszezyznie (z'P, z), a nastgpnie transformujemy do uktadu globalnego
X, y, z wedlug macierzy transformacyjnej a:

—costhy cOS@uy,  Sin@uy, sind,y cos@,y
(3.1 ay = | —costy sing,y, —Cos@uy, sindysing,y |,
SinlﬂnV’ 01 COs'ﬂnV

gdzie 0,,,, @uy sa katami azymutalnym i biegunowym normalnej n,, (wewngtrznej lub
zewnetrznej elementu 1 lub 2) w ukladzie absolutnym x, y, z. Catki typu F,¢., Fyo. okres-

lone wewnatrz i zewnatrz, dla elementu 1 i 2, moZemy przedstawi¢ w postaci jednej
catki:

(3.2) FQy = —m | colCoattan) fiv dPcoud®,, V= whz.

Df,'z
Podstawiajac (3.3) [ = A exp{—B§[co, +q]?} | uwzgledniajac fakt, ze w wspdl-
rzednych prostokatnych wyrazenie podcalkowe daje si¢ rozdzieli¢, znajdujemy w ukladzie
lokalnym:

(3.9 F{y = mAPexp{- B q*}dX, 1%y,
(3-5) Ig((é))l;k = Iii(?Vk(l)Ia(zi())Vk(z)I.fli())Vk(:;), k=1,2,3= (x,, 2'),
gdzie

[e]

I.%)Vk(l) = f (COa.\')“kexp{_-Bg) [C%a.\' +2C0a.xq;l’x]}dc0ax>

o0
(3.6) I32) = | (Couy)? exp{— BE [cBay+2¢0u Gavy]} deons

— 00

Ia((lgl’k (3) = - { (COaz)(l +63k)exp { _'Bg) [C(z)a: + 2COaz: qa:V:]} dCOaz >
0

0 Kroneckera.
Zamiast calek F{3,, F{J. rozwazamy catke ogdlniejsza
(37) ’ Fs)rlay = —m _J‘ caal’(caaV ' naV)fO(r—)anscaaV d‘z‘al"

!)(1‘/2
Podstawiajac

(3‘8) ér—)av = (1- Eav)fér-)zv'*'sav o('_)fv,
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gdzie
B.9) [ = P [cfar(e§2a)], o (€82ar) = c§2ay —2(cE ey Nyy ) Mgy,
(3.10)  f§OF = AB_.yexp{—B| %oy € ey — Pav (€ Dyy) My —qE_y]?},
znajdujemy
GBI FWy = —m(l—eg)dZ,, AV exp{— B q*} 1By —2n,, Iy, ] +
—~Meay A2y AB .y exp{ — Bl q82av } 1820,
(3.12) 1% = 1220 (D) 120 () 12204 (3)

I(()r)(al()l)’)l\(l) = f(cy))alkexp{—Balz)v[afvcy)z 20,y € dg¥t aV.\]}dc(r)

— Q0

(.13)  I9P,Q) = f (c$)P2 exp { — BBy [y 602 — 26 oty QAL ] AP,

— Q0

I§220,(3) = f (cp)! *2%* exp [ — By {(ady + fav — 20ayBay) €% }] X

X exp{ 2'B c(r)[ e% q(,)k—aVz+ﬂaV(naV ) qg—dV)]} dcgr)_
W calce F,,p wystgpuje tylko catkowanie po przestrzeni modutu predkosci; zachodzi wige
koniecznos¢ obliczenia elementéw katéw brytowych dQc¢g;, df2cqgs. Jesli przez dv ozna-
czyé wersor w kierunku od elementu 1 do 2, to wektory predkosci ¢y (skierowany do
elementu # do ) i cgpp (skierowany rowniez do elementu § do «) mozna przedstawié
W postaci:
(3.14) p = cppdy (=D, copg = gy
Na podstawie tych zwigzkéw mamy

(3.15) A2eyp = dfdeoyy = (— 1P gy,
Podstawiajac

(3.16) S8 g = (L= €0 )18 gt Ean SS2 5

gdzie

(3.17) S8 5w = AawpweXP{—BRulogw s — Bpu(CapMpn) Mgy — Qaw—pl’}
znajdujemy : ‘

v naw)
d2

d
(3.18) Fy = —mdZ, (1) — ( dX,.(dy-ng,)dy x [(1— &), 5+ epn ISP~ I,

(3.19) Iy = APexp{—BP g2} [ chpexp{—BY[cdp+2c05(— ) (dy - @l}deop,
o]

(320) Ié;:;[? = AODaw—ﬂWexp{ _ngqgazw—ﬂw} f C;BCXP{ _BﬂDW(CEﬂy-i_?’écﬂﬂ)} dcﬂﬂ’
0
y = al%w"'(ﬂ;w_zaﬂwﬂﬂw)(dv ' nﬂ\v)zy
0= (_ l)l+ﬂﬂﬂw(di’ : nﬂw)(nﬂw ) qgaw—ﬂw)_ o‘l‘fW(dV ! qgaw—ﬂw),

w0

B21)  Iff = [ i fdDi pudesy.
0
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W funkcji rozktadu f§25_ s, kierunek cgg od elementu f do elementu « musi mieé odpo-
wiednik w predkosci czastki padajacej ¢§? ., z otoczenia na element B, (c§?,, nie moze

pochodzi¢ z elementu o« , bo element jest nieskonczenie maly). Mamy zatem
02 fo‘zif pw = J2pule6L pu(cfD] = AL exp {— B [l (cf)+q)?},
' D(ef) = 5 —2(cfy - mg)my,.

Korzysta_jqc z relacy (3.14), otrzymujemy I{[)5 W postaci jawnej

(323) I = APexp{—BYq?} [ chpexp{—BY {c3y+2(— 1) egyl(dy - @)~
0

—2(dy - np,)(ng,, - Q)1 }dey,.
OkreS§lenie Funo

Podstawiamy

fo(r)aw 1 - eaw)f(r :\V + eaw (r £W’

(3.24)
fO,Bw—aw - (1 - eaw) (5\5— + 8awf0ﬂw—aw~

Pamietajac, ze

(325) f(r).s — o(gaw(c(")(c("))), c(")(c(’)) - c(’)_2(c(")naw)naw,
dostajemy
(326) —m fcaa(caa naw)f(r)s dscaa = _Fglawdza-u}_zmnaw (()')fwaS)exP{ -Bg)q }
.01/2
gdzie
(3 27) I i)s f (Cg-)-awnaw)zexp{_-Bg)[ct?)'—aw"'chaw'q]}dCOa—wdeO—awydCO—awz-
9'1:/2

Podobnie funkcja rozkladu molekut odbitych f§ps_,, zwiazana jest z funkcja rozkiadu
molekut padajacych f§p,—aw (¢ (c)). Mozemy napisaé

(328) fcaa(caanaw)fé;uf—awd Caa =

25,2

= f [cggw—aw—z(cg w—aw naw)naw]f(/ii)w—aw(c&t%w—aw)(_Cg,t)lw—aw' naw)d3c0aw—ﬂw-
-Of/z
Calkowanie po potprzestrzeni predkosei £5,, prowadzimy w ten sposéb, Ze obszar cal-
kowania 9,, rozbijamy na dwa: jeden (£25,,—£%;.), W ktérym na element al¥ przy-
chodza tylko czasteczki z otoczenia o funkcji rozkladu f§?,., drugi 2%.,, W ktérym na
element aw przychodza czasteczki z elementu B o funkcji rozkladu f§¥_,.. Zgodnie
Z tym mamy

f Coa(Caa * naw)fo(;’;)\j—awdscaa = f [CS) 2(08) naw)naw]f(l)aw(_c0¢ naw)d Coat
-Qflz Df/Z—.Qi‘ﬂw
(3.29) + =2 (e ma) el (— efulen) 5w S,
-Qf‘:‘ﬂw

Qs.'ﬂw = QC X d‘(g):ﬂw‘
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Funkcja rozkladu czastek padajacych f§2_,, (c§?,) rownowazna jest funkcji rozkiadu
molekut odbitych od elementu f,., a przychodzacych z otoczenia i 2 elementu «,,, miano-

wicie

(3.30) S0 (el = fih_pu(ch).

Dla funkcji tej mamy

(33 ] ) ()(;\)v—ﬂw(c;IQG) = (1 - Eﬂh')fo(;\)vs—ﬂw(c;l;)) + Eﬂ\\'fo(;\)vllﬂ“‘(cf}ra ) *

W odbiciu zwierciadlanym, predkosci «odbitej» ¢f) odpowiada wektor predkosci czasteczki
padajacej ¢§2 5.(ci) pochodzacej z otoczenia wedlug relacji:

(3.32) 2 g (es) = ¢ =2(cf7 - mp. )y,
Funkcja rozkladu f¢§5_ 4, molekut odbitych zwierciadlanie jest wiec nastgpujgca:
(3.33) S8 = AP exp{—BE [ef? —2(cf) - npmg, +q)* ]

Dalej mamy
(334) fo(a,(-sz—ﬂw = Agaw—/}wexp { _B/?w[a/}w cb:’z)_ﬁﬂw(c;;;) : n[}w)n[lw+ qgaw—l}uv]z} .

Uwzgledniajac jeszcze, ze

(
cp

01(1'2 = (- 1)l+pcﬂadVﬁ
(3.35) do - n
d-Q)_‘pw = dchla) — (_ 1)1+/}_( VJZ Bw)»dfﬂw,

oraz, podstawiajac znalezione wielkosci do (3.29), znajdujemy

(336) ,]1 caa(caa : naw)fo(;l)uf—awdscaa = Fg—)—aw/(mdzaw) +2na“,A$')exp(—Bg)qz)l(()"_)‘a“,-f-
D‘f/z

)

dyn w ]
- (dV * naW) [dV - 2naW(dV : naW)]( - 1)1 . ( VdZﬂu’ N dz’/}w X
X {A exp(— B gV IPE — (1 = e5,) AP exp(— B ¢ IEUIF, +
p— 81} \\rA(l))qw_ﬂw CXp( - ‘B[l;w qg&z\v—ﬂw) I(();)“()l_)}};,} 5
gdzie

[
(337) 1(()'2,;“: = f C;aexp<_‘Bg)[CI%a+2(— 1)1 +ﬂc/3a(dV ) q)]> dcﬂa,
0

(3.38) 16225, = f chaexp {—BE {cff?? +2(— D' *Peg[(dy - ) —2(dy - np) My - 1} depe,
0
0

(339) 13;)»3?—)1{;0 = f C;aexp<_‘BE\v{[a5|v+ﬁ§\u(dV ) n/}w)z—zaﬂwﬁ/}w(dl’ . nﬂw)z]}cf;;)2> X
0

X exp<—2BEw(— 1)l+[3€pa[_ aﬂw(dV ’ qg—ﬂw)+ﬁﬂ\‘v(dV ' npw)(n[}w ' qgaw—l)w)]) dcl}a'
Pierwsze dwa wyrazy (3.36) i pierwszy wyraz w nawiasie klamrowym odpowiadaja stru-
mieniowi czastek odbitych zwierciadlanie od powierzchni o, w obszarze brylowym
(2,,,—025p,), dwa pozostale wyrazy w nawiasie klamrowym odpowiadaja strumieniowi
czastek odbitych zwierciadlanie od powierzchni «,, w obszarze brylowym Qgg,. Warto
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zwrécié uwage na fakt, ze dwa pierwsze wyrazy (przed nawiasem klamrowym) sa identyczne
z wyrazami w calce (3.26), co nie powinno by¢ zaskoczeniem, gdyZ reprezentuja strumien
odbity od powierzchni «,, pod nieobecnosé drugiego elementu f. Pozostale catki w wyra-
Zeniu na F,,o znajdujemy bez trudu. Mamy

D
(3.40) [ CanlCan M) fE0R AP o = AR XD (= BEL G820 1522,
-Q(]‘/l
)D
(341) fcaﬂ(cad. [P f(/,;u a\vd Cag = Aoﬂ\\ a“exp( -Bawqotl\ oA )[Oﬂu AW >
QL;/Z

gdzie wektor I§22, jest wektorem, ktory wystgpowal juz przy obliczaniu ¥§2,,, natomiast
wektor I§3P_,,, daje si¢ utworzyé z wektora I§22,, przez zamiang qg_,, Na qfp._z. W ten
Sposob otrzymujemy

(342) Faino = —m { - (1 - 6arw)(d}’ ) naw) [dy—2naw(dV : naw)] X

x (= 1yer QO gy AP exp(— BP G~ (1= ep) AP exp(~ BO @RS+

D DYF
_813\|'A0aw—ﬂw xp( -BIquOau—l?w)I(();)\s ]+

+6anA0[3w aw exp( Bawqoﬂn—aw)Ig)gw(qOﬂw aw) aqu awexp( Bawqo aw)lf{_)gw .

Ostateczne wyrazenie na sile, dzialajaca na ktorykolwiek element ukladu dwu dowolnie
zorientowanych nieskonczenie malych elementdw, poruszajacych sie w osrodku swo-
bodno-molekularnym ze stala dowolnie zorientowang predkoscia q, uzyskane przy zalo-
zeniu zmodyfikowanego modelu odbicia Maxwella z anizotropowa czgscia dyfuzyjna,
jest nastgpujace:

(3.43) F, = Foo+ Faing,

(3.44) Foo = FOI+FG) = F o+ F6Lo + ¥ 0+ F§ o,
(3.45) Fain = Faimo+F,

(3.46) F{) o = mAP exp(—B§ g2 4y d2y,

(BA47)  Fuy = —m(l = e0y)dZay AP exp(— B ) Ly — 200y [By] +
"m'san):aVAO aVeXp( BquO aV)rg aV >

(dV ! naw)

(3'48) rf(lizlﬂ _md)——"ﬂw(_ 1) - d2

dZa“,(dy ) nﬂw)dV X

[(1— epu) Lo + e I35 — Liing)
dy-ng,) o
(3.49) Faino = —mj— (1 - sa\v){(dV . naw) [dV _2naV(dV 'naw)](_ 1)1+ﬂ-%—ﬂ ) dLﬂw X

x [A§exp(—BE q*) 162, — (1 — egu) AP exp(— BY ¢*) IG)F —
'_SﬂwAO ﬂwexp( Bﬂqu ﬂw)I(;(D/;F]‘l'*'sawAOBw awexp( Bawqoﬂu aw)I(r)gw(quw—aw)'*'

_“awAO awexp( Baqu aw)I(()r—)gw dZaw-
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Wielkosci wektorowe I§), 1 1§20 mozemy uzyskaé z wyspecyfikowanych uprzednio

w ukladzie lokalnym wiclkosci wektorowych I§), i I przez transformacje z ukladu

lokalncgo Jdo globalnego wediug regutly transformacji tensoréow:
(350) 1(()an - anmléa}’ny
gdzie a,, j2st macierza transformacyjna przejscia

—COSyy COSPpy, SIN@,y, Sind,,Co8q,y
(3.51) Upn = | —cOsPyysing,y, —cosquy,, sind,,sing,y |,
sint,y, 0, COSPy
za$ @.y, O,y oznaczaja katy biegunowy i azymutalny normalnej n,, reprezentujacej ukiad
lokalny (0$ z" ukladu lokalnego skierowana réwnolegle do m,) w ukfadzie globalnym.

4. Obliczenic calek oddzialywania pedowego. Dla pelnego rozwigzania zagadnienia musimy
jeszcze obliczy¢ catki, ktére wystepuja w stalych A5_,y i AQzw_pw, uzyskanych z rozwia-
zania réwnah ciagloéci, oraz catki oddziatywania, wystqpujqce w wyrazeniach F{) ..,
F$uvs Faing 1 Faino. Stala AB_,y okreslona jest przez catki I§250 (1), 1§23 (2), 1§24 (3),

3% (1), 189 (2), 169% (3).
Wyrazaja si¢ one nastgpujaco:

n=1,2 I = ]/ Sy SxP(g;BY),

0
30 I0%(3) =
= gty @) 1/ oy expIBY@- 51— B1- VB (@ noy)
- 2B8i) + 2 q- N,y Bg) CXp (‘l 4 J q aV) },
gdzie & — catka prawdopodobier’lstwa oraz

_:,n.
]/BD eXP(qo aVn aV)

1 +i (naV an) 7T %
-B?V(aal’_ﬂa}’)z 2 aay—ﬂal’ B?y(day—ﬂay)z

X €Xp (va(nav ' ‘I:V)z) X { - [l -Balz)V T%":‘ga:? (ngy q;“y)]}-

Wielkoéci I§XN) | JPMV), sa skalarami i dlatego w ukfadach lokalnym i globalnym wyrazaja
si¢ tak samo. W oparciu o (4.1), (4.2) uzyskujemy

4.1 n

n=1,2 I '(n) =

4.2)

n=3 B0 =

@3) T =, e [BO( - @)+

2/3 o
+ ;(q.nay)(bygw) exp (B ¢ |1 —P[ -y B (q-n )]},

7
4.9 13U, = 5 B0 (ay — By oy exp [ B (¢4, — (Q¥_ay -0p))] +
1 (nayqay) 7T 7T R 2
2 dyy—PBav V BS(dgy—Bav)? X o2, BY, exp[Bay q&Zav] ¥

X { [VBD ((Z V— ﬂBV) (nay"I3_av)]} .

oty ~ ﬂﬂv|
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Z kolei stala 4§ ,_g,, jest okre$lona przez catki I3 wpw(1),

IOaw—ﬂw(z)7 I(I))aw—ﬂ'w(3)r Ié)‘—)-ﬂw(])) (l)ﬂw(z) I(‘)ilﬁw(3)
oraz

K 3 D
1250 1 IR0 ...

Caltki typu I§2), 4, (n), n = 1,2,3, mozna uzyskaé z calek typu I (n) przez for-
malng zamiang symboli 0—a(V) na Ol —BW; podobnie calki I§)M)(n) z catek IS av)
przez zamiang 0—a(V) na 0—B(V). Dla calek I§?5,, i I§D ., dostajemy:

rys (5))— 2 1 y‘.\g) yﬁ.)
(4.5) I5, = 2B$) F(4)exp( g ﬁ(s) )D—4 (175/95\'5)) ,
B = B, P = 2BP[(dy Q) ~ (dy -Nyy,) (Mg, - q)],
; -1y 225 o (7P
4.6) He—aw = (20721 (4)CXP( ﬁ(D))D—‘* (l/zﬁ}vm )

B2 = BRuoaw+ (=200, Bu + B2,) (dy -0, )7],
y(D) = _2B£V[aaw(dl"qgﬂw—aw)_ﬁaw(dl"naw)(qgﬂw—aw'naw)]s

gdzie D_, jest funkcja walca parabolicznego.
Catki wystepujace w wyrazeniu F{, mozna przedstawié nastgpujaco:

17 2 n # k Ilz))l”k(”) = VB(i) exp (qan-Bg)),

n =
4.7)

k=1,2,3, | n=k 1) = —q;y"]/Big,., exp (@3 BY),

1 N
n#k In(3) = 238) + 5 2 ‘Iow:l/ Bg‘) ‘D(—]/Bg) quVz)]X
n=3 xexpBB“ 'Za )zs
48 - , — o
Tk I3 = - e ]/i L aBY243, + BY?)
~ 2B B 4 Vs

X exp(BY ¢:3.) [1-P(— VB giy)].

Po prostych przeksztalceniach, wektor I3}, mozna zapisaé w postaci:
(49) ;é)l,’x ‘fan xy)a Ia(z:))Vy - qa,szI,v(::v)’ Ia(:)); = q;VzI,S:iy)_f'I;i),
gdzie I

Xy

I'9 s3 skalarami, za$
a /4 (D)2 m 1 z \*? ;
“4.10) I = - WeXP{Bo [9* — (q-n0)%]} — ?(q'nal’) (73_3‘7) exp(B %) x
X {1-0[-yBH (¢-na)]},
G 1 =2 ()2 70}
(411) Iz )= — T_Bg)_s/z'exp(BO q ):1 —(D[ - ]/-BS) ((I'nav):” .

Korzystajac z reguly transformacyjnej dla tensoréw mamy

(4.12) Iy, = @ diPn = anowal O +aIH.



432 St. Kosowski

Zauwazajac, ze

(413) ax:xq;l’n = {qx,
dostajemy
(414) 1101’ - qu(')‘*‘” VxI()

bez dodatkowej koniecznosci transformowania q,,, do ukladu globalnego.
Okazuje sig, ze analogicznie

(4.15) Ldvy = @18 + 1y IV,
(4.16) Iy = Q18 +nap I,
Ogdlnic zatem

(4.17) Ly = qI9) 40, 19,

Catki okreslajayce F{7)y, sa typu podobnego do wystepujacych w wyrazeniu Fi3y . Znajdujemy:

n # k IEHn) =

exp(BEv 4§ %y n),

4.18 =h Ve BD
@.15) k=1,2,3) Y
— ()b __ 10aVn - BP,
I n k Io_ay Ly I/ aVBD eXp( quO aVn)
1 Q3 —av *Day
koI 3 + X
& # ) 6 Vk( ) (aaV ﬂaV) 2(ﬂaV aaV)
X I/D—n 2 EXP{ B (qE_av - Mar)? | X
-BaV(aaV_ﬂaV)
a aa
-3 X { |l -Balz)V Pav =ty (‘lé“-aV'“av)]}’
n= oy — oy
(4.19)
k=123 n=k IOY.3)=— . 2 + 7 :
0 wvk 2 -BaPV(ﬁan_aan)2 (aaV ﬂaV)
A %2 BY,
* ]/va(aav_ﬂav) B2y 48 v 11X {52y 05}
oD Bav — oy ]l
x 11 —®|VBE & av: s :
{ [] v do-av |Bay — oty |

Podobnie jak poprzednio, po dokonaniu transformacji wielkoéci »primowanych«, wektor
INY, mozna sprowadzi¢ do postaci:

&2 1622 = g 1§+ 17,
gdzie
r n K
(421) Iiy)D = 20( V((Z - ﬂ V)ZBDZCXp{BaV[qo —aV (qg—aV'naV)z]}+
LT @vny x
2 agV(.BaV aV)-B ]’ -BaV(aaV ﬂaV)
aa
]Il_(p I/B (‘Io av " “av) ﬁ ﬂ V|M exp (B q82av),
aV

I(r)D = I(r)D ___I(r)D(qa: aV'naV)>
1% = 120 (D122, () 1623.(3).



STACJONARNE ODDZIALYWANIE DWU ELEMENTOW 433

Pozostale calki, wystepujace w skiadowych ¥, i F ;.0 / wWyrazaja si¢ nastgpujaco:

()2 (s)
s 5 ) 2) (2 B\~ 572 Yo _V
(4.22) I = AYexp (—BEq*) (2pW) 12T (5)exp(85(5))D—s(Vﬁ(s)),

y& = 2BP(— 1Py -q)-2(dy - m,) (M- @), O = BYY,
(D)2 ()
(423) I(r)g) — Agaw_pwexp{—Bfg)wqoaw ﬂwJ(Zﬂ(D))—5/2F(5)eXp(ly D D—~5 —ly;i »
o 813( ) ]/ZB(D)
B® = BR (a3, + (B3, — 200 Ppw) (dy -g,)*],
y(D) = ZB[Ii)w(— 1)1+ﬂ :Bﬂw(dV'nﬂw)(nﬂw'quw—ﬂw)_a/’W(dV'qg“W_ﬂW)]’

’ 0 2 sz y(l')2 y(i)ﬂﬁ
(4.24) Iy = A exp(— B ¢?) (26D~ 1'(5)exp Dogf—tas ),

B0 = B,y = 2BO(— 1) Ay ).

(4.25) 1§96, = I /(AP exp{— B ¢*}),
(4.26) IPWF = I3/ (ADexp { - BY ),
(427) I(r)(D)F = I(r)EVD)/(AOaw Bwexp{—BBquatw Ilw})’

(428) I(Or—){z)w(qgﬂw—aw) = qOﬂw—awayD(qO—aw - qOﬂw—aw)+naw1§r)D(q'g—au' - qo*/’“’-’lW) :

5. Dyskusja wyrazenia na sily. Sile dzialajaca na element ,,&” ukladu mozna przedsta-
wié jeszcze w innej, dogodnej do interpretacji postaci:

(51) Fa = (Fglaw+F(')ﬂ)+(F8)a., E)r)az)—i'FO[iw aw*

Pierwsze dwa wyrazy przedstawiaja skladowy sily, pochodzaca od czastek padajacych na
wewnetrzng powierzchnig elementu o z otoczenia i z elementu f, nastgpne dwa wyrazy
przedstawiaja skiadowa sily, pochodzaca od czastek padajacych na zewngtrzna powierz-
chnig¢ elementu o i od niej odbitych; ostatni wyraz jest skladowa pochodzaca od czastek
odbitych od wewngtrznej powierzchni elementu a.

Ostatnig skladowa F§},_,, podobnie jak funkcje rozkiadu molekul odbitych mozna
rozbi¢ na skladowe: «odbita» zwierciadlanie i «odbita» dyfuzyjnie, mianowicie

(52) F r[i)w —aw — (l - an) F(Osﬂ)w—aw —Eqw Fgﬁw—aw >

gdzie

(53) rg‘[})w aw Fg—)-aw + ng::)-/} 2 [(Fg ) —aw + Fé:l)ﬂ}) ndW] nClW >

(54) FD - mAOIIw awexp{ Bawqoﬂw aw}IE)r 2w (qO—aw - qgﬁw—aw) d):aw'

Wektor skiadowej «odbitej» zwierciadlanie ma analogiczna posta¢ do wektora predkosci
«odbitej» zwierciadlanie. Pojawienie si¢ znakéw minus w wyrazeniu na F§._aw (W f§R0—aw
wystepujg znaki +) zwigzane jest z faktem, Ze impuls przekazywany $cianie przez czastki
odbite jest w odbiciu zwierciadlanym tak samo skierowany jak impuls pochodzacy od
czastek padajacych na scianke (podczas gdy wektor predkosci odbitej skierowany jest od
$cianki).

Oddziatywanie iterakcyjne zawarte jest w wyrazach Fg i F§),,_,,, i scharakteryzowane
jest jedynie wyrazem F;,, gdyz interakcja zawarta w F{),,_,,, wyraza si¢ réwniez poprzez
F{)s. Wyraz F{), jest proporcjonalny do elementarnego kata brylowego df,, pod jakim
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Sy - d,-n
widaé¢ element dX; z elementu « |d2, = dEpw-(—'idzpw)

kolwiek z clementow lezy na Iinn laczacej elementy. Analiza ogdlnego wyrazenia na sily
jest bardzo uciagzliwa. Dla uzyskania czytelnych wynikéw mozemy przeprowadzi¢ ja jednak

). Interakcja znika, jesli ktory-

w uproszczony sposéb.

I tak zakladajac najprostszy model «odbicia» gaz-powierzchnia (model dyfuzyjny)
i najprostsza orientacj¢ eclementéw mozemy zbadaé wplyw predkodci na oddziatywanie;
przyjmujac najprostszy model «odbicia» i kladac ¢ = 0 mozemy przesledzi¢ wptyw orien-
tacji elementow i wreszcie przyjmujac najprostsza orientacj¢ elementéw i biorac ¢ = 0
mozemy przebadaé zjawisko oddziatywania ze wzglgdu na model «odbicia», co zreszta
byto gléwnym celem pracy.

W charakterze przykladu rozwazymy oddziatlywanie elementéw o réznych tempera-
turach spoczywajacych w osrodku, rownoleglych do siebie i prostopadtych do laczacej
ich osi. Réwnoé¢ g = 0 pociaga za soba ¢*= 0 [12]. Dla uproszczenia przyjmiemy jeszcze
ze strony wewnetrzne i zewnetrzne elementéw sa sobie réwnowazne pod wzgledem wias-
nosci fizycznych. Uwzgledniajac powyzsze, znajdujemy z wzoréw ogdlnych nastepujace,

wyrazenie na site dzialajaca na element a («, # = 1 V2, u # p) dla probabilistyczno-deter-
ministycznego modelu odbicia:
dX,,dXy, | bg
(55) F Fcull/l Mey (77— Zp [b(l)* + aa }rgr)e\v+
— (1 — &) [Fidp — 2(FDym,, )m,, ],
gdzie
Py = — 5 mi/7 dZ,dZ, S [ ARy — (2B) "2 (),
= == LT o _ T 4
“ = aEe—pyr T @B
b},”* = —26[,/48-)(2_38{))_2, ey = 2e5(2PRp) 72,
(5.6) BRy = BRlaj+ (—20585+57) (dv-1y,)7,

v _ 44 __4]/_‘ 4
e = B0 VBB
Br = B laf+(BF—2a585) (dy -np)?],

o (BD)? 02 (o~ B)?

0 B~ AE’ B(l))Z

Wielkoéci rézniace si¢ tylko wskaZnikiem mozna otrzymaé przez zamiane wskaznikow.
Zaktadajac dalej model Maxwella, tzn. kladac oz = 1, B = 0 dostajemy:

Fa = Fc((,:l)lﬂ (l — & )[Fg'u)lﬂ -2 (Fg:zlﬂ ’ naw) naw] >

Fums = — 5 1Y/ dZadZy ey 3 ADQBY)- ’[(%8)) | —1]

B

6.7
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W szczegolnosei dla zwyklego modelu dyfuzyjnego
(5.8) F, = Fd,.

Na podstawie wzordow (5.7), (5.8), uzyskanych dla modeli Maxwella i dyfuzyjnego,
mozemy wyciagnaé nastgpujace wnioski:

1) Wyrazenie na sil¢ F, okre$lone jest tylko przez czlon interakcyjny Fii),.

2) Charakterystyczne jest, ze wielkos¢ sity dzialajacej na element nie zalezy od tempera-
wry tego elementu: F, zalezy jedynic od stosunkow energetycznych otoczenie-clement
£ 1 od wielko$ci wspdlczynnikéw dyfuzyjnosci (mieszania) &,, &.

3) Oddzialywanie znika, jesli &; = O tj. w przypadku, gdy element § odbija czysto
zwierciadlanie.

4) Dla ¢, = 0, czyli dla przypadku gdy element « odbija czastki w sposéb czysto zwier-
ciadlany, sita F, osiaga warto$¢ maksymalna (przy zadanym ¢;) — efektywny ped przycho-
dzacy z obszaru brylowego, wyznaczonego powierzchnig elementu S jest wskutek odbicia
zreprodukowany dwukrotnie (dla e, = 0, ¥ = 2F%,)).

5) Jesli element f jest gorgtszy od gazu otoczenia, to wywiera na « dzialanie odpycha-
Jjace, jesli zimniejszy — to przyciagajace.

6) Wynik (5.8) jest potwierdzeniem wyniku pracy [8], w ktérej uzyskano wyraZenia
na sily dla kul spoczywajacych w o$rodku dla modelu dyfuzyjnego. Potwierdzenie zawiera
siec w proporcjonalnosci sity ¥, do wyrazu [(B§?/Bg)!/? — 1] — fakt ten oznacza, Ze rozwig-
zania réwnan ciagtosci dla elementéw spoczywajacych przy zaloZzeniu modelu dyfuzyjnego
sg takie same jak w przypadku, gdy kazdy z elementéw spoczywa w osrodku samotnie.

Zalezno$¢ sit od odleglosci jest trywialna — mianowicie niezaleznie od orientacji
elementow, predkoscei uktadu i modelu odbicia, sily sa odwrotnie proporcjonalne do kwa-
dratu odleglosci — jest to zreszta prosta konsekwencja specyfiki zagadnienia mianowicie
tego faktu, ze powierzchnie oddzialywujace sa nieskonczenie male.

W szczegdlnosci, zaniedbujac we wzorach ogdlnych oddziatywanie interakcyjne wy-
wolane obecnoscia drugiego elementu, mozemy w prosty sposob otrzymaé oddziatywanie
7. o§rodkiem ptlaskiej skonczonej plytki o réznych wlasnosciach «odbicia» po obu stronach
powierzchni: dla modelu dyfuzyjnego anizotropowego

A A Y SR I
(5.9) Fo=m ngjz[]/w(a:_‘ BT~ I/Eé(o?w?/ﬂ)_”ldznw'

B. Zagadnienie wymiany ciepla

1. Wyrazenie na wymiang ciepla. Postepujac podobnie jak w przypadku zagadnienia sil,
catkowite ciepto Q, przekazywane elementowi « (¢ = 1¥2) mozna zlozyé z ciepla «nie-
burzonego» Q,q, jakie byloby przekazywane elementowi o pod nieobecno$é¢ elementu S
i ciepla Q,;,, ktére jest wynikiem interakeji elementow

(ll) : Qa = QaO+Qain-

Ciepto Q,0 jest suma ciepla Q0. | Qa0 przekazywanych odpowiednio stronie wewngtrznej
i zewnetrznej elementu o

(12) QaO = Qa0w+QaO:'
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Cieplo interakcyjne Q,,, mozna traktowaé jako zlozenie ciepta Qy;,;, bedacego réznica
pomigdzy cieplem przychodzacym od elementu f i cieptem, ktére przychodzitoby do cle-
mentu o z osrodka, z obszaru zastonigtego przez element f, i ciepla Q,;.0, ktore jest réz-
nica ciepla «wyemitowanego» z elementu « i ciepla «wyemitowanego» z elementu « pod
nieobecnos¢ elementu f:

(1 3) Qain = Qainﬂ +Qain0 .

Poszczegdlne ciepla wyrazaja si¢ poprzez catki po przestrzeni predkosci z elementarnych
strumieni energii, okreslonych odpowiednimi funkcjami rozkladu w sposéb nastepujacy:

(14) QaOV = n7[f C(z)a(—COa'naV)f(;;)dJCOa— f C:a(caa'naV)f(gr—)anscandZaV’

@52 29,2
(15) QainO = —Iﬂ\ fc:a(Caa'naV)f(g/,;)w—awdacaa- f ca%a(caanaV)f(gr—)anacandZaV,
AC of
172 1/2
(1.6)  Quing = ml J Cho(CppMpu) fo ik prdCpp — fC(z)a(COanﬁw)fé-i—)ﬂzdacOa]d)——“ﬂw-
2f ¢
72

W interakcyjnym strumieniu energii Q,;,5, pochodzacym od elementu f funkcja rozktadu
czgsteczek padajacych z elementu f zostala zastgpiona funkcja rozkladu czasteczek od-
bitych od elementu f (zreszta jest to zastapienie formalne). Jesli skorzystaé z gotowych
wzordw wyprowadzanych w rozwazaniach dotyczacych zagadnienia sit:

Cpy = Cgp = Cop = c(—1)'*Pdy,, d3c = c*dcdQ,,

(1.7) d Ny,
dsiy = (—1)‘]%“)""2‘:‘», Cpp-Np = Cpp(— D' HP(dy mg,,),
(1.8) F§p, = Aexp(— BEIq?)[cde+2004(— 1) HB(dy -],
(]9) fé;‘)v_pw = (I _Eﬂw)f(ggzj—ﬂw+sl3wf(§gvp—l3w’
(1.10)

fo(('xvs—ﬂw = Ag)exp ( _B(ol)qz) exp(— Bg) {Cﬁp +2( - I)1+Bcﬂﬂ [(dV * q) - 2(dV . nﬂw) (nﬂw * Q)]}),
(] N 1) fO(;{vD——Bw = Agaw—ﬂwexp(_BllY)wqgazw—Bw) exp{_'ngc;B [aﬁw+ (ﬂlgw—zaﬂwﬂl}“’) X

X (dV * nﬂw)z] - 2-BDW Cpp(_ 1)1 +b [ﬂpw(dV ° n[}w) (nﬂwqgaw—ﬂw) - aﬂw(qugaw—ﬂw)]} >
to Qg daje si¢ przedstawi¢ w postaci

(11D Quny = maZp(— 1y Q0w gz (—1)t+0(d, my,) ¢

X {(1 — sﬂ“,)J&’j_pw+ 8[;“,-]{)'2‘?—[3“: — Ja(z:")lﬂ} s
[+0] [ee]

— 5
(I 1 3) Jé’;)‘f,_p“. - f cﬂﬂfo(;zj—ﬂw dcﬂ[b J((),;)‘?—Bw = f c;/}fo(;\)vp—ﬂwdcﬂﬂ H
0 0

Ts = | caf8pedeoy.
0
W charakterze funkcji rozktadu f{)5_;, czasteczek odbitych zwierciadlanie od elementu
B wzigliSmy funkcje¢ rozkladu molekul padajacych na element f z otoczenia, dla takiej
predkosei «padajacej», ktéra po zwierciadlanym odbiciu od elementu B osiggnie element
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Caw—

jeden kierunek predkosci mianowicie od f# do « — w przypadku ogdlnym, kiedy dopusz-
czony jest okreslony zbidr kierunkéw predkosci «odbitych» (np. przy liczeniu Qgm0 zbidr
ten jest polprzestrzenia kierunkdw) w charakterze f§i5_s, musimy wziaé funkcje rozktadu
czqsteczek padajacych, nie tylko z otoczenia, ale réwniez z elementu o : f{55_ pw(€)) =
= f§Du_pn(€D(c")). Podstawiajac dalej do Qqino funkeje S8Be_aw W postaci jawnej

a(f§ms_ g (¢ = £, (¢(e”)) (mozna tak postapi¢, gdyz W Qqiag znamy tylko mozliwy

(114) fO[Iw aw T (l_saw)f(;;v: aw+8aw Ollw aw s

dostajemy

(115) QainO = _m{ f Ca%a(caanaV)[( an)féﬁ):, qw+8awf 0f'w— a..]a'3caa+
!2“1/2

- f caa(caanaV)[(l_an)f(r)‘ +8aw ()(r)af)w]d3caa}d2aw
25,2
Korzystajac z wiasciwosci funkcji zwierciadlanej f§05., mamy natychmiast

(1.16) M [ Cau(Caly) [§050 A% 00 = O,

<
292

co mozemy zinterpretowaé w ten sposéb, Ze strumien energii «odbitej» zwierciadlanie
jest réwny strumieniowi energii «padajacej». Nietrudno réwniez udowodnié, rozbijajac
polprzestrzen predkosci £25,, na dwa obszary £29,, —d>Cuqzpy 1 dCan(zpy (i uwzgledniajac,
28 [ e = fEPooan( €0 = f§ah_pw oraz fakt, ze funkcja f§5_p. dla predkosci

¢ o kierunku od B do « jest zwigzana z funkcja rozkladu f{?;, czasteczek padajacych
tylko z otoczenia), ze zachodzi zwigzek

m f aa(caa aV)f([;\j awdscaa = Qg—)-aw_*"szin[I’
242

(1.17) ‘
leaw =m J C(z)a(_ cOa'naV)fO(ti)d:,cOa-

29,2
Dla pozostalych calek w wyraZeniu Qo dostajemy:

(1.18) [ C2u(Caatar) f$PB,d%Ca = AB_ppyexp (— BE, 482 0) T2,

c
292

(119) JS’)EW = f Caa(caanaw) exXp { —~B, w[aaw + (ﬂaw 2aawﬂaw) (c(r) * naw)Z] +
27,

_-Balz)w[_ 2aaw (c(r) 'qg—aw) +2ﬂaw(c(r) " naw) (naw' qz—aw)] dsc;'\‘v)’

(120) f Ca%a(caa'nal’)fé[;)wp awdscaa = Agﬂw—awexp(_Ba?wqgﬂzw—aw)‘,(()r)aw(qoﬂw aw)
212

Uwzgledniajac (1.16), (1.17), (1.18) i (1.19) mozemy przedstawié Qa0 W postaci

(121) QaInO - _m{(l_an)[Qg))aw+Qamﬂ]+8awA0ﬂw awexp( -B wq0ﬂw aw)x

(()QEw(qOHW aw) (l_saw)Qg—aw sawAO awexp( Bapwquaw) (r)D }d):

7 Mechanika Teoretyczna 4/73
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Wreszcie dla ostatniej komponenty any w ogdlnym wyrazeniu na cieplo w lokalnym
ukiadzie wspétrzednych o osi z¢9 || n,,*, znajdujemy

(122) QaOV = _m{Ag)exp(_Bg)qz)[JE)'ZaV_(1 _saV)ngaV]'i'
+8aVA(l))-aVexp( BEVqO aV (r)D

gdzie
3
(1.23) I = 2 aV(k),
k=1
3
(1.24) JNYy = 2, JOaV(k)’
(1-25) J&z)V(k) = Jg Vk(l)J(()l)Vk(z) (()2Vk(3), k=1,2,3=x,y,z;
o0
Tsdv<(1) = f €3ax XD { — BE [Coux +2C0ax ]} dCoux »
o0
(126) ng)Vx(z) = f CXp{—Bg) [C%ay+2Canq;]}dCan;
—©
J(()an(3) - f cOazexp{ B(l)[COaz 2Cgazq;]}d63az) Cgaz = —'COaz-

(127) (()aVy(l) = J(()ng(z)(qx)’ JOaVy(z) = JOan(l)(q;')’ Jé:sz(B) = J(()‘;I)Vx(3)9
(()QVz(l) = J(()aVy(l)’ J(()i—)aVz(z) = J(()ia)Vx(z)7

(1.28) _ ,
TE0) = - f CBexp{— BE (82— 20%e: 1) de,.,
(1.29) T8 = J§WPu (DI (D T60,(3),
J(()an(l) = f Caaxexp{ —B V[aaV c(r)2 2aaV c;r)qgl—an]}dcaaxa
0
(130) J(()'(;)ll’)x(z) = f CXp{-B,?V [agycyz_zaal’ cy qgl—al’y]}dcaay)
— o0
TEP3) = [ Caneexp{— BB [(oZ + B2 — 20uy Bur) 21+
0
- 2B£V cz( — Qv + ,BaV) (naV ‘ qg—-aV)} dcz s
(1.31) T6Py(1) = JEP(2) (@8avs),  TEP,(2) = TEXP (D) (48 ar)>
(1.32)

Jé:;);?y(3) = Jé,;)lPx(B) > (()':z)ll’)z( 1) 82);9;(2) (quVx Jé':z)lyz (2) = Jérz)lpx(z) >

JERG) = f CRueox{ = BB [(02y + B2 — 20ty Bay) €2 +26:(— tay + Bo) - Q)] ).

* Ze wzgledu na to, ze liczone wielkosci sa skalarami, wyniki w lokalnym ukladzie wsp6irzednych
sa takie same, jak w globalnym ukiadzie odniesienia (nie zachodzi konieczno$¢ transformacji).
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W wyrazeniu Qno, mamy wigc do obliczenia nastgpujace catki: J§, (1), J§ . (2), 5 (3),
J&,.(3), TWP(1), JEP(2), J&P(3), J§)P.(3). Faktycznie iloéé catek do obliczenia jest o po-
towe mniejsza, gdyz niektore calki sa znane z zagadnienia sil; mamy mianowicie
(')Vx(2) - I&cx)V.\‘(2) J(‘)Vx(3) _]8,2Vx(3),
é,.;)i?x(‘?) - ]((),;)i?x(‘?) gc'x)ig)r(3) I((),;)i?r(3)

2. Obliczenie calek oddzialywania energetycznego. Pozostate do obliczenia catki z wyrazenia
Q.ov sa nastepujace:

. 1 7 o o
(21) J&?Vx(l) = 2'B(,')-l// F'Y CXp{B&')qxz}(l +2B(())qx2 s

(22) JE.03) = —B)- 2P(4)exp( ) ( V?-ﬂ) B =B, y=289q,

1 7

2.3 [ §BD. g%'2 1 2Ba *;2x
(2.3) J&an(l) 2Bp a2, I/BaV o2, - €XP quOaVr}( + v q0av
J® tal

r)D — 21" s

IR = 8 T@e for | D[ o )
ﬂ* = aDV(aaV_ﬂaV)zy }’* = 2B (ﬂav_aaV) (naV qO aV)
Wszystkie catki wystepujace w wyrazeniu Q,.,,s daja si¢ zapisaé w postaci

(2.4)

@.5) J = Aexp{=Bg*}2f)=T (6)exp( ) (V2ﬂ)

przy czym wielkosci A4, B, g, B, y dla poszczegdlnych calek J wynosza odpowiednio:
dla catki J§5_,.,,

=4, B=BP, q=q, =B y=2(=1)"*BOldy 9)—2(dy-ng) M-,

(2.6)
dla catki J§)5_;.,,

A= ABpw_pws B =BRy, 4= q%w_pw, B = Bpulohw+ (Bju—205.0pw) %
2.7 X (dy -mg,)?],

Yy = 2(_ l)l-heB[?w[ﬂﬂw(dV'nﬂw) (nﬂwqgaw—ﬂw)_aﬂw(dV'qgaw—ﬂw)];
dla catki J{,,
(28) A =AY, B=BY, q=q, B=BY, y=2(-D'*BHdy,-q).

Calki wystepujace w wyrazeniu Quno nie wychodza poza zbiér calek w wyrazeniach

QaOV i Qainﬂ-

3. Dyskusja wyrazenia na wymiang ciepla. Ostateczne wyraZzenie na wymiane ciepta pomig-
dzy oérodkiem swobodno-molekularnym i uktadem dwu nieskoriczenie matych elementéw,
dowolnie zorientowanych, poruszajacym si¢ w oérodku z dowolna predkoscia, jest naste-
Pujace:

(31) Qu = (Qs)‘)aw c(xfr)lﬂ)"_(Qg)az—Qg)az) QO[IW aws

1
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gdzie

- 0w = —mAexp{—BYq*} J§2,.d 2,

3:2) 04, = —mAPexp{—BYq*} I A,

(33) g)rlaz = [_m(l_ea:)J(()iZa:"f_’nEazAg—azexp{_B‘?z Oza'} (r)D]d—’aﬂ

(dV aw)_
d?

(35) QOﬂw aw — (1 _Ea\v)Qg)sﬂ)w—aw-f_anQ(l))ﬂw—a\vy

QO/M —aw Q(l)aw+Qam/},
Qoﬂw—aw = Aoﬂw—awexpl Balz)\vqoﬂw aw 0 aw(qoﬂw aw)dz’au

Pierwsze dwa wyrazy w nawiasie mozemy interpretowaé jako strumien energii padajacy
na wewngtrzna strong elementu «, z otoczenia i od elementu f; dwa nastgpne wyrazy,
w drugim nawiasie, jako strumienie energii: padajacy na zewngtrzng stron¢ elementu o
i odbity od zewnetrznej strony «; wreszcie wyraz ostatni jako strumien energii odbity od
wewnetrznej strony « (strumien ten mozemy uwazac za zlozenie strumienia energii odbitego
zwierciadlanie i strumienia energii dyfuzyjnego).

Oddzialywanie interakcyjne zawarte jest w wyrazach Quip i Qbfw_aw. Interakcja
znika jesli ktérykolwiek z elementéw lezy na linii fgczacej elementy (w szczegdlnosci
réwniez wtedy, gdy elementy sa prostopadie do siebie). Wyraz Qgnp, ktdry decyduje
o interakcji (oddziatywanie interakcyjne zawarte w QB’,}W_W przejawia si¢ rowniez poprzez
wystepowanie w tym wyrazie Qs jest proporcjonalny do dZj,, -(dy—;zlﬂ‘i, czyli do ele-
mentarnego kata brytowego pod jakim widaé element d2j z elementu « — tym samym
jest to zaleznos¢ oddziatywania od odlegtosci. Rozwigzanie zagadnienia oddziatywania
nieskoficzenie matych elementéw dostarcza informacji o wptywie na oddziatywanie takich
parametréw jak predko§¢ uktadu w osrodku, wzajemna orientacja ciat uktadu i model
«odbicia» gaz-powierzchnia.

Ze wzgledu na skomplikowany charakter ogdlnego wyraZenia, analiz¢ wpilywu po-
szczegélnych parametréw mozna przeprowadzi¢ w nastgpujacy sposob: 1) dla zbadania
wplywu predkosci na oddzialywanie — przyja¢ najprostsza orientacj¢ elementow (ele-
menty réwnolegle) i najprostszy model odbicia gaz — powierzchnia (model dyfuzyjny);
2) dla zbadania wplywu orientacji elementéw — potozy¢ g = 0 i przyja¢ najprostszy
model odbicia; 3) dla zbadania wptywu modelu — potozy¢ ¢ = 0 i przyja¢ najprostsza
orientacje elementéw. WynikSw tej analizy nie przytaczamy, gdyZ zajetoby to duzo miejsca
i byloby w znacznej mierze powtdrzeniem szeregu relacji ogdinych, sformutowanych tylko
w bardziej fragmentarycznej formie, w szczegdlnosci za$ byloby powtérzeniem podobne;j
dyskusji, przeprowadzonej dla zagadnienia sit.

(3 4) Qamﬂ - _'nd‘—’ﬂwdz'aw (dV'nﬂw){(l _Eﬂw)J(()';)\f'-ﬂw"f‘EﬂwJ(()';)wD_ﬂw_J(mﬂ}

(3.6)
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Pesonme
CTALIMMIOHAPHOE B3AMMOJIENCTBUE CUCTEMBI IBYVX BECKOHEUHO MAJIBIX
TIPOU3BOJILHO OPHMEHTHPOBAHHLBIX 2JJEMEHTOB TBEPOOI'O TEJA, IBM)KVIIE-
TOCs1 B CBOBOIHO-MOJIEKVIISIPHOM CPEOE C NIPOH3BOJILHON CKOPOCTLIO

B paGoTe pemena 3agaya O COIPOTHBIIEHMH M TEMJOOOMEHE B CHCTEME, COCTOSINECH U3 ABYX Gecko-
HEYHO MaJIbIX IIPOM3BOJIBHO OPHEHTHPOBAHHBIX IIOBEPXHOCTHBIX 3JIEMEHTOB TBEPLOro TEJIA, HAXONALETOCH
B CBOOOHO-MOJIEKYJUSIDHOM TeYeHHH. B KayecTBe MOMENH OTPLKEHMS ra3a OT IIOBEPXHOCTH IIPHHATA
MoamduumposanHast momens Maxcsenna ¢ aHusoTporHOH MMbQy33MOHHOM vacThI0. BBHIY TOro, 4To
JIaHHasAs MOMENb COMEPIKHMT KaK YacTHbIE CJIyYaH HEKOTOpbIc o0Luien3BecTHbie moaem (Muddy3noHHyI0,
monenu Maxceenna u Hounrimi, andody3HoHH0-aHH3OTPOIIHYIO MOMEIIb), PELICHIE 3a]aUH aeT BO3MOMK-
HOCTb MCCIIeOBaHMUsI B3aUMOMAEHCTBUS CHCTEMbI TEN, ABIDKYLUEHCST B CBOGOAHO-MOJIEKYJLIDHONR cpene,
B 3aBMCHMMOCTH OT MOJEJIH OTPKEHMA ra3a OT JIOBEPXHOCTH. PellieHHe INO3BOJNAET TAKME MCCNIENoBAT
B3aHMOMEHCTBUA B 3aBHCHMOCTH OT CKOPOCTH CHUCTEMBI H OT ODEHTHPOBKM €€ 3JIEMEHTOB.

Jns Ten KOHEeUHbIX PasMepoB, [aXKe B CAMOM IIPOCTOM CJIyUYae CHCTEMbI ABYX I1apOB, JIOKOALMXCA
B Cpeic, U B NPEONOJIOYKEHHH CaMOM IIPOCTO MOMAEIH OTPAYKCHMUSI ra3a OT IIOBEPXHOCTEH TeJl, HeJb3s
HafTH TOYHOrO aHAJIMTHYECKOro pelleHUsi. B ofliem >ke ciyuae 3ajaya o B3aHMOMEHCTBHM HE MOXKET
6bITh pemuena B unciednom Buae. CONPOTHBIIEHME M TEIIOOOMEH JUIT GECKOHEUHO MAJbIX 3JIEMEHTOB
MOXKHO OIIPENENMUTh TOUYHBIM OOpa3oM aHANUTHYeCKUM nyTeM. OHH BBIP@XKAIOTCS Uepe3 CICIHAaNbHbIC
bynxuun @ M D_, (MHTerpan BEPOATHOCTEH U (GYHKUMIO NapaGoJMUecKoro IUJIMHAPA).

Summary
STATIONARY INTERACTIONS OF A SYSTEM CONSISTING OF TWO INFINITESIMAL,
ARBITRARILY ORIENTED ELEMENTS MOVING AT AN ARBITRARY VELOCITY IN A
FREE-MOLECULAR MEDIUM
In the paper is solved the problem of drag and heat exchange for a system of two infinitesimal,
arbitrarily oriented surface elements in a free-molecular flow. Reflection of the gas from the surface is
described by a Maxwell model with anisotropic diffusive part.
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Since the model contains, as particular cases, a number of models being in common use, such as the
diffusion model, Maxwell’s, Nocilla's and the anisotropic diffusion models, the solution creates the possib-
ility of investigating of the interaction of bodies moving in a free-molecular medium from the point of view
of model of gas reflection from the surface. The solution also enables us to investigate the interaction from
the point of view of velocity of the system and orientation of its elements. As far finite dimension bodies
are considered, the simplest case of two spheres placed in the medium can not be solved analytically to
yield an accurate result, even in the case of the simplest, diffusion model of gas reflection; the problem
of interaction in a general form is, however, not suitable for numerical analysis. The drag and heat
exchange for infinitely small bodies may be solved analytically in an accurate manner: the solutions are
expressed in terms of special functions @ and D_, (error function and the function of parabolic cylinder).
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