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W niniejszej pracy ustala si¢ ekstremalne wiasnosci reakeji wigzéw dla ukladéw ma-
terialnych typu Czetajewa-Przeborskiego i ukladéw z anholonomicznymi wigzami drugiego
rzedu, wychodzac z ogdlnej definicji Painleve’go ukladéw z tarciem. Otrzymano zalezno$é
miedzy odchyleniami ruchu rzeczywistego od mozliwego w ukladzie z tarciem i w ukladzie
bez tarcia, a takZze pewne wnioski wynikajace z tej zaleznosci.

1. Ekstremalne wlasciwosci reakciji wiezéw

Rozwazmy uklad » punktéw materialnych z anholonomicznymi, w przypadku ogdl-
nym, nieliniowymi wigzami pierwszego rzedu z tarciem:
(1.1 fiGnynz, X, 05,0 =0 (= 12,k i=1,2,..,n).

Wychodzac z ogdlnej definicji Pain]evé’go_uk{adéw z tarciem [1], bedziemy uwazaé, ze
suma prac elementarnych reakcji wiezéw R; na mozliwych przemieszczeniach ukladu nie
zawsze bedzie réwna zeru. Zalézmy, ze suma ta na mozliwym przemieszczeniu réwna jest
T#0

(1.2) D Roi =1 (x#0).

Mozliwe przemieszczenia ukladu okresla si¢ wedtug Czetajewa [2] i Przeborskiego [3]
nastgpujacym wzorem:

n

V(o f; of; ) _ _
(13) %{ (—a—x.T(Sx,+ ~(—,)'J.}—'_5y,-+f£;_—6z,- =0 (_]— 1,2,...,k).
Rozwazmy sumg
1 ¥V . _
(1.4 Ays = 2 Z mi(wy—:)%,

i=1

gdzie m; oznacza mase i-tego punktu, w; — przyspieszenie tego punktu w okreslonej
chwili czasu ¢ w trakcie ruchu rzeczywistego pod dziataniem danej sity F; i reakcji R;;
¥y —jedno z moi]iwych przyspieszen dla danych wigzéw przy stalych polozeniach
i predkoéciach punktu w okreslonej chwili czasu. Suma Ay, okre§la miar¢ odchylenia
rzeczywistego ruchu (d) danego ukladu punktéw materialnych od ruchu mozliwego ().
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W charakterze ruchu, z ktérym bedziemy poréwnywac ruch rzeczywisty (d) wedtug
wielkosci odchylenia od ruchu mozliwego (9), przyjmiemy ruch (d’) przy tych samych
danych sitach F; i dowolnych reakcjach R}, rézniacych sie od rzeczywistych reakcji,
lecz spetniajacych warunek (1.2), tj.

(1.5) D) RioF, = .
i=1

Ukladéw sit R} posiadajacych wiasciwosci (1.5) istnieje nieskonczona ilo§é [4].
Ruch (d°) nie bedzie, méwigc ogdlnie, mozliwym przy natozonych wiezach. Odchylenie
ruchu (d’) od ruchu mozliwego (9) jest réwne

LN
(1.6) Ags = 72‘ m(wi—v)*,
i=1
a przyrost odchylenia przy przejsciu od ruchu rzeczywistego (d) do ruchu (&’) jest réwny
1\ L
(1.7) AAd = Z m(w;—v;) Aw; + 5 Emi(Aw,-)’z, Aw;, = wi—w;.
i=1 i=1

Dla rozpatrywanych ukladow typu Czetajewa istnieja moZliwe przemieszczenia punktéw
ukladu, proporcjonalne do réZnic ich przyspieszen w ruchu rzeczywistym i mozliwym
(przy jednakowych wspdtrzgdnych i predkosciach punktéw w ruchu rzeczywistym i mozli-
wym rozpatrywanym w danej chwili czasu £). A wigc réznice w,—7p; we wzorze (1.7)
sa przemieszczeniami mozliwymi. Przyrost przyspieszen w poréwnywanych ruchach Aw;
réwny jest

R,—R;

(1.8) Aw; =

Poniewaz R; i R speiniaja warunki (1.2) i (1.5), to

O miwm—7) A = Y (Ri— R oy = 0.
i=1 i=1

W ten sposéb z rownania (1.7) mamy

\ |
(1.9) Ad = %2 mi(AW)? > 0,
i=1
skad wynika, ze

(1.10) Ags > Ags;

innymi stowy, w przypadku rzeczywistych reakcji wigzow R, suma (1.4), traktowana jako
funkcja reakcji dla ustalonych sit F;, przyjmuje wartos¢ minimalng.
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Jezeli wigzy naloZzone na ukliad sa idealne, tj.

Zhj]viari =0,
i=1

gdzie N; jest wypadkowa reakcji idealnych wigzéw (1.1), to minimalizacja sumy (1.4) dla
rzeczywistych reakcji wiezéw N; wynika bezpo$rednio z poprzedniego ogdlnego rezultatu
dla v = 0. Przypadek wigzow idealnych byl rozpatrywany przez autora w pracy [5].

Udowodnione wyzej twierdzenie mozna rozciagna¢ i na uktady z idealnymi i nieideal-
nymi anholonomicznymi wigzami drugiego rz¢du, liniowymi wzglgdem przyspieszen,
mianowicie

Z (¥it+buyitenz)=a (A=1,2,..., k).
i=1
Wspotczynniki ay, by, ¢u, a3 sa zalezne od czasu, wspotrzgdnych i predkoéei ruchu punk-
téw ukiadu.
W pracy [3] Przeborski po raz pierwszy wprowadzit dla rozwazanych uktadéw definicjg
mozliwych przemieszczen, uogodlniajaca definicje (1.3), w my§l ktérej przemieszczenia
mozliwe sg definiowane zwigzkami:

D) (@udxi+bydyiteudr) =0 (A =1,2,..., k).

=1
Latwo spostrzec, ze réznica przyspieszen punktéw ukiadu dla ruchu rzeczywistego i mozli-
wego, przy jednakowych wspdtrzgdnych i predkosciach punktéw uktadu w obu ruchach
dla ustalonej chwili czasu, jest przemieszczeniem mozliwym. Rozciagajac na rozwaZane
uklady ogdlna definicje Poinlevé’go ukladéw z tarciem (1.2) oraz powtarzajac rozwazania
jak dla uktadéw typu Czetajewa, mozna udowodnié, ze

Ags < Ay,

przy zachowaniu warunkéw (1.2) i (1.5) dla sit reakcji wigzéw w ruchach poréwnywanych.

2. Zwiazki pomigdzy niektérymi charakterystykami dynamicznymi ruchu danego ukladu
z tarciem i bez tarcia

Niech bedzie dany uktad » punktéw materialnych, z natozonymi wigzami holonomicz-
nymi i anholonomicznymi pierwszego i drugiego rzedu z tarciem.
Przeksztalcimy wzér dla odchylenia rzeczywistego ruchu ukladu od ruchu mozliwego

I \O .,
2.1 Ay = 2 mi(w;—y:)?,
i=1
1N B4R\ 1 O Fat N
@2 AM—TZm,( - —yl) -3 (e :
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gdzie N; — sila wigzéw, za$ o — sila tarcia. A zatem

2.3) D Nior =0,
i=1

(2.9) Dadr =
i=1

Sita wiezéw N, jest ta reakcja, ktora w okre§lonej chwili czasu ¢ dziatataby na punkt y,,,
w przypadku gdyby ukiad byl bez tarcia, z tym 2e kazdy punkt g; ukladu w okrelone;j
chwili czasu ¢ mialby te same potozenie, t¢ sama predkoé¢ i podlegal dziataniu tej samej
danej sity F;, jak w ruchu z tarciem [4].

Niech bedzie dane w;yo — przyspieszenie punktu ukltadu w ruchu bez tarcia, a 4,05 —
odchylenie ruchu bez tarcia (d0) od ruchu mozliwego (8). Wowczas

1 \ F+N, _ i ?
25) Au= —2—2”11[('?‘_71) + ’il ] = Ajos+

(=1
PN T o
+ Z;(Wido ')’i)@l+7 < m, .

Poniewaz
(2.6) Wigo— Vi = 3—"1,
to zgodnie ze wzorem (2.4) otrzymamy

n

@.7) Aus = Aos+ 7+ — of
. 46 — 408 7l - m, .

Trzeci skladnik prawej czeSci réwnania (2.7) stanowi odchylenie rzeczywistego ruchu
z tarciem od ruchu rzeczywistego bez tarcia. Rzeczywiscie

(2.8) 0; = Mi(Wig—Wigo),

dlatego tez
IV 1V
(2.9 7‘ 1 ’i—l‘ = TZmi(Wld_wido)z'

W ten spos6b wzér (2.7) dla 445 mozemy zapisaé w postaci

n

1 O _ _
(2.10) Ay = Agos+1+ 5 %/ m(Wia— Wiao)*

lub
(2.11) Ass = Asos+ T+ Asso,
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gdzie
R e
Agao = 3 Zmi(wid"wido)z-

i=1

Znajdziemy wzor dla Ay.s5. Ze wzoru (1.9) mamy

1N
(2.12) Aps—Aws = 5 2 mi(Aw;)?,
=1

gdzie

A}_V,' = W,-a, - W,d .

n

Mozna udowodnié, ze
n
Ny LN
mi(Wig:— Wigo)* — —-

2.13 ! Zﬂj =
( . ) m; wld’ wld - e 2 P

i=1 i=1 i=1

m(Wig— Wigo)?.

N —

Istotnie

n

n
> i o) = o > (=) =
—2—11 ilWigr —Wido 7{_1/ iWig— Wigo)”™ =

1IN0 o
=5 2 my[(Wia: — Wia)* +2(Wia— Wiao) (Wig — Wia)).
i=1

Udowodnimy réwniez, ze
n

N _ _
Z m(Wig— Wiao) (Wia» — Wig) = 0.
i=1

(2.14)

W rzeczywistosci
Wig— Wigo = or;, mi(Wig —Wyg) = ﬁ;—in

A wigc, zgodnie z warunkami (1.2) i (1.5), réwnanie (2.14) jest spelnione. W ten sposéb
mamy

(2.15 ! ‘"1
.15) Aps = Asos+ 7+ —2—41 m(Wia, — Wigo)*.
Nieréwnoéé (1.10) wspdlnie z wzorami (2.10) i (2.15) mozemy zmterpretowac nast@pu_mco
W ruchu rzeczywistym ukladu z tarciem pod dzialaniem danych sit F; i reakcji R; wyko-
nujacych te sama prace w1rtua1n4 co i reakcje rzeczywiste, odchylenie od ruchu bez tarcia
jest minimalne.

Napiszemy réwnanie (2.11) w postaci

(2.16) Auos+ Aaso— (Aas—7) = 0.

Qw
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Stad wynikaja dwie nieréwnosci:
(217) Adod < Ad‘y— T,
(218) Addo < Ada_'l';

pierwsza z nich (2.17) wyraza zwiazek migdzy odchyleniami ruchu mozliwego od rzeczy-
wistego i od ruchu uwolnionego od tarcia, a druga (2.18) — zwiazek miedzy odchyleniami
ruchu rzeczywistego od mozliwego i od ruchu uwolnionego od tarcia.
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