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DRGANIA POPRZECZNE UKELADU DWOCH BELEK POELACZONYCH
ELEMENTEM SPREZYSTYM

ZBIGNEEW ONI1SzCzZUK (KRAKOW)

W pracy rozpatrzono poprzeczne drgania ukladu zlozonego z dwdch belek pryzma-
tycznych polaczonych elementem sprezystym. Gorna belka opatra jest koricami na sztyw-
nych podporach, dolna za$ jest podwieszona na pierwszej za pomoca sprezystego elementu
na calej diugoéei belki (rys. 1).
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Rys. 1. Model ukladu drgajacego

W przyblizeniu model ten odpowiada niektérym typom suwnic wzglednie mostow,
poniewaz w takich konstrukcjach doéé rzadko spotyka si¢ przypadek, aby diwigary noéne
mialy stale przekroje poprzeczne, a takie zostaly przyjete w modelu. Kratowe (lub inne)
polaczenie dzwigaréw zostalo zastgpione liniowym elementem spreg2ystym.

Dla tak zbudowanego modelu rozpatrzymy drgania swobodne belek oraz drgania
wymuszone, wywolane harmonicznie zmiennymi sitami skupionymi, przemieszczajacymi
sig ze stala predkoscia po belce dolnej,

Pracg nalezy traktowaé jako wstepny krok do szerszej analizy postawionego problemu.
Analiza ta bedzie przeprowadzona dla réznych sposobéw podparcia belki gérnej i r6znych
rodzajow obciazen.

1. Drgania swobodne

Przyjmujemy nastepujace zatozenia: a) uklad nie jest thumiony, b) belki maja stale
przekroje poprzeczne i stale momenty bezwtadnoéei.
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Oznaczenia:

I catkowita dlugos¢ belki,
Fy, F2,J,,J2 przekroje poprzeczne i momenty bezwladnosci belek,
wy = w,(x,t) przemieszczenie przekrojow gornej belki,
Wa = Wa(x, t) przemieszczenie przekrojow dolnej belki,
x wspolrzedna okreslajgca polozenie danego przekroju,
! czas,
k. wspolczynnik sprezystosci elementu sprezystego,
¢ gestosé materiatu belek,
E modut Younga,
Iy rozstaw belek.

Roéwnania ruchu ukladu (rys. 1) maja nastepujaca postaé:

o*w 0w
) EJ, 3x41 + oF; m?_l ~k(w,—w;) =0,
84 V5 82“7
(2) EJ2 7;4:— +QF2"a‘t'2—2' '|‘]C(W2_w1) = O
Warunki brzegowe:
_ _ w, _ PPwy
w(0,8) = w(, 1) =0, T |y = B g 0,
(3) 0,1 (U85
Pwy | _Pwa | Pwa) Pl
ox? ©,n Jx? ) ? ox3 ©,0 ax3 n )
Warunki poczatkowe:
wl(x; 0) =f1(x)7 ]’VZ(x; 0) :fZ(x);
) aw, ow,
= B = X
at @0 gl(x) at 0 gl( )

Uktad réwnan (1), (2) sprowadzamy do postaci:

. 0w, OPw,y

) ai—aF + 22 by(w,—w,) =0,
o*w Pw,
(6) ﬂ%“a-xfz-i- —WZ— +by(wy—~wy) = 0,
gdzie
EJ; k
2 _ Y P [ —
(7) ai - QFi’ bl QFi, 14 172

Uklad réwnan (5), (6) rozwiazujemy metoda Fouriera, przewidujgc rozwiazania w po-
staci:

®) wix, £) = Li(0)T(H), i=1,2.
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Podstawiajac (8) do (5), (6) otrzymujemy

X}EIV) blr_ _1_71X2 B T 3 }4
X, a?  ax, &t v
XV b X, T,
X, a:  aiX,  &T ¥

pdzie A}, A% oznaczaja stale rozdzielenia zmiennych.
Ostatecznie po rozdzieleniu réwnan mamy

9) T"+ai T =0, T'+da32T=0
oraz
AXM + b, —a2 DX, ~Db, X, =0,
@XM 4 (by— a2 23X, — by X, = 0.
Funkcja czasu (catka ogdlna réwnan (9)) ma postaé

an T = Ccoswt+Dsinwt,

(10)

gdzie w = a, A} = a, A2 oznacza czesto$¢ drgan wlasnych ukiadu.
Rozwigzan ukladu réwnan (10) poszukujemy w postaci

(12) X, = A%, X, = A€

Po podstawieniu (12) do (10) i przyréwnaniu do zera wyznacznika zbudowanego ze wspot-
czynnikow wystepujacych przy stalych 4,, 4, otrzymujemy réwnanie

aiazr® +[ai(by~w?) +a3 (b, —M)r* + (b, —w?) (b~ w?)~by b, = 0,
ktére z uwagi na oznaczenia (7) przyjmuje postaé
(13) B2, J,r® +[EJ, (k—~w?oF,) + EJ,(k— 0ok )}r* + (k—w?oF,) (k~w?eF,) ~k* = 0.

Jest to réwnanie kwadratowe wzgledem r#,
A zatem

1 1 1 1 F F.
4 — el o 2 1 _2
Fi2 = 2{[E(k(11 + Jz) @ (Jl + h))]*’

1 1 F1 F2
- ]/ [—E—(k(%+72—)—w @( L2 ))] 4 e,k +F2)1}

Obydwa pierwiastki ¢ i r§ sa dodatnie, jezeli zachodzi nieréwno$¢

(14)

w?oF, F,
F, +F,

Warunek (15) eliminuje z rozwazan matlo interesujacy przypadek drgan belek jako cial
sztywnych, polaczonych elementem sprezystym, oraz przypadek, kiedy drgania belek nie
sa W ogdle mozliwe.

Oznaczmy

(15) > k.

4
ri=kt, r3=ks.
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Réwnanie charakterystyczne (13) ma osiem pierwiastkow:
(16) +ky; —kys +ikys —ik; ko —ka; ks —ik,,
gdzie
i=y—-1.
Catkami ogélnymi réwnaii (10) sa funkcje:
X, = C,;sh(k,; x)+C,ch(k, x)+Cysin(k x)+ Cycos(k; x) +
+Cssh(k, x) + Csch(k, x) + Cysin(k, x) + Cgcos(k, x),
X, = D;sh(k,x)+D,ch(k, x)+Djsin(k, x)+ D, cos(k, x)+
+Dssh(k, x)+Dech(k, x) +D;sin(k, x) + Dgcos(k, x),

gdziestate C;, D; ( = 1, 2, ..., 8) sg zwiazane zalezno$ciami wynikajacymi z réwnan (10):

a7

D; _ EJ K+ (k—w®F) k —a, i=1,..,4
ag B k T ELki+(k-wF) T T
D, ELk+(k—wF) _ k =B, J=5,..,8
T £ T ELESH (e—wley) P T

o i B sa liczbami rzeczywistymi. Mamy wigc tylko osiem dowolnych statych rzeczywistych.
Stale wyznaczamy wykorzystujac warunki brzegowe (3). Otrzymujemy jednorodny uktad
ofmiu réwnan algebraicznych:

C,+ Ci+ Cs+ Cog=0,
k2Cy~ k2C,+ k2Cs— k3Cs =0,
(19 k2 Cy— ak? Cy+ B3 Co— B3 Cg = 0,
ok3C, —ak3Cs+Pk3Cs—BEk3C, = 0,
C,shz;+ Cychz,+ Cssinz;+  Cycosz,+
+ Csshz;+  Cgchzy+  Cysinzy+  Cgceosz, = 0,
k3Cyshz, + k2C,chz,— k2Cssinz,— kiC,cosz, +
+ k3Csshz,+ k2Cschzy— k2Cysinz,— k%Cgcosz, = 0,
ak? C, shz, +ak? C,chz; —ak? Cssinz, —ak? Cycosz; +
+Bk%Csshz, +k} Cschz, — k3 Cqsinz, — k3 Cgcosz, = 0,
ok3C, chz, +ak3 C,shz, —ak3 Cycosz, +akd Cysinz, +
+pk3 Cschz, +Bk3 Csshz, — k3 C;cosz, + k3 Cgsinz, = 0.
Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan tego ukladu jest zerowanie si¢ wyznacz-
nika utworzonego ze wspdlczynnikdw wystepujacych przy poszukiwanych stalych:

(20)

d*shzsinz, (1 —chz,c0s2,)—shz,sinz,(1 ~chz, cosz,) +
21 +dchz,[(shz, —sinz,)(shz,cosz,—chz,sinz,)— (shz, ~
—sinz,)(shz,cosz, —chz,sinz,)] =0,
gdzie

3
7, =k, zy=kyl, d=§,’:§.
L
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Z powyzszego réwnania otrzymamy ciag rozwigzan na czestosci drgan wlasnych w, (k, k,
sg funkcjami o).

Z wyrazenia (14) obliczymy ciagi wartodci dla k,,, ka,.

Z ukladu rownan (19), (20) dla okreSlonej czgstosci w, wyznaczamy stale C;,
(i=1,2,...,8) w funkeji jednej ze statych, np. C,:

Cl!l = R” C7"’ C2,, = C4" = “CGn = _‘CBM = Gn C7:n C3n = NnC7n’ CSH = ]<n C7n,

gdzie wspéiczynniki R,, Gy, Ny, K, sa stale dla okreslonej czestosci w,(*).
Ostatecznie mamy nastgpujace postacie drgan gtéwnych (17) dla okreslonej czestosci
Wy
X, = Cu{[Rysh{k,,x)+N,sin(k,,x)] + G, [chik,, x) +cos(k,x)] +
+ [K,sh(ky, x) +sin(k,, x)] — G, [ ch(ks, x) +cos (kX)) },
Cqa {an([R" sh(k,,x)+N,sin(k,x)] + G,[ch(k,,x) +cos(k1,,x)]) +
+ Bu([Kush(kz, x) +sin(ks, X)) — G, [ehk %) +cos(k, %))},

(22) X 2n

Il

gdzie wolno przyja¢ C;, = 1.
Rozwiazania (8) rozpatrywanego problemu wyrazaja si¢ nastepujacymi szeregami:

wiGe, 1) = O Xeu)Tult) = ) (Acoswnt+ Bysine, t) x
n=1 n=1

x {[Ryshik,,x)+N,sin(ky,x)]+ G, [chik,,x)+cos(k,,x)]+
+ [K,sh(ky, X) +sink,, x)] - G, [ch(ka, X) +cos(k,.%)]},

(23) - B
wy(x, 1) = ZXZ,,(x)T,,(t) = 2(A,,cosw,,t+B,,sinw,,t)x
n=1 n=1

x {o([Rysh(e1, %) +N,sin(k, x)] + Gulch(k 1) +cos(k,2)]) +
+ B [Kash(kznx) +sin(kz, )] — G, [ch (k20 %) +cos(keznx)])} »

gdzie stale 4,, B, wyznaczamy z warunkow poczatkowych wykorzystujac warunek orto-
gonalnoéci postaci drgan gtdwaych, ktéry w tym przypadku ma postaé

1
(24) [P XX+ FXaXo)de =0 dla i #].
0

Z warunkéw poczatkowych (4) mamy:

fix) = ZAHXIM Sa2(x) = ZJAanm
n=1 n=

[>9] 0
gl(x) = anBnle gZ(x) = Z(D"‘BIIXZH‘

n=1 n=1

* Zgodnie' z zasadami rozwiazywania ukladéw r6éwnan jednorodnych nalezaloby sprawdzié z ilu
rozwigzan linjowo niezaleznych sklada sie podstawowy uktad rozwigzan.
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Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy wyrazenia na poszukiwane state:

!
f [Flf'l (x)Xln +F2f2(x)X2,,]dx
0
Anz'“’—l - —— e
f [FI X%n +F2X§,,]dx
0
(25)

!
({ [F\ g1 (X)X 1+ Fy () Xou]dx
Bn = i

!
w, [ [F\ X3, +FyX3,]dx
0

Podsumowanie

1. W rozpatrzonym problemie drgan belek mozemy doszukaé sig pewnej analogi
z drganiami dwéch mas polaczonych wiezig sprezysta. Abstrahujac od tego, ze gérna belka
jest podparta (co zreszta nie jest konieczne, gdyz rozwaZania nasze przeprowadzimy w opar-
ciu o0 wzory ogélne, w ktorych warunki brzegowe jeszcze nie ingeruja), uktad o 2n(n — o)
stopniach swobody mozemy sprowadzi¢ do ukladu o 2 stopniach swobody zakladajac, ze
sztywno$¢ obu belek wzrasta nieskoficzenie.

Jezeli EJ,, EJ, — 0, to musi by¢ ri, 2, = kinan = 0. Wtedy z (14) wynika

+ L Kk(1 I
©e Q(Fl * Fz)—o’
wiec
602 — k(F1+F2) .
oF  F,

Przyjmujac, ze x» = kl oznacza calkowity sztywnoéé elementu sprezystego, m, =
= oF, 1, m, = pF,]— masy belek, otrzymujemy

w? =0 oraz

wl = xm.
mym;
WyraZenie to okresla czesto§¢ drgai dwéch mas polaczonych jednym elementem spre-

zystym. Warunek (15) eliminuje ten malo interesujacy przypadek drgan belek jako pre-
tow nieskonczenie sztywnych.

2. Na podstawie (14), (15)i (13) mozna wykazac, Ze

EJ —_ EJ =
iy =2 (Pt VPR +9) >0, o= S (p— Vi +9) <0,

gdzie

e

E2T T,

Wynika z tego, ze skfadowe wychyleft postaci drgad X,,, X,, przyporzadkowane

wspbiczynnikom k,, majg kierunek zgodny, natomiast przyporzadkowane wspéiczynni-
kom k,, kierunek przeciwny.

_ 2 1 2
pn"‘E—Jl(k anFl)_E—Jz(k—anFZ)s q=
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Jezeli przejdziemy teraz do ukladu o dwéch stopniach swobody, to otrzymamy

co rzeczywiscie ma miejsce.

O petnej analogii uktadu sktadajacego si¢ z dwoch belek i ukladu dwumasowego mozna
jednak méwié dopiero w przypadku, gdy gérna belka nie jest podparta.

3. Z wyraZenia (14) wynika, Zze gdy sztywno$¢ gérnej belki £J; — oo, wtedy dolna
belka drga jak belka na sprezystym podiozu z czgsto$ciami

—
wn = V—EJZ]CZ" +k .
oF;

4, Na zakonczenie warto podkreslié, ze w oparciu o przedstawiony sposob rozwigzania
znalezienie swobodnych drgaf belek przy réznych typach podparcia zaréwno gdrnej,
jak i dolnej belki nie przedstawia trudnosci.

2. Drgania wymuszone

2.1. Ogblny przypadek drgan wymuszonych. Przejdziemy obecnie do wyznaczenia wymuszonych
drgaf belek, wywolanych obcigzeniami dowolnymi, przytozonymi na gornej i dolngj
belce (rys. 2);

[ pro

mul 1 T FﬁTUWTmm\

I N
il

wy \At)

Rys. 2

=Y

ly

fu(x, ), fo(x, ) oznaczaja obciazenia w odpowiednich punktach gérnej i dolnej belki.
Ruch uktadu drgajacego (rys. 2) opisuja réwnania:

o*w 0w

(26) EJ1‘5£4L+QF1T21"]C(WU—W1) = fi(x, 1),
o*w 0%

@7) EJ, 222+ oF, St + k(v —w,) = fa(%, ).

Pelne rozwigzania tego uktadu réwpan sa nastgpujace:
(28) w[ = W1+W1, WII = WZ+W2,
gdzie w,, w, oznaczaja drgania swobodne belek, a W, i W, — drgania wymuszone.

6 Mechanika Teoretyczna
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Wobec tego funkcje W, W, musza spetnia¢ réwnania

W >*W

(29) Eli—z+eFi—g, —k(W= W) = fi(x, 1),
I*W. >*W.

(30) Bl = +oFy—gs +R(Wa— W) = f3(x, 1),

z warunkami brzegowymi typu (3) oraz nastgpujacymi warunkami poczatkowymi:

aw,
a1

W,

3D W.(x,0) = W,(x,0) = =
(x,0) ot

= (.
(x,0)

Do znalezienia rozwiazan powyzszego ukladu réwnan poshuzymy sig metoda rozkladu
w/g postaci drgan wilasnych.
Szukane funkcje przedstawiamy w postaci szeregéw:

(32) Wilx, 1) = D, SuDXu(®), i=1,2,
n=1

gdzie S,(#) oznacza nieznana funkcje czasu, X,,(x), X,,(x) — postacie drgan wiasnych
(znane).
Podstawiajac (32) do (29) i (30) otrzymujemy

(33) BT S XED +0F, Sy Xin—KSu(Xan— X1 )] = £(x, 1),
n=1

(34) D ET S, X80+ 0F, Sy Xon +KSu(Xan—X1n)] = f3(x, ).
n=1

Réwnanie (33) mnozymy przez X, (34) za$ przez X ;.
Po zsumowaniju tych réwnan mamy

o
B9) D [BU XX ED+0, X XE) Sy +0(F X Xont Fo X X o) SY -+
u=1

+h(X ok —X11) (X2 —X1) Su] = f1(x, ) Xyx 1o (%, ) X
Wiemy, Ze funkcje X,,, X,, spelniaja réwnania (10)
36) ELXEY = w?oF, X, +k(Xpn—X1n),
ELXSY) = 0k 0F2 X5 —k(Xpn—X10).

Z réwnan (36) mozna otrzymaé nastepujaca zaleznoéé:

E(JlekX§II|V)+J2X2kXﬁ'V)) = wr%Q(Flelen +F2X2kX2n)_k(X2k_Xlk)(X2n_X1n)’
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ktéra wprowadzamy do wyrazenia (35). Uzyskane w ten sposéb réwnanie

0 (FL X X+ F X050 X,,) [Sy +wiS,] = Ji(x, DXk +10x, )Xo

n=1
catkujemy obustronnie po dlugoéci belki. Przyjmujac teraz k = n i biorac pod uwage
warunek ortogonalnoéci (24), otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na poszuki-
wang funkcje czasu

(37) Sy +wp S, = —;_Hn ®),
gdzie
Il
f [f1(x, DX 10 (%) +120x, )X 20(2)]dx
(38) Hy(t) =2 - .
[ (F, X3, +F,X2,)dx
0

Rozwiazanie réwnania (37) przy warunkach poczatkowych (31) ma postaé

1

ow

(39) Si(2) =

f H,(7)sinfw,(t—1)]d7.

"%

Zatem drgania wymuszone belek wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

[vs] v} 1
= .
Wite,0) = 3 XipS, = ZQ%X | Bu@sinto,@—dr,
n=1 n=1 n 0
Walx, 1) = > XSy = Z—I—X fH(r)sin[w (1= D) dr.
2 1 %ll 2n*“n l Qa)” 2n0 n n

Catkowite drgania belek maja postaé

00 [}
w=w,+W, = ZXI"(T"—'_S") = ZXI,,{A,,cosw,,t+B,,sinw,,t+

n=1 n=1

+ cho . Of H,,(r)sin[w,,(t—-r)]dr},

(41)

=] o
. S .
2’ Xon(T,+Sy) = Z Xon {A,,cosw,,t+B,,sma),,t+

n=1 n=1

Wy = Wy + W2

+

1 t .
H,(7)sin[w,(t— 7)] dr}.
" 61.

ow

6*
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2.2. Drgania poprzeczne przy obciaZeniu skupionymi silami harmonicznymi przemieszczajacymi sie
ze stala predkoscia¥po dolnej belce. Wyprowadzone wzory ogdlne (38), (39), (40) wykorzysta-
my teraz do znalezienia drgan belek w przypadku sit przemieszczajacych sie (rys. 3).

Oznaczenia: P;= Psinwt, Py = P,sinwt oznaczaja sity wymuszajace, w —
czgsto§¢ wymuszenia, a— ustalona odleglosé migdzy sitami, ¢ — stata predkosé prze-
mieszczania si¢ sit (kierunek jej oznaczony jest na rys. 3).

X‘y

WY

Rys. 3

Zaktadamy, ze w chwili # = 0 poloZenie sit jest takie jak na rys. 3.
Rozpoczniemy od obliczenia funkcji (38), ktéra w tym przypadku ma postaé:

i
ffl(x: t)X2ndx

(42) Hy(t) =2

({ [F X3, +F, X3,)dx

Mianownik tego wyraZzenia po wprowadzeniu X,,, X5, z (22) daje:

{
My = [ X3+ Xy = 2l (v 26— R+ 2L (14267 - K2+
0

+ ;1" {(N,,—R,,) G,+ % (R} +GE)sh2Z,,— (N?—G?)sin2Z,,] +
in

+G,[Rysh*Z,, + N,sin*Z;, + (N, +R,)sh Z,,sin Z,,, + (R, ~ N,)ch Z,,,cos Z,] -
- (Nan—"G?l)Shzlncoszln +(M|Rn +G?|)Chzln8inzln} +

Can

+ 4 {(K,.— )G, +% [(K2 +G2)sh2Z,,— (1 — G2)sin2Z,,] —
2n

— Gu[Kysh*Z,, +5i0°Z,, + (K, +1)sh Z,,5in Z,, + (K, — 1) ch Z,€08 Z ] —

—(K,—G¥shZ,,c0s Z,, + (K, +G?)ch Z,, sinZz,,} +

2C3,,

+ 7,:-_1&_ {Gn[kln(Ru +Nn)+k2n(1 +Kn)+(k1nKn +k2,,R,,)ShZMShZZ,,—

—(kinRu+ky,K,)chZ, ,chZyy + (K y+konN,)sinZ ,5in Z5, +
+ (K 1w Nn+K21) 08 Z,,c08 Z 5]~ (k1w G2 + Ko K, Ry)Sh Z ych Zy +
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+(k1nKan +k2n G,?)ChZu,ShZz,,— (k“,G,? ‘—'kz,,N,,)SinZ“,00322,,-—
— (k1aNpy=k2aG3)COSZ,,8In Z,, ) +

2¢3, - )
'I'c—%_%g {Gn[kln(Rn_ n)+k2n(1""Kn)+(k1n—k2an)ShzlnSanZn_

~ (k1 n Ry +k2m)Ch Z,,008 Z o] — (K10 G2 +K2n R,)Sh Z 1, cO8 Z 5, +

+ (k1 Ry +k2,GEChZ,,sinZ,, + (K1, G2~k pn K, N,)sinZ,,ch Z,, —
— (k1w Ky Ny +k2nG2cosZ,,shZ,,+

+Gol(kyn Ky —k2nN,)sINZ ySh Z,, + (k1 N, +E2p K,) 08 Z1,ch Z,,] ),

+

gdzie
Cin=Fy+olF,, Zi, =kl
Con = F1+f3F,,  Zpy = kaul,
Cap = Fi+o,f,F,.

W liczniku wyrazenia (42) otrzymujemy nastepujaca funkcje czasu:

!

!
L(1) = [ £,(¢,0Xdx = sinot [ {P,X,n8[x—ct] +P, X300 x— (@+ct)]} dx =
0 0 .

= [Qy,shik;,ct)+Q,,chky,ct)+Qaysin(k,, ct) +Qsncos(ky,cf) +
+Q5n sh (an Ct) +Q6n Ch(an Ct) +Q7n Sin-(k2n Ct) +Q8n COS(kZH Ct)] sinw? ’

gdzie
d[x—ct] = {0 dla % o, O[x—(a+ct)] ={
1 dla x=c¢t;

Qin = +[R,(P;+Pych (k140)) +G,Pysh (k1,a)],
Qo = +°‘n[Gn(P1 +P,ch (klna)) + R, P,sh (klna)]a
Qan = + 0[N, (Py +P,c08(k1,a))— Gy Pasin(k;, )]s
Qun = +[Gy(Py+Pyc08(ky,@)) +N, Pasin(k,a)],
Osn = +13n[Kn(P1 + P,ch (kz,,a))—G,,sth (kzna)]:
Qen = —BulG, (Pl +2,ch (ki a)) — K, P,sh (k2,0)],
O = +Bs[ (P1+P,c0s(ks,a)) +G,P,sin(kz,a)],
Osn = —Bu[ Gy (P +Pscos(kznd)) — P,sin(k,,a)]. .

0;x # a+c,
1;x = a+ct;

Ostatecznie H,(t) = L,(t)/M,. Wprowadzajac to wyrazenie do wzoru (39) mamy

(43) Si(t) = gw:Mn of (s (1= Ol = 9114» U;’(nt)_;
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gdzie
(44) R ’ Vo = 11,0y,
. Uy = MygManMyntMan,  Un = NinlanBanfan,
My = (inc—(@+0), My = (k20— (0+0,),
Man = (ka0 =(@=0)%, oy = (k200) — (@ =0, )2,
My = (k) +(0+ws)?, n3n = (K2,0)* + (0 +w,)?,
Map.= (ka0 Ho—w)?%,  nay = (K2a0)* +(0—w,)?,
Msy = (ka0 +(@2—wh), 15y = (k2n ) +(w?—wy),
Mg, = (k1n0)?—(W*—w5), ey = (kanc)* —(w? —wh),
Un(1) = sinot {v,[m,myu e, (Q1ashikact) +Qanch(k nct)) —
4) — M3 My Ms, (an sin(knct) — Qancos(ky, C[))] +1uy ["1n RanHen (QSn sh(ka,ct)+
+Qench(kznct)) — n3nnannsa(Qrasinka, ct) — Qgucos(ka, ct))]} —
—2wcoswt {(kn)0u[M1nman(Q1nchkisct) + Qo shik ct))+
+M3, My, (Q3n cos(k,,ct) ~Qunsinlk, nFt))] + (k2n ©)tin [nlu hy, (Qs:x chk,,ct) +
+Qensh(kanct)) +13, 140 (Q14008(k 30 ¢t) — Qausin(k,, ct))]} +

[/ N
+ 60_ Sln(.(),,t['l),,(ml,, mysMsy, Q2n — M3 MypyMegy Q4n) + un(nlnnznnSH Q6n T n4nn6n QBn)] +

n

+260 COsSwy, t [(kln é)vn(mlann an —M3p My, Q3n) + (an C) uu(nln Hay an —H3, N4y Q7n)] .

Drgania wymuszone belek wywolane sitami przemieszczajacymi si¢ maja postaé

Wi, = D XS0 = D i XU,
e n¥n

n=al

(46) © w
Wale, ) = D) XS0 = D) —i XanU0).
n=1 n=1 no

Podsumowanie

1. Rozwigzania drgan wymuszonych (46) skladaja sie, jak to wynika z funkcji czasu (45),
z dwdch czesci:

a) czystych drgan wymuszonych (zawieraja cztony sinw!? i coswt),

b) drgaii swobodnych (zawierajg cziony sinw,t i cosw,t), ktére powstaja w chwili
przylozenia sit zewnetrznych. Nalezy je odréznié od drgan swobodnych, ktére
wynikaja z odpowiednich warunkdéw poczatkowych.

Jest rzecza oczywista, ze wzory (46) sa stuszne dopdki ¢t < (I—a), to znaczy dopdki

zachodzi ruch obciazenia. W momencie gdy ¢ = -(1:—(1 —a), obciazenie zostaje zdjete i pozo-

stang tylko drgania swobodne.
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2. Zjawisko rezonansu moze wystapi¢ dia kazdego skladnika sum (46) przy okreslonych
wartoéciach predkosci przemieszczania si¢ sit wymuszajacych. Wynika to z wyrazenia (44).
Przyréwnujac ¥V, do zera
Vn = [(kln 6)4 - (w +wn)4] [(kln 0)4 - (w —(U,,)“] [(kzn 0)4 - (w +(U,,)4] [(erl 8)4 - (CU —a),,)4] = 0;
otrzymujemy cztery predkosci rezonansowe przy ustalonej czgstoSci wymuszenia w

_ w+w, _ o—w, 0+w, o~

4 = —"F 28 = = 3 Cap = —5— 4n —
1 kln ’ " kln ’ " kzn ’ " kzu ’

z ktérych podstawowa predkoScia rezonansowa jest c,.

Podobnie mozemy moéwi¢ o czterech czgstoSciach rezonansowych (przy ustalonej
predkoéei) wynikajacych bezpoérednio z tych zaleznoSci. Przypadek w = w, nie prowadz
do rezonansu, chyba Ze ¢ = 0 lub gdy sama predko$¢ jest juz rezonansowa.
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Pesome

TIOITEPEUHBIE KOJIEBAHUWA CHCTEMBI IBVX BAJIOK, CBA3AHHBIX
YIIPYTUM 3SJIEMEHTOM

B pab6ore paccMaTpuBaIOTCA MOMEPEUHbIE KOMEOAHUS CUCTEMBI, COCTOALICH H3 ABYX MPHU3MATHUECKHX
0aNoK, CBA3AHHLIX yNPYTHMM 37eMEHTOM. Bepxusas €anxa onupaeTcsd KOHIAMM Ha IKECTKMX ONopax.
Hwxusst — nonselniesa Ha nepBoi 1o Beelt Anune GaJIKK ITpH DOMOLUM YIIPYIOro ajIeMeHTa. AHAIM3UPO-
BaHHasA CHCTEMA SIBJIACTCS HEKOTOPON YIIPOILEHHON MONEIBIO KpaHa MIIK MOCTA.

B paGore npusenensn! nuddepeHBanbHble YPAaBHEHHA NBIDKEHHUA CHCTEMBI, 3 TAKMKE HalfeHbI pe-
INEHUA CBOOOMHLIX KoneOaHuil ¥ BBIHY KACHHBIX KONEeO0aHMA NpH AeHCTBHM [ApMOHHYECKHX CHJI, XBH-
KYLIMXCA C© TIOCTOSHHOI CKOPOCTBIO ITO HIDKHEH Danxe.

Summary

TRANSVERSAL VIBRATION OF THE SYSTEM OF TWO BEAMS CONNECTED BY
MEANS OF AN ELASTIC ELEMENT

In this paper is discussed the transversal vibration of the system of two beams connected by means
of an elastic element. The top beam’s ends are supported on rigid supports. The lower beam is suspended
by means of an elastic element on the first one. This system represents a certain simplified model of a gantry
or a bridge. There are considered the free vibrations of the beams and forced vibrations caused by har-
monic forces which move with a constant velocity on the lower beam.
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