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v 1. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono sposéb obliczania tarcz wielospdjnych (o skokowo
zmiennej grubosci lub z otworami) polegajacy na wielokrotnym rozwiazywaniu odpowied-
nio dobranej tarczy jednospdjnej i pozwalajacy okresli¢ stan naprezenia w tarczy wielo-
spdjnej metoda iteracyjna.

Sposob ten pozwala zatem na rozwiazanie problemu trudniejszego przez wielokrotne
rozwigzanie problemu latwiejszego. Obliczenie tarczy jednospdjnej, mimo ze stanowi
problem latwiejszy, nie jest zadaniem prostym i wymaga w wigkszoéci przypadkéw badz
korzystania z gotowych rozwiazan, np. podanych w [3], lub z elektronicznych maszyn
cyfrowych. W przypadku korzystania z maszyn przedstawiony sposéb pozwala obliczy¢
tarcze wielospdjne na podstawie programéw opracowanych dla tarcz jednospdjnych.

Zgodnie z powszechnie przyjetymi zatozeniami w przypadku tarcz o skokowo zmiennej
grubosci pomija si¢ fakt wystgpowania w strefie przyuskokowej przestrzennego stanu
naprezen. W pracy [1] wykazano na drodze do§wiadczalnej, ze w strefie tej naprezenia
rownolegle do srodkowej plaszczyzny tarczy rdznia si¢ nieznacznie od analogicznych
naprezen obliczonych dla plaskiego stanu naprezenia, mimo wystepowania dodatkowych
naprezen skierowanych prostopadle do tej plaszczyzny.

Sposéb postgpowania opisano na przykladzie prostokatnej tarczy bezotworowe;
z jedng skokowa zmiang grubosci i na tarczy perforowanej. Na zakoriczenie podano dwa
przyklady liczbowe.

2. Przedstawienie problemu

Stan naprezenia w jednorodnej tarczy wielospdjnej (rys. 1) bedzie poszukiwany przez
obliczanie tarczy jednospdjnej (rys. 2), ktérej kontur zewnetrzny przystaje do konturu
tarczy wielospdjnej. Tarcze jednospdjna o dowolnej grubosci bedziemy w dalszym ciggu
nazywali tarcza zastgpcza. Rozwiazanie dla tarczy wielospdjnej otrzymamy jako sume
kolejnych rozwigzan tarczy zastepczej dla kolejnych skladowych obciazeri, z ktérych
pierwsze obcigzenie skladowe jest identyczne z obcigzeniem tarczy wielospdjnej (rys. 2),
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nastgpne za$§ wynikaja z rozwiazan tarczy zastepczej w poprzedzajacych etapach poste-
powania.

Metodg rozwigzania zadania przedstawimy na przykladzie prostokatnej tarczy bezotwo-
rowej z jedna zmiana grubodci, obciazonej sitami p(x), Y(x), X(x) (rys. 3). Niech tarcza
z tym obcigzeniem tworzy uklad wyjsciowy U,, dla ktérego poszukuje si¢ rozwiazania.
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Wprowadzimy do obliczen zastgpcza tarcze gladka o grubosci ¢,, ktéra wraz z obcia-
Zeniem tarczy rzeczywistej tworzy uklad zastepczy U, , (rys. 4). Zatézmy, ze uklad ten
mozna rozwigzac i Ze znane s3 tym samym stany naprezenia w gérnej i dolnej czeéci tarczy
(o8, o9, 79 oraz o2, o9, ©%). Wystepujacy w tarczy zastepczej stan naprezenia wymuszamy
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obecnie na tarczy rzeczywistej (rys. 5a), zapewniajac w ten sposéb ciaglo$é odksztalcenia
wzdtuz linii skokowej zmiany grubosci, co prowadzi do uktadu U, z rys. 5b, dla ktérego
stan napre¢zenia jest okreSlony w ukladzie U, ol

Wprowadzamy obecnie uklad U, (rys. 6a) utworzony przez rzeczywista tarcz¢ obcia-
zong réznicy sit dziatajacych na tarcze uktadu U, oraz U,, czyli

(1) Ul . UO—ﬁO
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W linii zmiany grubo$ci wystapia w tym ukladzie obcigzenia

2) A4,Y = Y—(o%,—alty), A X =X—(29,—1%);
wzdluz brzegéw poziomych za$
3) Ay pi(xX) = pypi(x), Ay pa(x) = papa(x),
gdzie
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161

czyli rozwigzanie tarczy w uktadzie U, zostalo uwarunkowane rozwiazaniem ukladu Uj.
Sposéb rozwiazania tego ostatniego bedzie podobny do poprzedniego, zastosowanego do
uktadu U,, tzn. rozwiazujemy tarcze gladka, obciazona sitami (2) i (3), (rys. 6b), tworzaca

A,p,« (X) ,a) Af p1 (’O \ b)
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4402 (<) Ay pp(X)
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O zbieznosci szeregu (10) §wiadczy zbiezno$é sumy wartosci obciazen, dzialajacych
na gladka tarcze zastepcza w uktadach U, ,. Dla gbrnego i dolnego brzegu tarczy sume
te wyznacza szereg geometryczny

X
an pei) = PO+ o+ o = PEL 22,
zbiezny pod warunkiem
1,—1 1,—1,
(12) Jus] = ! <1, |pa) = —t—d < 1.

Z kolei obciazenia tarczy zastgpczej w linii zmiany gruboécei tarczy rzeczywistej wynosza

Y,=Y+A4, Y+A4, Y+ ... +4, Y+ ...,
(13) X, =X+A4,X+4,X+ ... +4,X+ ...,

gdzie

4 A;‘Y= Ak—l Y_(Ak—lagtg—dk—l O'gtd),
(1 ) AkX= Ak—lX—(Ak—l Tgta_Ak_l Tdtd).

Skladowe obciazenia (13) stanowia réwniez ciag zbiezny, gdyZ zbiezny ciag tworza
obciazenia brzegowe (11).

Jednakowa zbiezno$¢ dla obciazenia na gérnym i dolnym brzegu uzyska sie dla
[t,— 2, = |t,—14] czyli

(15) | l, =

W praktyce obliczeniowej ograniczamy sie przy wyznaczaniu naprezefl w tarczy wed}ug
(10) do kilku tylko przyblizen. O dokladno$ci wyniku otrzymanego dla r wyrazéw oriento-
waé moze reszta szeregu (11)

(16) - Ri= —i_“zpi(x).

Przedstawiona droga postepowania nie ulega zmianie w przypadku rozpatrywania
tarczy o kilku skokowych zmianach grubosci.

3. Tarcze perforowane o stalej grubosci

Zasady obliczania takich tarcz (rys. 8) sa podobne do stosowanych przy obliczaniu
tarcz o skokowo zmiennej gruboéci. Wprowadzamy zastepcza tarczg bezotworowa o gru-
bosci ., ktéra wraz z obcigZzeniem uktadu rzeczywistego U, tworzy uklad U, o (rys. 9).
Rozwiazujac ja, otrzymujemy wzdhoz linii odpowiadajacych brzegom otwordw w tarczy
rzeczywistej sity przekrojowe W§, W§. OkreSlony dla stanu U, , stan naprezenia wymusza-
my w tarczy rzeczywistej o gruboéci £, co wymaga zmiany obcigZen brzegowych zewngtrz-
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. . ¢ ¢ .
nych 1 wewnetrznych do wartosci Pr oraz WO?—. Sily te tworza wraz z tarcza rzeczy-

z z

wista uklad U, (rys. 10).
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T

Miedzy tym ukladem a uktadem wyjsciowym zachodzi stosunek
(17) Uo=ﬁo+Un
gdzie nowo wprowadzony uklad U; (rys. 11) otrzymuje sie przez Ezy%oienie do tarczy

rzeczywiste] obciaZen, bedacych réznica obcigzen ukiadéw U, i U,, tzn. na brzegach
zewnetrznych sit 4P na brzegach za§ wewnetrznych sit AZ, gdzie

Rys, 8

(18)

(19)

Rys. 9
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W drugim cyklu obliczen traktuje si¢ uktad U,, jak w cyklu pierwszym uklad U,.
Rozwigzuje si¢ mianowicie tarczg zastgpcza ukladu U, , dla obciazen ukiadu U, (rys. 12)
i otrzymuje sig nowe wartosci sit przekrojowych wzdtuz linii brzegow otworéw tarczy

Rys 10

rzeczywistej — W, . Wymuszenie stanu napreZenia i odksztakcenia tarczy ukladu U,,, na
tarczy rzeczywistej prowadzi do uktadu U, (rys. 13). Zachodzi znéw zwigzek analogiczny
do (17)
(20) U, = ﬁ1+U2a
gdzie uktad U, utworzony jest z tarczy rzeczywistej i obciazen bedacych réznica obciazen
uktadéw U, 1 U, czyli z sit u?P oraz

! [
(21) A220=AIZ!]“W]‘_]T, Ade=AIZd—sz

z z

Uktad U, jest wyjsciowy dla trzeciego cyklu obliczen.
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/Pn“

Rys. 12

Przy opisanym postgpowaniu iteracyjnym stan naprezed w ukladzie rzeczywistym U,
oblicza si¢ jako sume wyrazong wzorem (10). Zauwaza sig, Ze dla ¢, = ¢ jest 4 = 0, czyli
w cyklu drugim i nastepnych jako obciaZenia zewngtrzne wystepuja jedynie sity wzdhuz
brzegu otwordw 4, Z.

NS

Rys. 13

4. Przyklady liczbowe

4.1. Tarcza prostokatna o jednej zmianie grubosci. Rozpatrzymy przypadek pokazany na
rys. 14a, dla ktérego znane jest rozwiazanie Sciste.

Zakladamy: 1, = 2cm, ty = 4cm, v = 0.
Tarcza jest réwnomiernie §ciskana obcigzeniem p = 18 kG/em.
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Rozwigzanie Sciste badanego przypadku okresla nastepujace wartoSci naprezef:

dla czgbei gornej: of = 1 =0, o) = —‘% = —9 kG/cm?,
(22)
dla czgici dolnej: of = 18 =0, of = % = —4,5kG/cm?.
D= 18kG/em - 18 kG/cm
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Rys. 14

Do wartoéci tych dojdziemy przy zaStosowaniu przedstawionego sposobu.
Przyjmujemy zgodnie z (15) grubo$é tarczy zastepczej

2+4
,=~—2—= 3cm,
czyli zgodnie z (4): uy, = 1/3, pu, = —1/3.
kg/em  0) RkG/em D)
IITEXYXRENRRR] T
- 2 12 kifem
S il ERRERANRTNER
24k
[EEREREREEEEN! 4 fom
4om
IRRERREREREXR
\ 24 kG/cm
ENANEERSRERK!
24 kG/cm
G

Rys. 15

Dla ukladu U, o, pokazanego na rys. 14b, otrzymuje sig

of = 05 = —6kG/em?, ¢ =17 =0.
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Wymuszenie tego stanu naprezenia na tarczy rzeczywistej prowadzi do uktadu U,

Z. BunziaNowskl, F. ANDERMANN I J. WRANIK

przedstawionego na rys. 15.

Rysunek 16 pokazuje uktad U, = Uy,— U, oraz odpowiedni uktad zastepezy U, ;.
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Rys. 16

Dla tego ostatniego stan napreZenia jest okre§lony nastepujaco:

cze§é gorna: 4,04 = —2kGfem?,
czg§¢ dolna: 4,65 = +2kG/em?,

Adiof = 4,79 =0,
Aot = 4,2 = 0.

Mozna zatem utworzy¢ nastepne uktady U,, U,,, itd.
Ciag uktadéw U, , z relacji (10), prowadzacy do uktadu U,, przedstawia rys. 17.

)

27 kb/em

18kGlem 6 kGjem 2kG/em 2J3 kGjem
e
AR 4R IR [LEN
12kl gktjem_
¢+ Iy (ERREL il
NIk [ERER IRLE] [ERRR!
\18&G/em \Bk5/m \2kG/em 2/3 kGlem
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>

Rys. 17

Na podstawie (11) otrzyniamy sumaryczne obciazenie

dla gbrnej krawedzi

dla dolnej krawedzi

pz,l (X) =

pz,Z(x) =

1

1——

3
1

1+

.18 = 27 kG/em,

18 = ;221 kG/cm.

29 kGlom

[ ERREE

IRREM!
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W miejscu z}niany grubosci wedtug (13)

4 4 27
Y, = O+12+0+3—+0+—57+ cee = b kG/cm.

Stan naprezenia w ukladzie U, z rys. 17 jest identyczny z (22).

4.2. Piericien kolowy.  Rozpatrzymy pierscien osiowo-symetrycznie réwnomiernie
rozciagany (rys. 18), czyli tzw. zagadnienie Lamégo, dla ktdérego znane jest rozwigzanie
$ciste (por. [2], str. 157)

(23) , O =

Rys. 18

Wprowadzamy uklad U, , (rys. 19a) z kolowa tarcza zastepcza o grubodei /; = t.
Stan napreZenia w tej tarczy okreslony jest przez wyrazenie (por. [2], str. 161):

(24) O = 0y = —p—

Rys. 19
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Po wymuszeniu tego stanu napreZenia w tarczy rzeczywistej otrzymamy uklad U,
z rys. 19b. Uklad U, = U,— U, pokazano na rys. 20a, odpowiedni uklad zastepezy U, ,

za$ na rys. 20b.

A,7=~Wy=-p @ 5
] %
“
!
ﬁ .
fe fh

Rys. 20

Stan naprezenia dla tarczy uktadu U, , otrzymamy przez natozenie dwdch rozwigzan
(rys. 21). Pierwszym z nich (rys. 21b) jest rozwiazanie kolowego wycinka tarczy nieogra-
niczonej podane w [3], na str. 165, drugim za$ rozwiazanie tarczy kolowej osiowo-syme-

trycznie réwnomiernie rozciaganej (rys. 2lc).

a D

Rys. 21

Dla tarczy z rys. 21b stan napreZenia jest okre§lony nastepujaco:

dla r<a a,.=aq,=§(1+v)1t]—, T=0;
1 p a’
(25) dla a<r<gb a,=—aq,=—7(1——v)7 7, T=0;
1 p a*
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czyli

1

4 2
(26) Db E(l‘"")?ﬁ'-

a’t

g

W tarczy z rys. 2lc, dla 0 < r < b:

2 —
@7) G=a=2oa-n2 o, <o

W zwiazku z tym w tarczy z rys. 21a:

201 _ 2
(28) dhi o <ii 0',-=0'¢=;va (1 1’);‘2[) (I-H’)?;

1 1ot T
(29) dlaa<r<b “’z"z"(l_”)“z('f?“—ﬁ)—

1 1 1
o= gU-na(z+ 52

r

W o)) Ae_z\ )
Y 7B
ﬁ
4
% %
7 7z
5o >

Rys. 22

I71

Wymuszajgc stan naprezenia (29) na tarczy rzeczywistej otrzymamy uklad U, z rys. 22a,

gdzie sita przekrojowa po wprowadzeniu oznaczen

1 b%—a?
30 = (]l — el 8
(30) A=gl-w, 8=
wynosi
31 W—l(l af: 1 L TG
e g [P A0,

Uklad U, = U; — U, ma: postaé pokazang na rys. 22b, gdzie wedlug (21)
(32) MN,Z = MZ—Wy = —Wy—W, = —p+Aidp = —(1— 18)p.

3 Mechanika teoretyczna
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_Kontynuujac przedstawiony tok postgpowania otrzymamy rozwiazanie zagadnienia
Lamégo jako rozwiazanie tarczy kolowej pokazanej na rys. 23, gdzie

o0
(3 D AZ=MZAMLZAAZ+ ... = —p—(1-2)p-
r=1 5

—(1-48)*p—(1—-28)°p— ... = —=5p.

Rys. 23

Istotnie, dodajac do naprgzeri (24) naprezenia obliczone z wyrazen (29), do ktérych

w miejsce p wstawia sig 715 P, otrzymamy rozwiazanie §ciste (23).
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Pesmome

METOJI, HTEPALIMOHHOI'O OIIPENEJIEHUA HATIPSDKEHMM
B MHOI'OCBA3HBIX OTHCKAX

Pabora yKasbIBaeT MTEPALIOHHBIN NMPOLECe PellIeHHsT MHOMOCBASHBLIX AHCKOB MPH MOMOINM BbIYUHCIIE~
HHA COOTBETCTBYIOIMX OTHOCBSASHBIX AHCKOB. OGpas JelicTBuA m300pakeH IS [HCKOB CO CHadKO-
o0pasHO IEepeMEHHOM TOJIIMHOMN, a TAKKe JNA NepOpPaHOHHBIX AMCKOB.
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Summary

METHOD OF AN ITERATIONAL SOLUTION OF MULTIPLY CONNECTED DISCS
In the paper there has been presented a method of an iterational solution of multiply connected discs
by means of a calculation carried out for some simply connected discs. The method has been described
for discs with jumped thickness and for discs with holes.

POLITECHNIEA SLASKA, GLIWICE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 listopada 1973 r.
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