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NIEKTORE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI W TARCZACH MIKROPOLARNYCH
KRYSTYNA MAJORKOWSKA-KNAP (PLock)
1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwaza¢ bgdziemy liniowy termosprezysty o§rodek mikropolarny
poddany dziataniu temperatury.

Na podstawowe réwnania niesymetrycznej termosprezystosci dla zagadnien statycznych
skladaja si¢: réwnania réwnowagi, réwnania konstytutywne oraz réwnanie przewod-
nictwa cieplnego [1].

Réwnania réwnowagi, przy pominigciu sit i momentéw masowych maja postaé

1.1 0ji,y =0, epoutuu; =0, @G5k=123),

gdzie symbol ¢, ;, oznacza alternator Levi-Civité.
Roéwnania konstytutywne

oy = (+a)yi+u—a) yij+ Ayu—r0)d;,

1.2

(12 it = 481+ (p— ey + B Oy,
gdzie .
A(1.3) Vit = UL j=Egi®Prs M = P

zawieraja sze$¢ statych materiatowych mechanicznych p, 4, o, B, v, € oraz stala v = «,(3A+
+2u) zalezna od wlasno§ci mechanicznych i termicznych («, — wspdlczynnik liniowej roz-
szerzalno$ci cieplnej). .

W réwnaniach (1.2) 6 = T— T, oznacza wzrost temperatury (w stosunku do tempe-
ratury stanu naturalnego T). Symbol &); oznacza delte Kroneckera.

Postaé zlinearyzowana réwnania przewodnictwa cieplnego w przypadku stacjonarnego
przeplywu ciepla jest nastepujaca
-w

k’

gdzie W — ilo§é ciepta wydzielana przez umieszczone w ciele Zrédia ciepla, odniesiona do
jednostki objetosci, za§ k — wspolczynnik przewodnictwa cieplnego.

Eliminujac z réwnan (1.1) naprezenia &y 1 py przy wykorzystaniv zwiazkéw (1.2)
i (1.3) otrzymamy sprzezony ze sobg uklad réwnan rézniczkowych [I]

(1.9 V30 =

L5 (4 +)V*u+ (A+p— o) grad divu+2arotp = vgrado,
(-3 (y +&)V?p—4dap+(+y—e)grad divp+2aroty = 0.

Mamy uklad siedmiu réwnan (1.5), (1.4) z siedmioma niewiadomymi: trzema skfado-
wymi przemieszczenia , trzema sktadowymi obrotu ¢ i temperatura 6.

Warunki brzegowe zwiazane z réwnaniami (1.5) i (1.4) przyjmujemy w postaci
(16) y 4 =l0"“rlj = 0, m; = ,ujinj = O, 0 = 7(5); J_CEA
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2. Uogdlniony plaski stan napr¢zenia

W tarczy o grubosci 24 uogdlniony plaski stan naprezenia jest wywolany temperaturg
0(x,, x,, x3) o rozkladzie symetrycznym wzglgdem plaszczyzny §rodkowe;j.

Stan przemieszczenia i obrotéw jest scharakteryzowany przez §rednie warto$ci wekto-
row

2.1) u* = (uf,uf,0), ¢*=(0,0,9¢)).
Stan odksztalcenia reprezentuja tensory o* i %* o skladowych

@.2) vi= Whot), wi=oabh, (=12
Stan naprezenia opisuja tensory o i p* 0 sktadowych

2.3) oh=oh,  wh= (uh k), (@ f=1,2),
ktére spetniaja réwnania réwnowagi

2.4 0fa=0, epohtuls.=0, (2,f=1,2),

symbol &,5 oznacza symbol Ricciego.

Zwiazki konstytutywne przyjmuja postaé
2.5) o = (u+a)pfi+ (u—a)yl+ (Ayl—r0%)0,
' lu_alki = (7+3)"ﬁ+()’—3)7‘;'}+/3%fk5ﬁ, (l’]= 1’ 2, 3),

h
. 1 . . .
gdzie 6%*(x,, x,) = A f 0(x,, X2, X3,)d%5 jest §rednia wartosciows temperatury wzdiuz
—h

gruboéci tarczy.
Zwigzki geometrycznej zgodnobci majg postaé

Yii— Yt~ =0,

(2.6) v, —vh,—#3 =0,
#fa, 1 —ufs,2 = 0.
Réwnania (2.6) mozna przeksztalci¢ do postaci
Yi211+ YT = (R +vE).12,
@7 Y= ¥i = (Wh~yt), 00— (sl +%83,0),
133,10 —n¥s,, = 0.

Wyrazajac zwiazki (2.7) poprzez tensory o, uf przy pomocy réwnan (2.5) otrzymujemy

warunki geometrycznej zgodnoSci wyrazone w naprezeniach. Te ostatnie w polaczeniu
z réwnaniami réwnowagi (2.4) oraz z réwnaniem przewodnictwa cieplnego (2.8)

2.8) V2g+ ”I’c

i z warunkami brzegowymi (1.6) stanowia naprezeniowe sformutowanie problemu mikro-
polarnej termosprezystoéci.
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Wprowadzajac reprezentacjg naprezen za pomocy funkcji F, ¥ [1] w postaci

O'ikl = a%F-‘al 32!{/’, 0'2‘2 = 3%F+31 3297,
2.9 0%y = —0,0,F-03V, o = —0,0,F+0iV,
,u?ﬂ = 31![1’ #2‘3 = aZ!P‘s

rozwigzanie problemu w naprqienia_ch sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan (2.10) i (2.8)
z odpowiednimi warunkami brzegowymi.

VIVIF +2um V0% = 0,

(2.10) VI(1—~PV3)¥ = 0,

gdzie
— v 2 (7+3)(/"+°‘) 2 82, 02
m = ——*2(2_}_”) , IP= ——4#06 s Vi=0di40s.

Funkcje F i ¥ oraz 0* zwiazane sa zalezno§ciami
—0,(1-12VHW¥ = A40,V% F+ B0, 6%,

(2.11) 2,(1—1PVH W = 49,ViF+ B9, 0%,
gdzie
P D (O L B ()
u(BA+2p) 3A+2u

Inny sposéb rozwigzania zagadnienia ptaskiego to rozwiazanie w przemieszczeniach-
obrotach. Podstawiajac do réwnafi réwnowagi (2.4) zwiazki (2.5) i wykorzystujac defi-
nicje (1.3} otrzymujemy ukltad réwnan rézniczkowych

(+ ) Viut 400, e* +200, p% = 2umd, 6%,
(2.12) (u+ @) Viut+Bo 050" — 200, pf = 2umd, 0%,

[(y +&)Vi—do]p¥ +20(0, uf—du¥) = 0,
gdzie

By = w32 4+2p) — a(A4+2u) e
0 A+2u ’ A2

Rozwiazanie problemu w przemieszczeniach-obrotach sprowadza sig do rozwiazania réw-

nan (2.12) 1 (2.8) z warunkami brzegowymi.

3. Zagadnienic tarczy péinieskonczonej

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy péinieskoticzonej x, > O ograniczonej prosta x; = 0.
Przyjmujemy, Ze na brzegu x, = 0 dziala pole temperatur 0%,,, ktére mozZna traktowaé
- jako superpozycje dwéch stanéw obciazen zgodnie z rys. 1.

4
a
rozpatrzymy zatem tylko drugi sktadowy stan obciaZenia zgodnie z rys. 1b.

Dzialanie stalej temperatury - ¢ Zgodm’é z rys. la nie wywoluje w ciele naprezes,
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Rozwinigcie temperatury 05, w szereg Fouriera ma postac

@3.1) Op= O ucosexs, @ ="0, n=1,23 .,
n—1

gdzie
204 . @ne
0, = —-~—cosnmsin—.
nm a

Na brzegu x; = 0 mamy warunki brzegowe
(3.2) o5 (0,x) =0, k(O x)=0, @ x)=0.

Rys. 1.

W pierwszej kolejnosci rozwigzujemy réwnanie Laplace’a, ktérym staje si¢ réwnanie prze-
wodnictwa, cieplnego dla omawianego zagadnienia

(3.3) Vio* =0

z warunkiem brzegowym

(34) 6*(0’ xz) = Z@,,COS (X,.x2
n=1

i warunkiem regularnoéci dla |x? +x3%| - .
Z (3.3) wyznaczymy temperature 0*(x,, x,) w postaci

(3.5) 0*(xy, x2) = Zene-“nxlcosa,.xz.

n=1
Dla wyznaczenia stanu naprezenia wprowadzamy funkcje F i, ktére winny spetniaé
réwnania (2.10). Rozwiazanie tych réwnan przyjmujemy w postaci

(3.6) F=F+F', ¥=Y49"
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Zakladamy, ze ¥’ = 0, a funkcja F” jest calka szczegdlng réwnania
(3.7 ViF' +2um0* = 0

z warunkiem brzegowym F’ = 0 dla x, = 0 i warunkiem regularno$ci dla (x3+4x3) - .
Temperatura 0*(x,, x,) wystepujaca w réwnaniu (3.7) dana jest wzorem (3.5). Wobec
tego (3.7) przyjmuje postac

o]

(3.8) ViF' = —2um Z 0,6~ *1C0S 0, X5 .

n=1

Z rozwiazania powyzszego rownania rézniczkowego czgstkowego niejednorodnego otrzy-
mujemy

m0,
3.9 Flopxp = 2 il Xy e M¥COS o)X, .

n=1

Funkcje F', ¥’ zwigzane z symeirycznym tensorem naprezen prowadzq do nastepuja-
cych wzoréw na naprezenia:

) .\
011 = —um § o,0,x, 671 Cos 0, X,
n=1

w0

— )
—um 2, 0n(2— ayx() ™ ¥1C0S ty X5,

022 =
(3.10) =
0
Gy = 0% = um 20,,(1hoc,,xl)e—"""lsinoc,,xz,
n=1
,ulis = //23 = 0.

Funkcje F”, ¥ powinny spetniaé réwnania
ViViE" = 0,

(3'1 1) 2 2 1"

ViQ—-PvH¥P”’ =0

.z warunkami brzegowymi
(3.12) 0u+0Yy =0, diatol2=0, uia=0,dax =0
'Qraz z warunkami regularnoéci dla (x3 +x3) — co.
Jednoczednie powinny by¢é spetnione zalezno$ci
(3.13 —3;(1-1AVH¥P" = A9, ViF",
13 8,0 —1PVH¥Y" = Ad,ViF".

Przy przyjeciu ¥ = 0 i spelnieniu zaleznosci (3.13) spetnimy zwigzki zachodzace miedzy
funkcjami Fi ¥ (2.11), gdyz

(AV2F+B0) =0,

3.
@.14) d (AV2F+B0) = 0.
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Zastosowanie pojedynczych szeregéw Fouriera prowadzi do nastepujacych wzoréw na
funkcje

[+9)
Cer ) = Z (An+ B0, x1) e 1co8 o, Xz,

n=1

(3.15) w

2‘1 1\12
N ol 2
E["(I;’cl,xz) = (C,,e—anxx +D,,e—pn,\1) SN, X,, On = (Ot,, -+ 1_2) .

n=1

Powyisze wzory zawieraja nieskonczenie wiele stalych A,, B,, Cy, Dy, ktére wWyznaczymy
z warunkdéw brzegowych (3.12) oraz ze zwiazkow (3.13).
Z warunku brzegowego uisly,—o = 0 mamy

(3.16) 0, Cyt+ouDy = 0.
- Z warunku brzegowego o1 +0711]x,-0 = 0, po uwzglednieniu (3.16) mamy
3.17) 4,=0,
a z warunku brzegowego oz +072/y,-0 = 0 otrzymamy
3.18) 0y + o (By— Ay 4+ Cy+Dy) '= 0.

Zwiazki (3.13) po uwzglednieniu (3.15) prowadza do
(3.19) C, ~240%B, = 0.
Z czterech réwnan (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) wyznaczymy cztery state catkowania

7} 24 _ o
320) A, =0, B,=F" e =2 e, D, = — 2nC,,
( ) d Ot,%Ao’ C um o
gdzie

AO = l+2Aa3( - ‘—an).

Po uwzglednieniu (3.20) funkcje F” i ¥ przyjmuja postaé

o0
1’ —_ j 0"
(xpx) = —"umxl Z a A e"“"x‘COSoc,,xz,
’ n=1 n=0 .
(3.21)
Y]
S?'T" = —24dum 0" —CnXy On —pnx1 | gi
(X1,x2) ,u’m A e e Sin ¢, Xa.
n=1 0 @n

Wzory na naprezenia beda nastepujace:

0

2

(3.22) ot = —um E 0., [oc,.x1 (1—-—1 )e““nxl+—2Aa" (e er*¥1— e=Pm%1) |COS 0Ly X,
. n=1 AO AO
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o]

_ 1 24a?
0”7'_‘7, = —um Z 0" [(2__ OC"xl) (1 — T)e—mm — _fjla_"(e—anxx __g—pnxx)}cos UnXa,
n=1 0 ) 0
0 ) 2
oty = um Z 0, [(1 — 0 X ) (1 - —) e on*1 — 2o e=enxt — %1 o= pu) |sin o, x,,
=1 AO AO Qn
% 1 24
B
(322) gfl = Iuﬁ 6" (1 — anxl) ] — ———| e~ — ___O_(_'_'_ ! __Q"e—pnxx) sin Oy Xs,
AO AO |

—_

n=
[+ 6]
_ 1 0, .
‘uT3 = 2/,th Z Td,,(e_a"x‘—e_”"xl)SIHa,,xz,
o .
n=1

0,
1 4o

o
oy (e —anXy ie—ﬂ"xl) COS oty X5 .

u¥s = —2umA o

n=

Fatwo zauwazyé, ze w przypadku szczeg6lnym ciata Hooke’a, gdy « = 0(g, = o, 4o = 1),
napreZzenia daza do zera.

Analiza naprezed ¢%, dla teorii mikropolarnej. Zbadano zmienno$¢ napreZeri o, dla punk-
téw tarczy o wspdlrzednych x; =0 =+ 20, x, = 0 i o wspdirzgdnych x, = 0 = 2g,
x, = 3a. Obliczenia szczegélowe przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej
«ODRA-1204».

Z uwagi na brak dokladnych wartofci statych materialowych przyjeto do obliczen:
a) dane z klasycznej teorii sprezystoéei (dla betonu)

— — E — . 7 2
»=0,16 b= iy = 0077107 [T,

= . 6 2 = ——-—-‘VE = . 7 2
E=018:10°KG/em?] (= 2= s = 0036107 [T/,
o = 1.10-5[1/°C] i = y%j_j{‘) = 8,924 [T/°C-m?[;

b) liczbowe stosunki stafych sprezystoci wzorujac si¢ na pracy []

_ 1 s AP TE) s ps
@ =—=u=00154-10"[T/m?’] | 4 = O ron 0,172 [m?],

y =& = 0,0154-107[T] 2 = %’(FE)‘ = 0,600 [m?].
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Zmienno§é naprezefi przedstawiono graficznie nma rys. 2. Dla uproszezenia przyjeto
gruboé¢ tarczy réwna jednosci. W innym przypadku nalezaloby podzieli¢ otrzymane wy-
niki przez grubo$¢ tarczy.

L=2a=20m L L=2a=20m L L=2a=20m

— A iy

-6, =02% 8=0%5=08% ||
| @ 2 it
1T yIIlIII_ILIZI blm ||I'IIITHII[I—ILLH?J%%OIIJIIHI_III . T IO T IO

-04726 49923 f X2
-92755 R — @
~(1140 —qazag

S 00036 o -gam
00702 - a3om
01202 -q2m9
01360 ~ 02335
01363 ~ g5
1252 - 01628
Q1105 - 1331
000 - g7
gors1 ~ 00666
Qo644 ~ 0691
00520 ~q0517
90415 - 00131
40328 -00338
qozs8 ~00263
Q0202 - g0205
0a157 -qo158
[/m%] [T/m?]

Xt

Rys. 2

Analizujac zmienno$¢ naprezen o%, dochodzimy do nastgpujacych wnioskéw:

a) dla punktéw przekroju o wspolrzednej x, = 0: napreZenie przyjmuje najwigksza
warto§é ujemna w punkcie o wspdirzednej x, = 0, nastgpnie zmienia znak w punkcie
o wspéirzednej x, = ~ 0,4 m, osiagajac najwigksza warto§¢ dodatnia w punkcie o wspot-
rzgdnej x; = 0,7 m. Wrazz oddalaniem sie od obciazonego brzegu warto$é naprezen zmniej-
sza sig, dochodzac do wartosci bliskiej zeru w punkcie o wspdirzednej x, = 2a.

b) dla punktéw przekroju o wspdirzednej x, = 3a: naprezenie przyjmuje najwigksza
warto§¢ dodatniag w punkcie o wspditzednej x, = 0, zmienia znak w punkcie o wspdl-
rzednej x, = ~ 0,2 m i osiaga najwigksza warto§¢ ujemna w punkcie o wspdtrzgdnej
x; = 0,4 m, Nastepnie warto$¢ napreZen zmniejsza sig stopniowo, dochodzac do wartoéci
bliskiej zeru w punkcie o wspdlrzednej x, = 2a.

Reasumujac mozna stwierdzié, ze uwzglednienie niesymetrycznych tensoréw naprezen
i odksztalcen w ofrodku mikropolarnym prowadzi do zmian w stanie napreZenia tarczy.
Naprezenia 0%y, 0%z, 0%2, 0%, u¥s, u%s, uf(, u¥2, nie wystepujace w ciele Hooke'a dla
danego zagadnienia wystepuja w ofrodku Cosseratéw. Przedstawione wyniki rozwia-
zania numerycznego pozwalaja na wyciagniecie wnioskéw natury jako$ciowej (jedy-
nie) z uwagi na dob6r statych materialowych nie potwierdzony badaniami do§wiadczal-
nymi.
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4. Dzialanie ustalonego Zrédla ciepla na pasmo farczowe

W punkcie (£,,0) pasma tarczowego dziata ustalone Zrédlo ciepla o intensywnodci
WH(x,, X2, X3,) = W*0(x,—§)0(x,). Zakladamy, ze w plaszczyznach ograniczajacych
tarcze panuje temperatura zerowa oraz naprezenia sa réwne zeru. Mamy

@)  eh=0, oh=0, =0, 0*=0 dax =zt
Stan obciaZenia termicznego rozpatrujemy superponujac dwa skladowe stany obcigzen
zgodnie z rys. 3. :

W pierwszej kolejnodei rozwiaZemy zagadnienie przedstawione na rys. 4 w ukladzie
wspotrzednych xi, x3.

a2 | ar?

X1

a

&1
1£4
<

EY
S SP——
Xy Ay

X1

Rys. .4,

- Z réwnania przewodnictwa cieplnego

W*

42 ; 20% — __
@.2) V30 o

Z warunkijem brzegowym 6* = 0 dla x; = 0, x{ = a wyznaczymy funkcje 0*.
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Stosujac kombinacje transformacji skonczonej sinusowej i cosinusowej catkowej
Fouriera do rownania (4.2) mamy

(4.3) ]/—;2; J J (83 +23)0%(x1, x3)sina, x| cosfxsdx;dx; =
¢ ¢

WlZ [ oo [ .
= _7]/? f d(x2)cos fxsdxs f O(x'—&))sina, xydxi.
: 0 0

a o0
Biorac pod uwage, zef B(x1—&)sino, x1dx; = sina, &, f d(xz)cosfxsdxy = .;_,
0 0
otrzymujemy réwnanie (4.2) w czlonach transformacji

w Z sina, &1

(44 @ =~ Y e

skad wyznaczymy

G = Wsina, &1
@3 KV2m @2+
Po wykonaniu retransformacji otrzymujemy funkcje 0*(x1, x3) w postaci
0 . o0 ﬂ
* 2w \" . . . [ cosfx; nm
(4.6) Oy xy) = ']EL\‘J sina, &1 sina, X1 of EW ag, oy =—
n=

Zagadnienie rozwigzywaé bedziemy w przemieszezeniach i obrotach. Uklad réwnah
rézniczkowych (2.12) mozna rozwiazaé za pomoca potencjatéw sprezystych [3], korzysta-
jac z mozliwoéci przedstawienia wektora u* = (u¥, u¥, 0) w postaci gradientu pewnego
skalara i rotacji pewnego wektora. Przyjecie

(4.7) ' uf=98,0+0,¥, ut

i

32 @,‘— 31 E’
prowadzi do ukiadu réwnan dla funkcji @, @

ViVi®—nVio* =0,

4,
“.8) VAPV 1)t = 0,
gdzie
H = ﬂ__
,u'f‘a"l‘ﬂo

Funkcja ¥ wyrazona jest przez ¢} zgodnie z réwnaniem

@9 VIV = [+ Vi~ 4o},
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Funkcje @ i ¢¥ winny spetniaé réwniez zwigzki Cauchy-Riemanna

8, (VB —nt¥) + - 3,12V} ~ I)gf = 0,
(4.10)
0 (VB3 —nb)— =8, (17 = )% = 0.

Rozwiazanie uktadu réwnan (4.8) ztozymy z dwu czeéci

4.11) D =D +D", g} =¥ +oi".
Zakladamy, ze ¢}’ = 0, a funkcja @’ spetnia réwnanie
412y Vid' —nb* = 0

z warunkiem brzegowym @' = 0 dla x| = 0, x; = 4. Z réwnania (4.12) otrzymujemy po
uwzglednieniu (4.5)
(4.13) b = - TWsnnci

ky 2 (of +B?)?

Po wykonaniu retransformacji na powyzszym réwnaniu otrzymamy

It

[eo] [=]

r 2nW \O . . , cosfx;
(4.14) D) = — “na sino, &1 Slndnx10 Wdﬂ-

n=1
Zwiazane z funkcja @’ naprezenia beda

[rel

/
_K e—ﬂnxz . N
ot = — - 5 U—onxa)sine, Eisina, x1,
n=1 "
[ve]

_K \ ] e—ﬂan
®! A ’ . ’
o = — — E (1 +a,x2)sin o, & sino, X1
4.15) a ’

! 13
oty = a¥l = —x} e~ 2gin o, £1 COS Ay X1,

a

=
M8

n=1
uis = u¥s =0,
gdzie K = unW/k. Na brzegach x; = 0, x; = a otrzymalimy of; = 0, o%; # 0, nato-
miast a¥2 = o¥ff 5% 0.
Dla dwu Zrédet ciepta umieszczonych symetrycznie wzgledem osi x, zgodnie z rys. 3a
otrzymamy w ukladzie wspétrzednych x,, x, nastepujace wzory dla napreZen of; na
bfzegach

., K&t [ .
m=§%f@@mmm#,
4]
gdzie

- _ P& chwsh & —wshwchfé, _ pa-
Q(w, 51) - L wzchzw 5 w = 2 .
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Dla dwu zrddet ciepta umieszczonych zgodnie z rys. 3b otrzymamy analogicznie

of, = Ka f 62 (w, &))sin B, dE,
0
gdzie
S0, &) = péic wmﬁ ;hzwc wshp &y

Dla usuniecia naprezeii o # 0 na brzegach x; = +a/2 nalezy do stanu naprezed
o}, W' doda¢ stan naprezen of”, " okre§lony funkcjami @', %"
Funkcje @ i %'" winny spetniaé rownania
VZVZ(DH —
(4‘16) V (lzvz_ 1)991 "o

z warunkami brzegowymi

(*.17) o =0, M4l =0, uf =0dlax = i—%.

Jednocze$nie powinny by¢ spelnione réwnania

alvicpu’;’az(/zvi— Dt = 0
(4.18)
azvm"-%al(/zv-}—l)q@” — 0.

Dla obcigzenia zgodnie z rys. 3a przyjmujemy

P = ]/ -i- f (MchBx, +Bx, Nshfx,)cos fx, df,
(4.19) ’

3 f 5 "
=]/;J (Cshpx, +Dshyax,)sinfx,df, 7 = (‘92+1i2) '
0

Warunki brzegowe wyrazamy przez potencjaly sprezyste @, ¥ i obrét ¢ [3]
of1 = 2u(8,0, ¥ —30)+ (Ao +2u)Vi D
(420) 0%y = 2u(d,0, P+ 3F)—-2u(l*Vi-1)¢¥%,
o%1 = 2u(0,0,D— 1) +2u(I?Vi—1) %,
gdzie Ay = 2ud/(A+2u).
Z warunkéw brzegowych (4.17) przy wykorzystaniu (4.20) i ze zwigzkéw (4 18) moZna

wyznaczyé cztery stale catkowania M, N, C, D, a nastepnie obliczyé napreZenia 6% uf”

zwiazane z funkcjami @, %",
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Dla obcigzenia zgodnie z rys. 3b przyjmujemy

@" = I/; f (Mshﬁxl -l—ﬂxl Nchﬁxl)coSﬂxz dﬁ,
0
4.21) )
_ D = = 1 \12
o3 = ]/; J (Cehfx+Dchnx)sinfx,df, =n = (ﬁz_l'-lz_) .
0

Po obliczeniu statych catkowania A?, ﬁ C:‘, 1:) z warunkow brzegowych (4.17) i ze
zwiazk6w (4.18) wyznaczymy zwigzane z funkcjami @, g% naprezenia 'Ej‘;”, ﬁjﬁ’
Rozwiazaniem zagadnienia wedtug rys. 3 beda napreZenia wyraZone za pomoca wzo-

row (4.22)

%o 1oy k! —kt
&y = o} +-of +of

(4.22) =
Wi = i
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Pesome

HEKOTOPBLIE BOIIPOCH! TEPMOVIIPYTOCTY MUIPOIIOJIPHBIX IUCKOB

B pafoTe paccMaTpHMBAIOTCA BOIPOCHI TEPMMUECKMX HANPSKEHMH B IOMYGECKOHEUHOM IHCKE
M B AMCKOBOI nostoce. ITpH pelieHnu 3anay BROgATCA GYHKIMA HanpsmeHnit Dpa-Mranramua u ynpyrue
noreHuManbl. Peuledds audipepeBuHanbHbIX ypaBHEHHY B YACTHHIX TPOM3BOJHLIX, OIIHCHIBAFOLIMX
paccMaTpuBaeMbIe 33/IauH, JIOJY YaKOTCs GIArofaps IpUMEHeHHIO pAnoR Pypre M KOHEUHBIX CHHYCOBBICK
M KOCHMHYCOBBIX npeobpasosanuit Pypee. ‘

Summary

CERTAIN PROBLEMS OF THERMOELASTICITY IN MICROPOLAR PLATES

Problems of thermal stresses in a semi-infinite plate and in a plate strip are considered in the paper.
The solution is found by means of the Airy-Mindlin stress functions and elastic potentials. The partial
differential equations are solved owing to the application of Fourier series and finite sine and cosine trans-
forms.
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