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MACIERZ SZTYWNOSCI 1 WEKTOR OBCIAZEN SUPERELEMENTU
Jozer W R ANIK (GLIWICE)

Przy obliczaniu duzych konstrukcji metoda elementéw skonczonych — przy Zadanej
dokladnosdci obliczerh — moga zachodzié przypadki otrzymywania réwnan o liczbie prze-
kraczajacej wielokrotnie liczbg réwnai mozliwa do rozwiazania na maszynie cyfrowej.
W takich przypadkach mozna zastosowaé sposob polegajacy na podziale ustroju na
superelementy [1] stanowiace czgéci skladowe calej konstrukeiji, obliczeniu ma-
cierzy sztywnofci tych superelementéw i za ich pomoca obliczeniu macierzy sztywnofci
calej konstrukcji.

A

Wezty grupy,a”

Rys. 1

RéZnica miedzy elementem skonczonym a superelementem polega na odmiennym
sposobie obliczania ich macierzy sztywnofci. Macierz sztywnoéci elementu skoriczonego
oblicza sie na podstawie funkcji ksztattu [2], macierz sztywnofci superelementu za§ za
pomocg macierzy sztywnosci elementéow skonczonych. Otrzymuje si¢ ja poprzez elimi-
nacj¢ pewnej liczby dowolnych weztdw z ich ogélnej liczby wynikajacej z podziatu super-
elementu na elementy skonczone.

W pracy [2] wykazano mozliwo$¢ eliminacji weztéw wewnetrznych przy zastosowaniu
minimalizacji funkcjonatu y.

W pracy niniejszej sformulowano zadanie eliminacji dowolnych weztéw — odmiennie
od ZmENKIEWICZA [2]. Zastosowano do tego celu metode przemieszczen. Wykazano, Ze ma-
cierz sztywnofci superelementu moze byé obliczona przez eliminacj¢ pewnej liczby nie-
wiadomych z ogélnego ukiadu réwnan, wynikajacego ze stosowania metody elementéw
skonczonych.

Macierz sztywnofci superelementu wyprowadzimy na przykladzie tarczy (rys. 1).
Podany sposéb jest réwniez wazny dla dowolnego dwuwymiarowego lub tréjwymiaro-
wego superelementu. Liczba weziéw elementu przedstawionego na rys. 1 jest mala, totez
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obliczenie macierzy sztywnoéci tego elementu przez bezpo$rednie odpowiednie «zbieranie»
macierzy sztywnosci elementéw skonczonych prowadzitoby do zbyt duzych bledéw. Do-
danie pewnej liczby weztéw (wezly czarne na rys. 2) zwigksza doktadno$¢ obliczen, lecz
rowniez liczbe niewiadomych,

Zal6zmy, ze grupa wezZdéw oznaczona indeksem a (biale), lacznie z grupa weziéw ozna-
czona indeksem b (czarne) tworza siatke podzialu na elementy skonczone. Za pomocy
wszystkich wezldw a+b znajdziemy macierz sztywnoéci elementu wylacznie z wezlami a
(rys. 1). Jezeli macierz sztywnoSci elementu skoriczonego tréjkatnego (rys. 2) jest znana,

to znana jest réwniez macierz sztywnoSci calego elementu tarczowego z wezlami a+b.
Oznaczmy te macierz przez A, a macierz sztywnoéci z weztami g, czyli poszukiwana ma-
cierz sztywnosci superelementu przez K.

P Wezty grupy ,b"”

Rys. 2

Roéwnanie metody przemieszczen elementu tarczowego z wezlami a +5 mozna zapisaé
w postaci _
m AX+b =0,
gdzie

X wektor niewiadomych przemieszczeri

b wektor obcigZen.

Jezeli podzielimy macierz A na cztery bloki w ten sposob, by wektor przemieszczen X
rozdzielié na dwie grupy: X, i X, tzn. tak, by wektor X, byl wektorem przemieszczenn we-

Ztéw grupy a (rys. 1), a wektor X, byt wektorem przemieszczeri weziéw grupy b, to uktad
rownai mozemy przedstawi¢ w postaci '

Aaa}a’*'Anb}b +l_;a = 0,
2 - - o
ApaX, 4+ AppXy +by = 0,



MACIERZ SZTYWNOSCI I WEKTOR OBCIAZEN 403

Jezeli liczba wezidw grupy a wynosi s, a liczba wezldw grupy b przy wymiarze ma-
cierzy A nxn_wynosi n—s, wéwczas macierze z ukladu réwnai (2) przedstawiaja sig
nastepujaco:

1,1 Q1,2 . Qs Ay sy oee Ay
A, = ‘fz'l : Ay = AL = ‘fzvs+1 ) ,
as,l as,s as,s+1 as.n
Qgi1,s41 as+1,nF rbx,a.
Ay = : > Ba = l?z,a >
Ays41 v+ Qupn Lbs,a
bsy1p X1,a Xsy1,b
—*b _ b.s+2,b ; ;{a - -7.52,a : }b_: -7'5s+2.b i
bn,b xs,a xn,b

Mnozac obie strony drugiego réwnania uktadu (2) przez Ay, i przeksztateajac je otrzy-
mamy

=

3 Xp = _Aiz-blAba}a'_Alv_ble-
Podstawiajac relacje (3) do pierwszego rownania (2) otrzymamy po przeksztalceniu
(4) (Aaa - Aab A;bl Aba)}a + (l?a - Aab A;;-bll_;b) = 0 .

Jezeli oznaczymy
K= Aaa - Aab A;bl Aba 2

K, = ba— A Az by,
wdwczas réwnanie (4) mozna zapisa¢ w postaci
©) Kx,+k, = 0.

W dalszym ciggu rozwazafi wykazemy, ze macierze K i l:p sa odpowiednio. macierza sztyw-
nofci superelementu, tzn. elementu z wezlami grupy a, i wektorem obciaZen superelementu.
Jezeli wezlom grupy b nadawaé bedziemy kolejno odpowiednie przemieszczenia x, = 1
(rys. 3a), woéwczas w kazdym wezle grupy a wystapia sity tworzace macierz A,,, a w kaz-
dym wezle grupy b, sily tworzace macierz A,;. Podobnie, nadajac przemieszczenia jed-
nostkowe weztom grupy e (rys. 3b), otrzymamy macierz A,, utworzona z sit wystgpuja-
cych w weztach grupy a, i macierz A,, utworzong z sit wystgpujacych w wezlach grupy .
Mozemy wigc zapisa¢ nastgpujace réwnanie metody przemieszczen jako réwnanie
réwnowagi sit w weztach grupy & :
o Ay XpatAs =0,
gdzie -
A,, macierz kwadratowa utworzona z wartosci sit wywolanych w wezlach grupy b,
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztdw grupy b,
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Ay, macierz prostokatna utworzona z warto$ci sit wywolanych w wezlach grupy b,
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztdéw grupy a,

Xps; macierz prostokatna przemieszezen wezidéw grupy b dla kolejno wymuszanych
przemieszczen jednostkowych weztow grupy a

X110 X1,2 o Xis
X201 o X2,s
Xpg = . . s
i : :
Xpi1 oo Xp,s
Z réwnania (6) otrzymamy
-1
(7) Xpa = —Abp Apg.

Rys. 3

Poszukiwana macierz sztywno$ci K superelementu z wezlami a jest macierza utworzona
z wartoSci sit w weztach grupy a w wyniku wymuszonych przemieszczen jednostkowych
weztéw grupy a, wige
(8) . K= Aabxba +A(m9
gdzie
A, macierz prostokatna utworzona z wartoéei sit wywolanych w wezlach grupy a
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi wezidw grupy b,
A,, macierz kwadratowa utworzona z wartosci sit wywotanych w weztach grupy a
kolejnymi przemieszczeniami jednostkowymi weztéw grupy a.
Podstawiajac do relacji (8) relacje (7) otrzymamy macierz sztywno$ci X superelementu

(9) K=A,—Auw AA[:b1 Ap,-

‘W podobny sposéb otrzymaé mozZna wektor obcigZen _l; w weztach superelementu
dla dowolnych obciazen zewnc;trznych P;. Oznaczmy wektor obciazeni w weztach grupy a
przez b,,, a w wezlach grupy b przez bb, wowczas
(10) Abbxb+bb =0,
stad ' ' _
1n) ?fb = "'AlTbl_l;b-
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Wektor obcigzen k, otrzymamy w postaci

(12) k, = A Xp +ga-
Podstawiajac (11) do (12) otrzymamy wektor obciazen superelementu
(13) k, = ba—AabAEbll_;b-

Na podstawie znanych macierzy sztywnofci i wektoréw obciazen zespotu superele-
mentdw obliczyé mozna macierz sztywnosci i wektor obciazert superelementu, na ktdry
skladaja sie wszystkie elementy zespolu. Obliczenie przeprowadzié mozna wedlug wzordw
(12) i (13).

Macierz sztywnosci K jest zbiorem sit wystepujacych w wezlach grupy a (rys. 1) w wy-
niku wymuszonych przemieszczen jednostkowych x, = 1, wektor ip za$, zbiorem sit
wystepujacych w wezlach superelementu (rys. 1) wywolanych sitami zewngtrznymi P;.

Roéwnanie (5) moze byé traktowane réwniez jako pewien sposéb rozwigzywania réw-
nania (1).
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Pesmome

MATPHULA JXECTKOCTU 1 BEKTOP HATPY3KHU CYIIEPOJIEMEHTA

B pabore yrasaH MeTO ITOCTPOCHHA MATDHIBI KECTKOCTH M BEKTODA HArpysOK CyIepajleMeHTa,
T. €, BOJIBIIOro, IT0 CPABHEHHKIO C Pa3MEPAMH KOHCTPYKLINH,, BJTEMEHTA C MaJTbIM YHCIIOM CTeneHel cBoGonI.

JIOKa3pIBaeTCA, UTO MATPHILY YKECTKOCTH CYNEPONEMEHTa M ero BEKTOD HATPY30K MOMKHO HaiTH
IyTEM COOTRETCTRYIOUIErO NPHBEAeHNsA OOIIel cucTemMbl ypaBHEHM A SJICMEBT2 ¢ GONMBIUMM UMCIOM
creneHeit cRoGOIbI.

Summary

STIFFNESS MATRIX AND A LOAD VECTOR OF A SUPERELEMENT

The paper presents the method of forming the stiffness matrix and the load vector for a so-called super-
element, that is for an element with a small number of degrees of freedom and of dimensions large in comp-
arison with dimensions of the entire construction.

It is shown that the superelement stiffness and its load vector can calculated by a suitable reduction
of the general set of equations written for an element with many degrees of freedom.
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