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1.  Wstęp

Znajomość  zjawisk  wystę pują cych  w  obszarach  wejś ciowych  przewodów  o  róż nych
kształ tach  posiada  istotne znaczenie dla  badania przepływów  technologicznych, a zwłasz-
cza  przepływów  spotykanych  w  przetwórstwie  polimerów.

W  przypadku  cieczy  newtonowskich  lub  cieczy  czysto  lepkich,  opisywanych  potę go-
wymi  równaniami  konstytutywnymi,  najczę ś ciej  stosowano  metody  opierają ce  się   na
sformułowanej  przez  PRANDTLA  i  von  KARM  ANA  teorii warstwy  przyś ciennej  (por.  [1, 2,
3, 4, 5]). Szeroko  również  wykorzystywano  podejś cia  polegają ce  na  numerycznym  całko-
waniu  zlinearyzowanych  równań  Naviera- Stokesa;  pozwalały  one  ocenić  przybliż enia
i  ograniczenia  wynikają ce  ze  stosowania  koncepcji  warstwy  przyś ciennej.  Należy  pod-
kreś lić,  że wyniki  uzyskiwane  dla  lepkich  cieczy  nienewtonowskich  nie wniosły wiele no-
wego  do  jakoś ciowego  opisu  przepływów  w  porównaniu  z  wcześ niejszymi  wynikami
uzyskanymi  dla  cieczy  newtonowskich  przy  umiarkowanie  duż ych  liczbach  Reynoldsa.
Z  drugiej  strony,  zachowanie  się   cieczy  newtonowskich  w  obszarach wejś ciowych  nie  wy-
daje  się   być  charakterystyczne  dla  cieczy  lepkosprę ż ystych.

Niewiele  opublikowano  prac  dotyczą cych  analizy  lepkosprę ż ystych  warstw  przy-
ś ciennych  (np.  [6, 7]), jak  również  rozważ ań  zwią zanych  z  lepkosprę ż ystymi  przepływami
w  obszarach  wejś ciowych  przewodów  pł askich  oraz  kołowosymetrycznych  (np.  [8, 5]).
Taki  stan  rzeczy  spowodowany  został   przede  wszystkim  trudnoś ciami spotykanymi  przy
próbach  rozwią zania  zagadnień  dla  bardziej  ogólnych  równań konstytutywnych.  N ie bez
znaczenia  pozostaje  również  kwestionowana  słuszność  innych  założ eń,  zwykle  przyjmo-
wanych  w  przybliż eniach  warstwy  przyś ciennej.

Dotychczasowe  wyniki,  uzyskiwane  głównie  dla  cieczy  typu  Rivlina- Ericksena  (por.
[9]),  nie wyjaś niają   zadowalają co  stosunkowo  długich  obszarów  wejś ciowych  oraz duż ych
strat  ciś nienia,  obserwowanych  doś wiadczalnie  dla  roztworów  i  stopów  polimerów  cha-
rakteryzują cych  się   dużą   lepkosprę ż ystoś cią   [10,  11, 8].

N iektórzy  autorzy,  na  przykł ad  METZNER  i  WH ITE  [8], donieś li  o  moż liwoś ci  wystę-
powania  dodatkowych  podobszarów  w  czę ś ci  wejś ciowej,  w  których  zachowanie  się   cie-
czy  przypomina  bardziej  zachowanie  się   oś rodków  «półsztywnych»  lub  «ciała  stałego»,
jeś li  tylko  charakterystyczny  czas  cieczy  (np.  reprezentatywny  czas  relaksacji)  jest
wię kszy  od  czasu  potrzebnego  na  przepływ.  W  takiej  sytuacji  nie  są   ogólnie  słuszne ani
przybliż enia  przyjmowane  dla  warstwy  przyś ciennej,  ani  też  równania  konstytutywne
typu  cieczy  Rivlina- Ericksena.
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W  niniejszej  pracy  rozważ ono  zagadnienia  przepływów  lepkosprę ż ystych  w  obszarach
wejś ciowych  rur  lub pł askich kanał ów, bez  korzystania  z  koncepcji  warstwy  przyś ciennej.
Zał oż ono  przy  tym, że  liczby  Reynoldsa  charakteryzują ce  przepływy  są   mał e,  co  uzasad-
nia  stosowanie  przybliż enia  quasi- statycznego,  oraz  że  stosunek  poprzecznych  wymiarów
przewodu  do  długoś ci  obszaru  wejś ciowego  jest  również  mał y,  co  może  mieć  miejsce
przy  przepływach przez  stosunkowo  wą skie  szczeliny  lub  kapilary.  Przedstawiony  sposób
podejś cia  stanowi  rozszerzenie  rozważ ań  zaproponowanych  przez  nas  dla  pł askich prze-
pływów  w  kanał ach  [12].

Przy  statycznej  analizie  zagadnień  nie  zakł adano  ż adnych  istotnych  ograniczeń  na
równania  konstytutywne  cieczy  lepkosprę ż ystej;  są   to  równania  opisują ce  zachowanie
się   nieś ciś liwej  cieczy  prostej  (por.  [9,  13]).

Przy  kinematycznej  analizie  przepł ywów,  prowadzą cej  do  przybliż onego  okreś lenia
pól  prę dkoś ci  w  obszarach  wejś ciowych, dla  poprzednio okreś lonych  rozkł adów naprę ż eń
ś cinają cych  i normalnych, ograniczono  się   do  modelu  nieś ciś liwej  cieczy  prostej  stopnia
drugiego.  Wykorzystano  przy  tym  fakt,  że  dla  takich  cieczy  w  quasi- statycznych  przepły-
wach  przez  wą skie  rury  lub  pł askie  kanał y, pola  prę dkoś ci  są   takie  same  lub  zbliż one
do  cieczy  newtonowskich  (por.  [14]).

Należy podkreś lić, że w  niniejszych  rozważ aniach  rozkł ady naprę ż eń uzyskano  w  spo-
sób  czysto  formalny.  Ogólnie  rzecz  biorą c,  nie  moż na  rozróż nić  efektów  naprę ż eń nor-
malnych  od rozkł adów ciś nienia na ś ciankach przewodu  w  obszarze  wejś ciowym.  Analizą
tych  zagadnień  w  czę ś ciach  przewodów,  w  których  przepływy  są   ustalone  i  wiskozyme-
tryczne  zajmuje  się   praca  DAVIESA,  HUTTONA  i  WALTERSA  [15].

2.  Ustalone przepływy  ś cinają ce

Bę dziemy  najpierw  rozważ ać ustalone i  laminarne przepł ywy  nieś ciś liwej  cieczy  prostej
przez kołowosymetryczne rury lub pł askie kanały (uogólniony przepł yw Poiseuille'a  i uogól-
niony  pł aski  przepływ  Poiseuille'a), pod  wpływem  stałego  gradientu  ciś nienia /   =   APjL,
gdzie  L  okreś la  długość  całego przewodu.  N iech D  oznacza  odpowiednio  ś rednicę   rury,
d  zaś  wysokość pł askiego  kanału  (odległość mię dzy  ś ciankami). Począ tek  ukł adu współ-
rzę dnych  bę dziemy  przyjmować  na  począ tku  przewodu,  na jego  osi.  W  walcowym  ukła-
dzie  współ rzę dnych  oś  z  pokrywa  się   z  osią   rury,  w  ukł adzie zaś  kartezjań skim  oś  płas-
kiego  kanału  skierowaną   w  kierunku  przepł ywu  oznaczymy  przez  x.

Moż na  pokazać,  że  ogólne  rozwią zanie  równań  dynamicznych

(2.1)  D ivT - ggrady  =   qy,

gdzie  T  jest  tensorem naprę ż enia,  Q —  gę stoś cią   cieczy,  zaś  y> — potencjał em  zachowaw-
czych  sił   masowych,  przyjmuje,  dla  ustalonego  i  laminarnego  przepł ywu  cieczy  prostej
w  rurze,  postać  nastę pują cą   (por.  COLEMAN,  MARKOVIT Z  i  N OLL  [13]):

(2.2)  T<rZ>   =  ~  Jfr '  T<rr>  ~~h~k(r)   +  Qy>  + fz'
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gdzie  indeksy  w  nawiasach  trójką tnych  oznaczają   składowe fizyczne,  zaś

(2.3)  • §•  -   7( T < i r >

Wielkoś ci  cr^S)  oznaczają   zmodyfikowane  funkcje  naprę ż eń  normalnych,  mianowicie

(2.4)  dt{S) =  r<«>- r<»«>,  & 2(s) =  r<">- :r<«»,

gdzie  5  -   - j/ r.

Zupełnie  podobnie,  rozwią zanie  równań  (2.1)  dla  ustalonego  i  laminarnego przepły-
wu  przez  płaski  kanał   przyjmuje  postać  (por.  [12, 13])

=   ~fy,

gdzie  «  oznacza gradient ś cinania, zaś  ofa)  — funkcje  naprę ż eń normalnych, mianowicie

(2.6)  <Ti(x) =   T<xx>- T<">,  o2(x)  =  T<v>- T<">.

Zwią zek  mię dzy  funkcjami  (2.4)  i  (2.6)  jest  nastę pują cy:

(2.7)  3i(S)  =  <rt(x(S)J,  i  = 1 , 2 .

Zależ noś ci  (2.2) i  (2.5) pozostają   w mocy dla jakiejkolwiek  cieczy prostej, niezależ nie
od  jej  własnoś ci  lepkosprę ż ystych.  Chcąc  okreś lić  odpowiednie  profile  prę dkoś ci  lub
obję toś ciowe  wydatki  cieczy  na jednostkę   czasu,  należy  znać funkcje  szybkoś ci  ś cinania
x  =   x(S)  lub  K  m  « ( r W ) ,

•   .,  o  ' .  .  •   •   •   •   '.'

. ' • • . •   •   ,

3.  Przepł ywy  w  obszarach  wejś ciowych

Przy małych  liczbach Reynoldsa, tj.  dla przybliż enia  quasi- statycznego, w równaniach
(2.1) moż na pominąć człony  inercyjne.  Oznacza  to, że  dla  stosunkowo  powolnych prze-
pływów  cieczy  o  duż ej  lepkoś ci,  jakimi  są   niewą tpliwie  liczne  stopy  i  skondensowane
roztwory  polimerów,  wpływ  efektów  lepkoś ciowych  jest  znacznie  wię kszy  niż  wpływ
inercji  cieczy.

Dla  ustalonych,  quasi- statycznych  przepływów  w  obszarach  wejś ciowych  kołowosy-
metrycznych  rur  równania  (2.1) przyjmują   postać

8rT<">+d zT<">+~   (T<rr>- T«"»)- Qdrip  =  0,

;  •   ••   .  toń  i

•   •

Podobnie,  dla  ustalonych  quasi- statycznych  przepływów  w  obszarach  wejś ciowych
płaskich  kanałów, mamy

trkiń ,- . dx T<xx>+d„  T<x">- Q8xip  =  0,



Biorąc  pod  uwagę  postać  zależ noś ci  (2.2),  (2.3),  obowią zują cych  dla  przepł ywów
ś cinają cych  (wiskozymetrycznych),  bę dziemy  poszukiwać  rozwią zań  równań  (3.1)  w po-
staci  nastę pują cych  cią gów:

n

2  2 Zl  (2/ - 1)!  s  K}  +  2  ZJ  k\

n

i 2 &2
fc=0

2  Z /   ifcl  l z ; r  2  Z J k\  K)r  '
k\   fti

gdzie  c,h  są  stał ymi,  g(z),  M(z),N(z)—  trzema  dowolnymi  funkcjami  speł niają cymi
wymagane  warunki  brzegowe  (por.  p.  4),  funkcja  k(r)  zaś  okreś lona  jest  wyraż eniami
(2.3). Wskaź niki w nawiasach oznaczają  odpowiednie pochodne funkcji  wzglę dem zmiennej
z.  Z  uwagi  na  postać  równań  równowagi  (3.1),  nie  wszystkie  pochodne  funkcji  M(z)
i  N{ź )  wystę pują  w  (3.3). W  tym  celu  należy  przyją ć,  ze  współ czynniki  a*,  ..., £* równe
są  zeru, z wyją tkiem  nastę pują cych:

at  =  1  dla  k  — 6m—3,  6m—l,  fa  — 1  dla  k  — 6m—5,  6m—3,

(3.4)  yk  = 1  dla  fc  = 6/ n- 4,  6m- 2,  <5k = 1  dla  k = 6m- 6,  6m- 4,
ek  =  1  dla  k  = 6m—6,  6m- 2,  Jk  =  1  dla  k  =  6m - 4,  6w- 2,

gdzie  w  =  1, 2,  3, . . ..

Moż na  bezpoś rednio  sprawdzić,  że  wyraż enia  (3.3)  ł ą cznie  z  warunkami  (3.4) speł-
niają  równania  (3.1) z  dokł adnoś cią do  czł onów pomijalnych  jako  małe wyż szego  rzę du,
jeś li  tylko  stosunek  ś rednicy  rury  D  do  dł ugoś ci  czę ś ci  wejś ciowej  /   jest  wystarczają co
mał y.  Bliż sza  analiza  wymiarowa  wyraż eń  zawierają cych  pochodne  funkcji  g(z),M(z),
N(z)  dowodzi,  że pominię te czł ony są  proporcjonalne  do  e", przy  czym  6  =   D/ l.  Ł atwo
również  zauważ yć,  że  T<">  zawiera  wył ą cznie  pochodne nieparzystych  rzę dów,  podczas
gdy  r< r r>  i  T<"~>  zawierają  pochodne  rzę dów  parzystych.  Pochodne  rzę du  k  funkcji
g(z),  M(z),N(z)  okreś lają  czł ony rzę du  e*"1.

Wyraż enia  (3.3) i  (3.4) pozostają  również  w  mocy  dla  ukł adu równań  (3.2), jeś li po-
minąć funkcję  k(r), mnoż niki 1/2 wystę pują ce  przy c w (3.3)i i przy wszystkich  znakach sum
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w  (3.3) oraz zastą pić  formalnie z przez x, zaś r przez y. Wówczas  e =  d\ l,  gdzie d ozna-
cza  odległ ość  mię dzy  ś ciankami  pł askiego  kanał u.

Przedstawiony  wyż ej  sposób  podejś cia  pozwala  na formalną  budowę  wyraż eń  okre-
ś lają cych  naprę ż enia w obszarach  wejś ciowych  rur  lub  pł askich kanał ów, z dokł adnoś cią
do  czł onów dowolnego  rzę du  wzglę dem  e.

Z uwagi  na uproszczenie zapisów  oraz moż liwość przeprowadzenia analizy kinematycz-
nej,  ograniczymy  się w  dalszych  rozważ aniach  do przypadku  wą skich  rurek  (kapilar).
lub  szczelin,  dla których  pominię cie  czł onów rzę du  O(e2) wydaje  się wystarczają co  uza-
sadnione.

Otrzymamy  wówczas  dla obszaru  wejś ciowego  kapilary  nastę pują ce  wyraż enia:

T<">   =  Lcr+  jg'(z)r+   ~N'{z)r,

(3.5)  T<">=   - h- k(r)  +  eV- cz- g(z)- M(.z)- jr2(g"(z)+N"(z)),

T<Zz>  m  - h- k(r)+ey>- cz- g(z)- N(z)- jr2(g"(ź )+M"(z)+N"(z)),

(3.6)  T<">- T<"- >  m  ffi- 02 m  M(z)~N(z)- jr2M"(z).

Podobnie,  dla obszaru  wejś ciowego  pł askiej  szczeliny  otrzymamy  (por.  [12]):

=   cy+g\x)y+N\x)y,

(3.7)

T<m  =  - h +  ey>~cx- g(x)-  M(x) -   jy2(g"(x.

(3.8)  T<**>  -   T<yy>  = ax- <j2  =  M(x)  - N(x)  -   \y2M"(x).

Dalsze  informacje  dotyczą ce  funkcji  g,M  i  N  wynikają  z  warunków  brzegowych,,
które  muszą  być speł nione na począ tku  i  koń cu  obszarów  wejś ciowych,  tj. dla z =  O
lub  x =  0  oraz  dla z = /  lub x  — 1.

4.  Ograniczenia  wynikają ce  z  warunków  brzegowych

Jeś li  rozważ any  przewód  skierowany  jest  pionowo  i  siły  masowe  są wył ą cznie sił ami
grawitacji,  to

(4.1)  f(z)  =  ~gz  lub  f(x) -   - gx,

gdzie  g  oznacza  przyspieszenie  ziemskie.
Funkcje g(z)  lub g(x)  są cał kowicie dowolne, lecz dla ustalenia uwagi moż na przyją ć,  że

(4.2)  £ '(0)  = £(0) = 0,  g'(l) =  q,

gdzie  q i m są  stał ymi parametrami.
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Formułując warunki  na koń cu obszarów  wejś ciowych,  tj. na granicach przejś cia  z tych
obszarów  do obszarów  w pełni  rozwinię tych,  ustalonych  przepływów  ś cinają cych,  należy
pamię tać o  cią głoś ci  odpowiednich  naprę ż eń  i  ich  pochodnych.  Innymi  słowy  naprę ż e-
nia  powinny  zmieniać się  w sposób  cią gły  od rozkł adów  okreś lonych  w obszarach wej-
ś ciowych  do wartoś ci  wynikają cych  z  (2.2)  i  (2.5).

Wydaje  się  również  rzeczą   rozsą dną   założ yć w pierwszym  przybliż eniu,  że na począ t-
ku obszarów  wejś ciowych,  tj. dla z  — 0 lub x = 0,  znikają   zarówno  naprę ż enia  ś cina-
ją ce  (por.  (4.4)i), jak i  odpowiednie  róż nice  naprę ż eń  normalnych.  Oznacza  to, że  na
podstawie  (3.6)  i  (3.8)  mamy

(4.3)  M"(0)  = 0,  M(0) =  N(0).

Założ enie  powyż sze  nie jest  konieczne;  moż na  również  rozpatrywać  inne  wartoś ci  brze-
gowe  dla naprę ż eń.

Zatrzymajmy  się  na moment  nad przypadkiem  przepływu  w  obszarze  wejś ciowym
do  kapilary.  Z zależ noś ci  (3.5),  (4.1),  (4.2),  przy  znikają cych  dla z = 0 naprę ż eniach
ś cinają cych  i  normalnych, wynika że

(4.4)  c -   ~N'{0),  g"(0)+N"(0)  -   0.

Z porównania  odpowiednich wyraż eń  (2.2) i  (3.5)  oraz  ich pochodnych dla z = /, mamy
również

(4.5)  N'(0)- q=f,  M'Q) = N'Q) = 0,  g"(l)+N"(l)   =  0,  M(l) =   N(l)

przy  czym  założ ono, że T<">  — T<rr> znika  dla r =  0, z = /  oraz  pominię to człony rzę du
O(e2) .  Na podstawie  (3.6)  otrzymamy  także

(4.6)  $1- Z2)w  =  T<">- T<«> = - ~M"(.l)  dla  z = l,
lo

gdzie  wskaź nik  w  oznacza, że dana  wartość  jest  okreś lona  na ś ciance  kapilary,  tj.  dla
r  =   D/2.

Rozważ ając  przypadek  przepływu w płaskiej  szczelinie,  dla którego  słuszne są  zależ-
noś ci  (2.5),  (3.7),  (4.1) i (4.2), otrzymamy  warunki  identyczne jak  w (4.4) i (4.5). Zamiast
okreś lonej  na ś ciance  róż nicy  naprę ż eń normalnych  (4.6), otrzymamy  na podstawie (3.8)

(4.7)  (ffi- ff2)w  =  T<**>- T<yy>  =  - CM"Q)  dla  x = /,  y  -  ±d/ 2.

Powyż sze  warunki  wystarczają   do przewidywania  realistycznych  rozkł adów  funkcji M
i N w obszarach  wejś ciowych  przewodów  płaskich i  kołowosymetrycznych.  Z uwagi na
zależ noś ci  nastę pują ce:

a,rw|..o  =  N'(O)- M'(o)-eg  > o,
K  ' ^  d,r<">I f= ,  =  N'(0)- q-Qg  =f- Qg  > 0,
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oraz wymaganą  dodatnią  wartość  róż nicy  naprę ż eń normalnych dla z =  I, ł atwo  zauwa-
ż yć, że musi  istnieć w otoczeniu z = 0 przynajmniej  niewielki  obszar, w którym  (<TX - a2)w

przybiera  wartoś ci  ujemne.  Fakt  ten  nie  posiada  ż adnego  fizycznego  znaczenia  bę dąc
prostą  konsekwencją  zastosowanego  przybliż enia,  tj. pominię cia  wyrazów  rzę du  O(e2)
oraz  przyję tych  warunków  brzegowych  dla z = 0.

5.  Rozkł ady  nacisków  normalnych  oraz  dł ugoś ci  obszarów  wejś ciowych

Rozkł ady  nacisków  normalnych  lub  ciś nień  na ś ciankach  przewodów  wynikają  z po-
przednich  rozważ ań.

D la  przepł ywu  koł owosymetrycznego,  na podstawie  (3.5)2  i  warunków  brzegowych
omówionych w p. 4, otrzymamy

(5.1)  - 2 ^r > | z = 0  -   A+ M - y) +M(0)  = Pw,

(5.2)  —T„  z- i  =  h + k\ - - - )  +pgl—N'(0)l- \  gl+M(l),
\   2 I   ni

gdzie  Pv  jest  ciś nieniem na począ tku  przewodu  dla z = 0.
Z  drugiej  strony  ciś nienie na koń cu  obszaru  wejś ciowego  musi  być  równe  wartoś ci

wynikają cej  z  rozwią zania  ustalonego  przepł ywu  ś cinają cego  (2.2)2. W czę ś ci, w której
przepł yw jest  wiskozymetryczny  rozkł ad nacisków  na  ś ciance jest  liniowy,  a ich  wartość
na  koń cu  cał ego przewodu,  tj. dla z — L,  wyraża  się nastę pują cym  wzorem  (por.  [15]):

gdzie  T£rz> oznacza  naprę ż enie  ś cinają ce,  p(0,  L) — ciś nienie  na  osi  rury  dla z = L, zaś
TL  zdefiniowano  jako

B/2

(5.4)  TL=   f  T<">(r,L)d(nr 2).
o

Porównując  zatem nacisk  (5.2) z wartoś cią  począ tkową  wynikają cą  z (2.2)2  dla usta-
lonego  przepł ywu  ś cinają cego,  otrzymamy

(5.5)  h+kl^- )  + egl- N'(0)l +—ql+M(ł ) =  (f- Qg)(L- l)+Q„.
\ 2 /   m

Ponieważ poziom  odniesienia  dla  stał ej h jest w gruncie  rzeczy  dowolny, moż na uniknąć
korzystania  ze zł oż onego  wyraż enia  na Qw,  licząc  wartość Pw jako  nadwyż kę  ciś nienia
na  począ tku  przewodu  (z =  0), w  stosunku  do jego  wartoś ci  koń cowej  Qw  (z =  L).
Jest to równoznaczne z pominię ciem wyrazu Qw w wyraż eniu  (5.5). Odpowiednie rozkł ady
nacisków  normalnych pokazano  schematycznie na  rys. 1.

Wykorzystując  (4.5)j,  mamy  w dalszym  cią gu

(5.6)  Pw - fL+MQ)  -   M(0) =

a  po uwzglę dnieniu  (4.6)
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>(°i- Ok)w

Rys.  I

(5.7)  Pw- (f

przy  czym  musi  być spełniona nastę pują ca  równoś ć:

D 2

(5.8)  M(0) =  N(l) + - rr- M'^l).
l o

Ostatnie  wymaganie  nie zmniejsza  w  ż adnym  stopniu  ogólnoś ci  rozważ ań  (N(ł ) i M(0)
są   w dalszym  cią gu  dowolne)  oraz  nie jest  sprzeczne z ż adnym z warunków  dyskutowa-
nych  w p.  4.

N a  podstawie  (5.7)  otrzymujemy  wyraż enie  na długość obszaru  wejś ciowego:

(5.9) /  aa m
q{m- \ )

gdzie/=  /— Qg oznacza  zredukowany  gradient  ciś nienia  dla ustalonego  przepływu ś ci-
nają cego.

Zależ ność  (5.9) moż na zapisać w bardziej  uż ytecznej  postaci

(5.10)

gdzie

(5.11)

i _  i 1   py- fL

(Pw- fL)v  (Pw- fL)v  \

lv  — —m • {Pw- fL)v

oznacza długość obszaru  wejś ciowego dla czysto  lepkiej  cieczy, dla której (ć r i-
przepływają cej  przez  przewód  o  identycznej  geometrii.

w = 0>
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Wzór  (5.10)  umoż liwia  okreś lenie  długoś ci  obszaru  wejś ciowego  dla  cieczy  lepko-
sprę ż ystej,  jeś li  znana  jest  odpowiednia  długość  /„  dla  cieczy  czysto  lepkiej  oraz spadki
ciś nienia Pw—fL  dla  cieczy  lepkosprę ż ystej  i  (Pw—fL)„  dla cieczy  lepkiej. Ponieważ znane
są   dobrze metody doś wiadczalne  prowadzą ce  do okreś lenia  /„  (por.  [16, 17, 5]), pozostaje
wył ą cznie problem  wyznaczenia  Pw  i / w  dwóch niezależ nych doś wiadczeniach. Potrzebna
jest  również  znajomość  pierwszej  róż nicy  naprę ż eń  normalnych  a± — a2  wyznaczana  na
podstawie  pomiarów  wypływają cej  strugi  lub  innych  metod  wiskozymetrycznych  (por.
np.  [13,  15])1).

Warto  również  nadmienić,  że  w  wyraż eniu  (5.10)  nie  wystę pują   ż adne  funkcje  lub
parametry  opisują ce  zachowanie  się   cieczy  lepkosprę ż ystej,  z  wyją tkiem  róż nicy naprę-
ż eń  normalnych  (a1—a2)w.  N a  istotną   rolę  jaką   odgrywają   naprę ż enia normalne w  róż-
nych  przepływach  cieczy  lepkosprę ż ystych,  a  w  szczególnoś ci  w  przepływach  ze  stałą
historią   deformacji,  zwrócono  uwagę   m.in.  w  naszej  pracy  [18].

Rozważ ania  dla  kołowosymetrycznego  przepływu  w  kapilarze,  przedstawione  w  ni-
niejszym  punkcie,  moż na  bez  trudu  przenieść  na  przypadek  przepływu  w  szczelinie  lub
płaskim  kanale. Podobne rozumowanie prowadzi  do wzoru  niemal identycznego z  (5.10),
z  tą   tylko  róż nicą,  że zamiast  (o^ — G2)w  należy  wstawić  (o1~a2)w  (por.  [12]).

6.  Uproszczona  analiza  kinematyczna

Dokł adna  analiza  kinematyczna  rozważ anych  przepływów  wymaga  stosowania zło-
ż onych  równań  konstutywnych,  co  komplikuje  znacznie całe zagadnienie. Kiedy korzysta
się   z  metod  warstwy  przyś ciennej,  nawet  stosunkowo  proste  równania  konstytutywne
mogą   prowadzić  do  bardzo  ż mudnych  obliczeń  (por.  np.  [8]).

W  niniejszych  rozważ aniach,  nie  pretendując  do  ś cisłego  rozwią zania  zagadnienia,
bę dziemy  starali  się   okreś lić  przybliż one  pole  prę dkoś ci  w  obszarach  wejś ciowych,  wyni-
kają ce  z poprzednio wyznaczonych  rozkładów naprę ż eń ś cinają cych  i normalnych. Nasza
uproszczona  analiza  kinematyczna bazuje  na założ eniu, że  stosunkowo  powolne przepły-
wy  cieczy  lepkosprę ż ystych  mogą   być  opisane  równaniami  konstytutywnymi  nieś ciś liwej
cieczy  stopnia  drugiego  w  postaci  nastę pują cej  (por.  [14, 9]):

(6.1)  T  ̂ =^pl+r ]oA1- rjo6A2+ri o(0+6*)Al,   trAx  =  0,

gdzie p  jest  ciś nieniem  hydrostatycznym,  At,  A2  oznaczają   dwa  kolejne  tensory  kinema-
tyczne  Rivlina- Ericksena  (por.  [9, 13]), zaś  r] 0,  6,6*  są   stałymi materiałowymi. Stała  rj0

ma  wymiar  lepkoś ci  (lepkość  newtonowska),  zaś  stałe 6 i Q*  wymiar  czasu  (czas  charak-
terystyczny  cieczy).

Z  drugiej  strony  moż na  stwierdzić,  że  z  przyję tego  założ enia małego stosunku  ś red-
nicy  kapilary  do  długoś ci  obszaru  wejś ciowego,  tj.  e  =   D/ l, wynikają   nastę pują ce  relacje
dla  pól  prę dkoś ci  i  ich  gradientów:

1}  Korelację  mię dzy  spadkami  ciś nienia  a  naprę ż eniami  normalnymi  badano  w  [19].  Stwierdzono
m.in., że  «sprę ż ysty»  spadek  ciś nienia  jest  propocjonalny  do  3i—ai.
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w  = 0(1),  ~  = O(\ ),  «  =  O(e),  ~~O(e),
or  or

(6.2)
- ^-  = 0(e),  - ^  =  0(e2) ,  - —  =  O(e2) ,  itp.,
dz  dz  dz*

gdzie  u{r, z), w(r, z)  oznaczają   składowe prę dkoś ci  odpowiednio  w  kierunku  r  i  z.  Ana-
logiczne  relacje  moż na  również  zapisać  dla  przepływów  przez  wą skie  kanały  lub  szcze-
liny  (por.  [12]).  Zależ noś ci  (6.2)  przypominają   założ enia zwykle  przyjmowane  w  przy-
bliż onych  metodach  warstwy  przyś ciennej.

Traktując  równania  nieś ciś liwej  cieczy  stopnia  drugiego  jako  perturbowaną   postać
równań  cieczy  newtonowskiej  (por.  [14, 9])  oraz  przyjmując  pole  prę dkoś ci  w  postaci
v =   Yi+ Ya+ ".»  gdzie  \ x  odpowiada  przepływowi  newtonowskiemu,  moż na  równania
dynamiczne  (równania pę du) dla  przepływu  quasi- statycznego  zapisać  w  postaci  nastę-
pują cej :

(6'3)  Zl
gdzie

(6.4)  S2( Vl )

przy  czym  A  =   AJXVJ),  B  =  A^ vJ  są   tensorami  kinematycznymi  Rivlina- Ericksena
okreś lonymi  dla  newtonowskiego  pola  prę dkoś ci  Vi.

Jeś li  prawa  strona  równania  (6.3) jest  wektorem  bezwirowym,  tzn.  wyraża  się   przez
gradient  pewnego  potencjału  skalarnego,  to  równanie  równowagi  drugiego  rzę du (6.3)2
może  być  spełnione przy  v2  =  0.  Oznacza  to,  że  w  celu  rozwią zania  quasi- statycznego
zagadnienia przepływu nieś ciś liwej  cieczy stopnia drugiego,  z okreś lonymi  w prę dkoś ciach
warunkami  brzegowymi,  wystarczy  znać  odpowiednie  pole  prę dkoś ci  dla  cieczy  newto-
nowskiej.

PIPKIN  [14] dowiódł, że jeś li Div  A  = V2Vj  jest wektorem bezwirowym  oraz d iwj  = 0
(V-  Vi  = 0),  to  Div(B —A2)  jest  również  wektorem  bezwirowym.  Zatem  o  równoważ-
noś ci  pola  prę dkoś ci  dla  cieczy  stopnia  drugiego  i  cieczy  newtonowskiej  decydować  bę -
dzie  zachowanie  się   Div A2.

D la  płaskich  przepływów  quasi- statycznych,  dla  których  ponadto  divvx  =  trA  = 0
(przepływy  izochoryczne), tensor  A2  wyraża się   w postaci

(6.5)  A2  =  y2( l - kk),  y2  = i t r  A2  =  I t r B ,

gdzie  k  oznacza  wektor  jednostkowy,  prostopadły do  płaszczyzny  przepływu.  Wówczas
zawsze Div A2  = Vy2  i  odpowiednie pole prę dkoś ci  cieczy  stopnia  drugiego jest identycz-
ne jak  pole prę dkoś ci  cieczy  newtonowskiej  (twierdzenie Tannera, por.  [14]). Oznacza to,
że człony drugiego  rzę du w równaniu  (6.1) wnoszą   wkład wył ą cznie do naprę ż eń normal-
nych,  a  zatem mogą   być  pominię te przy  obliczaniu  naprę ż eń  ś cinają cych.

Dla  kołowosymetrycznych  przepływów  quasi- statycznych,  takich  jakie  rozważ amy
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w  obszarach  wejś ciowych,  równoważ ność  pół   prę dkoś ci  dla  cieczy  drugiego  stopnia
i  cieczy  newtonowskiej  nie  obowią zuje  nawet  wtedy,  gdy  zaniedbujemy  wyrazy  rzę du

( 2 )  W  t  dk  (  (62))
y

O(e2) .  W  tym  przypadku  mamy  (por.  (6.2))

(6.6) [A 2]  =

dw

Or
0

r  dr

'r  dr
0

, 2

dr

+  [O(e2)] ;

zatem  warunek  bezwirowoś ci  wektora  D ivA 2  nie jest  spełniony. Tylko  po  zaniedbaniu
wyrazów  rzę du  0(e),  a  wię c  w  konsekwencji  dla  wiskozymetrycznego  przepływu  przez
kapilarę,  otrzymamy

(6.7) + O(e).

Przejdziemy  obecnie  do  okreś lenia  pola  prę dkoś ci  cieczy  drugiego  stopnia  przepły-
wają cej  przez  obszar  wejś ciowy  płaskiej  szczeliny.  Zachowując  wyrazy  rzę du  e,  równanie
(3.7)!  zapisujemy  w  postaci

(6.8) - ^  =  j- (g'(x)- N'(P)+ N>(x))y,

gdzie  u  oznacza  skł adową   prę dkoś ci  w  kierunku  osi  kanał u.
Cał ka  równania  (6.8)  spełnia  nastę pują ce  warunki  brzegowe  na  począ tku  i  koń cu

obszaru  wejś ciowego:

(6.9) w(0, y)  =  const,  u(l, y)  -   ^ ( ^  ~

gdzie/ jest  gradientem  ciś nienia  dla  przepł ywu  wiskozymetrycznego  poza  obszarem  wej-
ś ciowym.  Zał oż enie  pł askiego  profilu  prę dkoś ci  dla  x  =   0  nie  jest  konieczne;  wynika
ono  z  przyję cia  g'(0)  =  0  [por.  (4.2)].

Wykorzystując  równanie  cią głoś ci,  mianowicie

(6- 10)

otrzymamy  po  scał kowaniu  (6.8):

<x,y)  =   L
(6.11) Vo

v(x,y) =

N a  podstawie  (4.4)2  i  (4.5)3  mamy  również

(6- 12)  o(0, )̂  =  0,.  v(l,y)  =

11  Mechanika  Teoretyczna
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Z  drugiej  strony  widać, że składowa  prę dkoś ci  u(x, y)  nie  znika  na ś ciance  kanału  dla
0  < x < I,  prowadząc  do  zależ noś ci:

(6.13)

Wyraż enie  to okreś la  «efektywny  poś lizg» na  ś ciankach  kanał u,  konieczny do zmiany
profilu  prę dkoś ci dla x  = 0, w profil  paraboliczny  dla x  =  /. Fakt powyż szy  nie posiada
ż adnego  fizycznego  znaczenia.  Jest  on prostą   konsekwencją   przybliż onego  (liniowego
wzglę dem  y)  rozkładu  naprę ż eń  ś cinają cych  we wzorze  (3.7)i.  Zjawisko  poś lizgu nie
miałoby  miejsca,  gdyby  brać pod  uwagę   człony  wyż szego  rzę du  wzglę dem e.

Warto  również  podkreś lić,  że  przy  obecnej  uproszczonej  analizie  kinematycznej,
zachowanie się  cieczy w obszarze wejś ciowym  należy  traktować jako  przybliż ony  schemat
tego, co ma  miejsce  w rzeczywistoś ci.  Dyskutowany  schemat  przepływu  nie  wydaje się
być mniej  realistyczny  niż schemat  «przepływu  rdzeniowego) z płaskim profilem  prę dko-
ś ci  w  czę ś ci  ś rodkowej,  przyjmowany  przy  stosowaniu  przybliż onych  metod  warstwy
przyś ciennej.

Jeś li  dla  kołowosymetrycznych przepływów  quasi- statycznych  założ ymy  newtonowski
zwią zek  mię dzy  naprę ż eniami  ś cinają cymi  i  odpowiednią   szybkoś cią   deformacji,  to  na
podstawie  (3.5)!  mamy  nastę pują ce  wyraż enie  przybliż one:

(6.14)  ~  w  - ^(g'(z)- N'(0)+N'(z)y.

Biorą c  pod  uwagę   równanie  cią głoś ci,  mianowicie

(6.15)  I IH + ^- 0,

r  dr  dz
otrzymamy  po  scałkowaniu  ;

przy  czym  obowią zują   takie  same jak  poprzednio warunki  brzegowe  dla  z = 0 i z = /.
Również na ś ciance  przewodu  mamy  zależ ność

okreś lają cą   «efektywny  poś lizg» w obszarze  wejś ciowym.

7.  Przykłady  profili  prę dkoś ci  w obszarach  wejś ciowych

Wię cej  informacji  o profilach  prę dkoś ci  w  obszarach  wejś ciowych  moż na  uzyskać,
specyfikując  funkcje  g i N zgodnie z poprzednio przedyskutowanymi  warunkami  brzego-
wymi  i rozkładami nacisków  na  ś ciankach. W tym  celu  zastosowanie  wielomianów  lub
innych  szczególnie  wybranych  funkcji  zapewnia  poż ą dany  stopień dokł adnoś ci.
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Zał óż my  dla  ilustracji,  że  rozkł ad  nacisków  w  obszarze  wejś ciowym  szczeliny  da  się
dobrze  opisać  nastę pują cymi  funkcjami:

(7.1) g(pc)  =- - £3  (x~2ł )x\  g'Q)  m q,  g'(0)  =  g"(0)  -   g"( 0,

(7.2)  N(x)  = b(qx~g(x))y  f~(b- l)q,

gdzie  b  >  1 oznacza stały parametr. Funkcje powyż sze  speł niają  wszystkie warunki  (4.4),
(4.5),  a  zatem  zależ noś ci  (6.11)  moż na przedstawić  w  postaci:

(7.3)

6q

Profile prę dkoś ci odpowiadają ce  wyraż eniom  (7.3)  przedstawiono schematycznie na rys. 2.
W  tym  przypadku  skł adowa  prę dkoś ci  prostopadła do  osi  kanał u,  v(x,y),  jest  zawsze
ujemna  dla  0  <  x  <  I,  co  oznacza,  że  prę dkość  ta  jest  skierowana  ku  osi  oraz  maleje
wraz  ze  zmniejszaniem  się  «efektywnego  poś lizgu))  wzdł uż obszaru  wejś ciowego.

Ponieważ  istnieje  dość  duża  dowolność  w  doborze  funkcji  g  i  N, moż na  wyobrazić
sobie  sytuacje,  w  których  zmiana  profili  prę dkoś ci  wzdł uż obszaru  wejś ciowego zachodzi
w  sposób  dość  nietypowy.  Jako  nastę pny  przykł ad,  rozważ my  funkcję  nastę pują cą:

(7.4)  g(x) =   - ~fx
,  25  ,  5

3 I v2 / vJ g'(D o,

podczas  gdy N  zmienia się wedł ug zależ noś ci  (7.2). Ł atwo  również zauważ yć,  że  g"(l/ 4)=
— 0,  co  oznacza, że  skł adowa  prę dkoś ci  w  kierunku  osi  kanału przyjmuje  wartość  stałą
w  odległ oś ci  x  = 1/ 4 od  począ tku  obszaru  wejś ciowego.  Odpowiednie  profile  prę dkoś ci
zilustrowano  na  rys.  3.

Jak widać, skł adowa prę dkoś ci w kierunku poprzecznym do osi kanału v(x,  y) zmienia
swój  znak  przy  x  =   1/ 4.  D la  0  <  JC <  !/ 4  prę dkość  ta  skierowana  jest  ku  ś ciankom  ka-
nał u,  podczas  gdy  dla  1/ 4  <  x  <  I   ku  jego  osi.  Oznacza  to, że w  pewnym  podobszarze
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znajdują cym  się   na począ tku  obszaru  wejś ciowego,  ciecz może zachowywać  się   jak  oś ro-
dek  «półsztywny»  lub  «ciało  stał e».  Wybierając  odpowiednie postacie  funkcji  g,  moż na
otrzymać  podobszary  o  róż nej  dł ugoś ci,  a  w  szczególnoś ci —  równej  całej  dł ugoś ci  ob-
szaru  wejś ciowego.

0  1/ 8  1/ 4

Moż liwość  wystę powania  podobnego  zjawiska  przy  przepł ywach  cieczy  lepkosprę-
ź ystych przewidzieli  na drodze teoretycznej  METZN ER  i  WH ITE  [8]. Stwierdzili  oni  również,
że  przy  pewnych  szczególnych  warunkach  takie  «pół sztywne»  obszary  mogą   rozcią gać
się   wzdłuż całego przewodu,  powodując  zamykanie  wejś cia  oraz  ewentualne hamowanie
całego  przepływu.  Wówczas  przepływ  przez  przewód  jest  moż liwy  tylko  w  przypadku
rzeczywistego  poś lizgu  na ś ciankach lub niecią głoś ci wystę pują cych  w  samej  cieczy. Istnie-
ją   pewne  dane  doś wiadczalne  potwierdzają ce  moż liwość  opisanego  wyż ej  zachowania
się   cieczy  lepkosprę ż ystych.  Zjawiska  tego  typu  prowadzą   zwykle  do  wyją tkowo  duż ych
spadków  ciś nień  obserwowanych  w  obszarach  wejś ciowych.

Rozważ ania przedstawione w  niniejszej  czę ś ci  pracy  nie wyczerpują   oczywiś cie  innych
sposobów  dokładniejszego  opisu  zjawisk  wystę pują cych  przy  przepł ywach  cieczy  lepko-
sprę ż ystych  w  rurach  i  kanał ach.  Uproszczona  analiza  kinematyczna  dla  nieś ciś liwej
cieczy  prostej  stopnia  drugiego  ma na  celu zwrócenie  uwagi  na  moż liwość  wystę powania
przepływów  o  róż nej  kinematyce.  Należy  również  podkreś lić,  że  rozważ ania  statyczne,
prowadzą ce  do  okreś lenia  odpowiednich  długoś ci  obszarów  wejś ciowych,  są   niezależ ne
od  rozważ anych  dalej  schematów kinematycznych.
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P  e 3 w  M e

MEflJIEHHOE  TOTEH HE  Bfl3KOynP YrHX  ^CHflKOCTEH B  OEJIACTflX

BXOflA  TPYB  H  KAHAJIOB

BH3Koynpyrne  Te îeHHH B oGJiacrax  Bxofla  ipy6  H UJIOCKHX  KaHaJioB npjj  npeflno-

*IT O  tjHCJia  PeHtiojibflca  Majibi  (KBa3HcTaTHiecKoe  npHÓiiHweHHe), a  TaKwe3  TO  fluaiweipti

Tpy6  (HJIH BBicoTa  KaHaJioB) iwajibi no cpaBHeHHH c flJiHHaMH o6jiacTeft  Bxofla.  I IpH CTaTH^ecKOM  aHajni3e

3aRaHH He npiaiHMajiHCŁ  KaKHe- jiH6o  tiacTHbie  npeflnoJio>KeHHa  0TH0CHTem.H0 onpeflenaioinHX  ypaBHe-

HHS  JKHflKOCTHj  C nOMOmBK) KOTOpblX  MOJKeT OlIHCblBaTBCH KaKaH yrOflHO  HeOKHMaelWaH npOCTaH HCHfl-

KOCTŁ.  HeKoxopbie  peaiemiH   pjix  Hanpa>KeHHH mm  Hanopa Ha  CTCHKH  6BIJEH nojiyseHBi  B BHfle,  coflep-

warqeM  Tpn npoH3BOflHwe  (hyHKiiHH j  yflOBJieTBopaiomee  KpaeBbiM   ycjioBHHM.  JUJDCJŁI  o6nacTeił   Bxofla

OT nepBośł   pa3HOCTH HopiwajiLHbrx  HanpHmeHHHj a TaioKe  OT cooTBeTCTByiomnx  fljiim   o6jiacTeii

nepenaflOB  «aBjieHHH  fljia   t n jC T 0  BH3KOK  WHHKOCTH3  npoieKaioineft  no KaHany  HUH Tpy6e  c TOH

we  reoiweTpHeił.  YnpomeHHbra  KHiieMaTHHecKirK  aHajiH3  3afla*in  HJIH  paHee  onpefleneHHbix  pacnpefle-

KacarejiLHLix  H HopManLHBix  HanpHJKeHHH rrpeflcraBJieH  n pn npeflnoaomeHHHj  wio  pacowaipn-

JKHHKOCTŁ  HBUHCTCH  HecwaMaeMoii  WH^KOCTBIO  BToporo  nopHflKa.  IIoKa3aHOj  I T O B  ogjiacTHX

MoryT noaBHTBCH HeKOTopbie  noflo6jiacTn,  B Koiopbix  HCHflKOCTB BefleT  ce6n  noflo6HO  «TBepflOMy

Teny»  HJTH  «nojrywecTKOH»  cpene.  TaKHMH  o6jiacTHMH  iwojKei  oxBaTLiBaTBCH  BCH AJniHa  KaHana  HJIH

Tpy6fci,  H Torfla  flJin  noflflepwaHHH  TeneHHH Hen36e>KHo  AOJIHCHO  BbidynHTB  aB^eHHe «pa3pbiBa» ysxajs,-

KOCTH HJIH me flOJDKHO npOHCXOflHTB  npOCKajIBSWBaHHe  BflOJIB  CTeHOK.

S u m m a ry

SLOW  FLOWS  OF VISCOELASTIC  FLUIDS

AT  THE ENTRIES  TO TUBES AN D  CHANNELS

Viscoelastic  flows  in the inlet regions of tubes and plane channels are discussed under the assumption

of small Reynolds numbers (quasi- static approximation) and small ratios of the tube diameter or the channel
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height  to the entrance lengths. I n a static analysis  of  the problem, nothing specific  is  assumed  about the
constitutive  equations, which may  be  those describing  an  incompressible  simple  fluid.  Certain solutions
for  stresses  or normal thrusts  on  the walls are  obtained  in  the  form  involving  three arbitrary  functions
subjected  to boundary conditions. The entrance lengths can be determined if,  apart  from  the first  normal
stress  difference,  the corresponding entrance lengths  and pressure  drops  are known  for  a  purely  viscous
fluid  flowing  under the same geometry.  A  simplified  kinematic analysis  for  previously  determined distri-
butions of shear and normal stresses  is presented under the assumption of an incompressible second grade
fluid. I t is shown, among other properties, that certain subregions  of  «solid- like» or «semi- rigid» behaviour
may appear just  at  the entries. These subregions  may extend across  the entire duct, requiring  either  fluid
fracture  or  slip  at  the walls  for  continued  flow.
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