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1. Wstep

Znajomo$¢ zjawisk wystepujacych w obszarach wejSciowych przewoddw o réznych
ksztaltach posiada istotne znaczenie dla badania przeplyw6w technologicznych, a zwlasz-
cza przeplywow spotykanych w przetworstwie polimeréw.

W przypadku cieczy newtonowskich lub cieczy czysto lepkich, opisywanych potego-
wymi réwnaniami konstytutywnymi, najczeciej stosowano metody opierajace si¢ na
sformulowanej przez PRANDTLA i von KARMANA teorii warstwy przySciennej (por. [1, 2,
3,4, 5]). Szeroko réwniez wykorzystywano podejécia polegajace na numerycznym calko-
waniu zlinearyzowanych réwnan Naviera-Stokesa; pozwalaly one oceni¢ przybliZenia
i ograniczenia wynikajace ze stosowania koncepcji warstwy przy$ciennej. Nalezy pod-
kregli¢, ze wyniki uzyskiwane dla lepkich cieczy nienewtonowskich nie wnioslty wiele no-
wego do jako$ciowego opisu przeplywéw w poréwnaniu z wcze$niejszymi wynikami
uzyskanymi dla cieczy newtonowskich przy umiarkowanie duzych liczbach Reynoldsa.
Z drugiej strony, zachowanie sie cieczy newtonowskich w obszarach wej$ciowych nie wy-
daje si¢ by¢ charakterystyczne dla cieczy lepkosprezystych.

Niewiele opublikowano prac dotyczacych analizy lepkosprezystych warstw przy-
§ciennych (np. [6, 7)), jak rdwniez rozwazan zwigzanych z lepkosprezystymi przeptywami
w obszarach wejsciowych przewodéw plaskich oraz kotowosymetrycznych (np. [8, 5)).
Taki stan rzeczy spowodowany zostal przede wszystkim trudnoéciami spotykanymi przy
probach rozwiazania zagadnien dla bardziej ogdlnych réwnan konstytutywnych. Nie bez
znaczenia pozostaje réwniez kwestionowana stuszno$¢ innych zalozef, zwykle przyjmo-
wanych w przyblizeniach warstwy przyscienne;j.

Dotychczasowe wyniki, uzyskiwane gtéwnie dla cieczy typu Rivlina-Ericksena (por.
[9]), nie wyjasniaja zadowalajaco stosunkowo diugich obszaréw wejsciowych oraz duzych
strat cisnienia, obserwowanych do§wiadczalnie dla roztworéw i stopéw polimeréw cha-
rakteryzujacych sie duza lepkosprezystocia [10, 11, 8].

Niektérzy autorzy, na przyktad METzNER 1 WHITE [8), doniesli o mozliwosci wystg-
powania dodatkowych podobszaréw w czgéci wejSciowej, w ktdérych zachowanie si¢ cie-
czy przypomina bardziej zachowanie sie o§rodkéw «pdlsztywnych» lub «ciala stalegon,
JeSli tylko charakterystyczny czas cieczy (np. reprezentatywny czas relaksacji) jest
wigkszy od czasu potrzebnego na przeplyw. W takiej sytuacji nie sa ogdlnie stuszne ani
przyblizenia przyjmowane dla warstwy przy$ciennej, ani tez réwnania konstytutywne
typu cieczy Rivlina-Ericksena. -
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W niniejszej pracy rozwazono zagadnienia przeplywdéw lepkosprezystych w obszarach
wejsciowych rur lub plaskich kanaléw, bez korzystania z koncepcji warstwy przysciennej.
Zalozono przy tym, Ze liczby Reynoldsa charakteryzujace przepltywy sa male, co uzasad-
nia stosowanie przyblizenia quasi-statycznego, oraz Ze stosunek poprzecznych wymiaréw
przewodu do dlugosci obszaru wejSciowego jest réwniez maly, co moze mieé¢ miejsce
przy przeptywach przez stosunkowo waskie szczeliny lub kapilary. Przedstawiony sposéb
podejécia stanowi rozszerzenie rozwazan zaproponowanych przez nas dla plaskich prze-
plywéw w kanatach [12].

Przy statycznej analizie zagadnien nie zakladano Zadnych istotnych ograniczen na
réwnania konstytutywne cieczy lepkosprezystej; sa to réwnania opisujace zachowanie
si¢ niedcifliwej cieczy prostej (por. [9, 13]).

Przy kinematycznej analizie przeptywdw, prowadzacej do przyblizonego okreflenia
pol predkosci w obszarach wejsciowych, dla poprzednio okreslonych rozkladéw naprezen
§cinajgcych i normalnych, ograniczono si¢ do modelu nieécisliwej cieczy prostej stopnia
drugiego. Wykorzystano przy.tym fakt, ze dla takich cieczy w quasi-statycznych przeply-
wach przez waskie rury lub plaskie kanaly, pola predkoécei sq takie same lub zblizone
do cieczy newtonowskich (por. [14]).

Nalezy podkreélié, Zze w niniejszych rozwazaniach rozklady naprezen uzyskapo w spo-
s6b czysto formalny. Ogdlnie rzecz biorac, nie mozna rozroznié efektéw naprezen nor-
malnych od rozkladéw ciénienia na $ciankach przewodu w obszarze wejéciowym. Analiza
tych zagadnied w czeéciach przewoddw, w ktérych przepltywy sa ustalone i wiskozyme-
tryczne zajmuje si¢ praca DAVIESA, HUTTONA i WALTERSA [15].

2. Ustalone przeplywy S$cinajace

Bedziemy najpierw rozwazaé ustalone i laminarne przeptywy niefci§liwej cieczy prostej
przez kolowosymetryczne rury lub plaskie kanaty (uogélniony przeptyw Poiseuille’a i uogél-
niony plaski przeptyw Poiseuille’a), pod wplywem stalego gradientu ci$nienia /= AP/L,
gdzie L okre§la dlugo$é catego przewodu. Niech D oznacza odpowiednio $rednicg rury,
d za$§ wysoko$é plaskiego kanalu (odlegtosé miedzy Sciankami). Poczatek ukladu wspét-
rz¢dnych bedziemy przyjmowaé na poczatku przewodu, na jego osi. W walcowym ukla-
- dzie wspolrzgdnych of z pokrywa sie z osia rury, w ukladzie za$ kartezjariskim o§ plas-
kiego kanatu skierowana w kierunku przeplywu oznaczymy przez Xx.

Mozna pokazaé, ze ogdlne rozwiazanie réwnan dynamicznych

2.0 DivT—pgrady = pv,

gdzie T jest tensorem napreZenia, p — gestodcia cieczy, za§ w — potencjalem zachowaw-
czych sit masowych, przyjmuje, dla ustalonego i laminarnego przeptywu cieczy prostej
w rurze, posta¢ nastgpujaca (por. COLEMAN, MARKOVITZ 1 NoLL [13]):

1 ,
<’z> _ — — d (") = -— —_—
22) T 2fr, T h—k(r)+op+/z,

TG = T4 5,(S)—~8,(S),
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gdzie indeksy w nawiasach trdjkatnych oznaczaja skladowe fizyczne, za§

e 1 - 1
D (T —Teens =
2.3 o = S @m-T), k) f i 2] a
Wielkosci ¢,(S) oznaczaja zmodyfikowane funkcje naprezen normalnych, mianowicie
24 G1(S) = T=> — T §,(S) = T<rr>— <00,
1
gdzie § = 0 Jr.

Zupelnie podobnie, rozwigzanie réwnan (2.1) dla ustalonego i laminarnego przeply-
wu przez plaski kanal przyjmuje posta¢ (por. [12, 13])
T = —fy, TV = —h+g‘¢p+fx,
= T = T 40,0~ 0,0,

gdzie » oznacza gradient $cinania, za$ o;(x) — funkcje naprezen normalnych, mianowicie

2.6) o1(%) = TCD-TED,  g,(%) = T — Tz,
Zwigzek miedzy funkcjami (2.4) i (2.6) jest nastepujacy:

Zaleinosci (2.2) i (2.5) pozostaja w mocy dla jakiejkolwiek cieczy prostej, niezaleznie
od jej wlasnoéci lepkosprezystych. Chcac okresli¢ odpowiednie profile predkosci lub
objetosciowe wydatki cieczy na jednostk¢ czasu, nalezy znaé funkcje szybkosci §cinania
x = %(S) lub »x = »(T),

3. Przeplywy w obszarach wejciowych : -

Przy malych liczbach Reynoldsa, tj. dla przyblizenia quasi-statycznego, w réwnaniach
(2.1) mozna pomingé czlony inercyjne. Oznacza to, ze dla stosunkowo powolnych prze-
plywéw cieczy o duzej lepkosci, jakimi sa niewatpliwie liczne stopy i skondensowane
roztwory polimerdw, wptyw efektow lepkoSciowych jest znacznie w1qkszy niz wplyw
inercji cieczy.

Dla ustalonych, quasi-statycznych przepiywéw w obszarach wejéciowych kolowosy-
metrycznych rur réwnania (2.1) przyjmujac postac

8, T<">+6 T(rz)+ il (T<rr>_T<0o>) Qa Y= 0,
(3.1)
@ﬂm+iTw+mﬂm—ww=ﬁ

Podobme dla ustalonych quasi-statycznych przeplywéw w obszarach wejs’.cmwych'
plaskich kanaléw, mamy _
B T+ 0, T — 00y = 0,

3.2 ‘
(3:2) 8, T4 8, TOV —gd,p = 0,
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Biorac pod uwage postaé zaleznoci (2.2), (2.3), obowiazujacych dla przeplywdw
§cinajacych (wiskozymetrycznych), bedziemy poszukiwaé rozwiazaf réwnan (3.1) w po-
staci nastgpujacych ciggéw:

1 n
oy L @i-1)(p)p2i-1 4 *
T = ”+ 7 Z (2; nret e T2, klM @rt+

+ = 3 Z B N(")(z)r

k=0

1 \1 1
T = —h~k(r)+op—cz—g(z)—M(z)— 5 Z (2i_)!g(2i)(2)r21_
=1

(3.3) n
LNV oy e L Oy N@©
5 7 MO(z)r*-- 2 i N®@)rk,
k=1 k=1
1 n 1 ]
T = _h_k(r)+91p—cz—g(z)—N(Z)—7 ng(?n(z)rh_
i=1
1 c $x
® %)
2 k‘ M ( )r 2 k! —N (Z)r )

k=1

gdzie ¢, h sa statymi, g(z),M(z),N(z)—trzema dowolnymi funkcjami spelniajacymi
wymagane warunki brzegowe (por. p. 4), funkcja k(r) za§ okreSlona jest wyraZeniami
(2.3). Wskazniki w nawiasach oznaczaja odpowiednie pochodne funkcji wzgledem zmiennej
z. Z uwagi na posta¢ réwnan réwnowagi (3.1), nie wszystkie pochodne funkcji M(z)
i N(z) wystepuja w (3.3). W tym celu nalezy przyjaé, ze wspdlczynniki o, ..., £, réwne
sa zeru, z wyjatkiem nastepujacych:

=1 da k=6m-3, 6ém—1, p=1 da k=6m—5 6m-3,
B4 =1 dla k=6m—4, 6m-2, =1 da k=6m—6, 6m—4,

=1 dla k=6m-6, 6m-2, =1 dla k=6m—4, 6m-2,
gdzie m = 1,2, 3, ....

Mozpa bezpofrednio sprawdzi€, ze wyrazenia (3.3) lacznie z warunkami (3.4) spel-
niaja réwnania (3.1) z doktadno$cia do cztonéw pomijalnych jako male wyzszego rzedu,
jesli tylko stosunek $rednicy rury D do diugoéci czesci wejéciowej I jest wystarczajaco
maly. BliZsza analiza wymiarowa wyrazen zawierajacych pochodne funkcji g(z), M(z),
N(z) dowodzi, e pominigte czlony sa proporcjonalne do €, przy czym ¢ = D/I. Latwo
réwniez zauwazyC, ze T<'2> zawiera wylacznie pochodne nieparzystych rzedéw, podczas
gdy T i T zawierajg pochodne rzedéw parzystych, Pochodne rzgdu k funkcji
&(z), M(2), N(z) okreflaja czlony rzedu &*—1,

Wyrazenia (3.3) 1 (3.4) pozostaja réwniez w mocy dla uktadu réwnan (3.2), jesli po-
mina¢ funkcje k(r), mnozniki 1/2 wystepujace przy ¢ w (3.3), i przy wszystkich znakach sum
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w (3.3) oraz zastapi¢ formalnie z przez x, za$ r przez y. Wéweczas € = dJI, gdzie d ozna-.
cza odlegto§é miedzy Sciankami plaskiego kanatu.

Przedstawiony wyzej sposéb podejécia pozwala na formalna budowe wyrazen okre-.
§lajacych naprezenia w obszarach wejsciowych rur lub plaskich kanaléw, z doktadnoscia
do cztonéw dowolnego rzgdu wzgledem e.

Z uwagi na uproszczenie zapisow oraz mozliwoé¢ przeprowadzenia analizy kinematycz-
nej, ograniczymy si¢ w dalszych rozwazaniach do przypadku waskich rurek (kapilar),
lub szczelin, dla ktérych pominigcie cziondw rzedu O(e?) wydaje si¢ wystarczajaco uza-.
sadnione.

Otrzymamy wdwczas dla obszaru wejéciowego kapilary nastepujace wyrazenia:

1 1, . 1
(rz) — _ o —N
T 3 cr+ 58 (2)r+ 2N @)r,

G5 T

—h=k() +ep—cz—g()~ M(e)~ 17 (E" D+ N"(),
T = —h=k()+ep=cz~g() ~N() ~ 7 r (8" O+ M@+,

(3.6) TGS T = &, —5, = M(2) ——N(z)—%rzM”(z).
Podobnie, dla obszaru wejSciowego plaskiej szczeliny otrzymamy (por. [12]):

T = cy+g'(x)y+N'(x)p,

(37) T = —h +Q‘/"‘Cx_g(x)—N(x)" %y2(g“(x)+M”(x)+N”(x))7

T = —h+op—cx—g(x)— M(x)— %yz(g”(x)+N”(x));

3.8 TOH—TOP =0,~0, = M(x)—N(x)“‘—;‘sz"(x)_

Dalsze informacje dotyczace funkcji g, M i N wynikajag z warunkéw brzegowych,
ktére musza byé spelmione na poczatku i koncu obszaréw wejéciowych, tj. dla z = O
Iub x =0oraz dla z=11lub x = /.

4. Ograniczehia wynikajace z warunkéw brzegowych

Jesli rozwazany przewdd skierowany jest pionowo i sily masowe sa wylacznie sitami
grawitacji, to

“.1) v(E) = —gz Tub  p(x) = —gx,
gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.
Funkeje g(2) lub g(x) sa catkowicie dowolne, lecz dla ustalenia uwagi mozna przyjac, ze

(4.2) g0 =g0)=0, g=gq sl)= %ql’

gdzie g i m sa stalymi parametrami.
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Formutujac warunki na koncu obszaréw wejsciowych, tj. na granicach przejécia z tych
obszaréw do obszaréw w pelni rozwinigtych, ustalonych przeptywéw écinajacych, nalezy
pamigtaé o ciagto§ci odpowiednich naprezer i ich pochodnych. Innymi stowy napreze-
nia powinny zmienia¢ si¢ w sposob ciagly od rozkladéw okreSlonych w obszarach wej-
éciowych do wartosci wynikajacych z (2.2) i (2.5).

Wydaje si¢ réwniez rzecza rozsadng zalozy¢ w pierwszym przyblizeniu, ze na poczat-
ku obszaréw wejsciowych, tj. dla z = 0 lub x = 0, znikaja zaréwno naprezenia §cina-
jace (por. (4.4),), jak i odpowiednie réZnice naprezed normalnych. Oznacza to, Ze na
podstawie (3.6) i (3.8) mamy
(4.3) M"0) =0, M(0) = N(©).

ZaloZenic powyzsze nie jest konieczne; moZna réwniez rozpatrywaé inne wartosci brze-
gowe dla naprezen.

Zatrzymajmy si¢ na moment nad przypadkiem przeplywu w obszarze wejSciowym

do kapilary. Z zaleznoéci (3.5), (4.1), (4.2), przy znikajacych dla z = 0 naprgzeniach
$cinajacych i normalnych, wynika Ze

(4.4) ¢ = —N'(0), g"(0)+N"(0) = 0.

Z poréwnania odpowiednich wyrazen (2.2) i (3.5) oraz ich pochodnych dla z = /, mamy
réwniez .

@45 N@O-g=f, MOH=NO=0, g'O+N"(H)=0, M() = N

przy czym zalozono, ze T<*» — T znika dla r = 0, z = / oraz pominigto czlony rzedu
O(e?). Na podstawie (3.6) otrzymamy takze

2
(4.6 (0,=03)y = T TN = ——%—M"(I) dla z=1,

gdzie wskaznik w oznacza, Ze dana warto§¢ jest okre§lona na $ciance kapilary, tj. dla
r=DJ2,

Rozwazajac przypadek przeplywu w plaskiej szczelinie, dla ktérego stuszne sa zalez-
nofci (2.5), (3.7), (4.1)i (4.2), otrzymamy warunki identyczne jak w (4.4) i (4.5). Zamiast
okre§lonej na §ciance réznicy naprezen normalnych (4.6), otrzymamy na podstawie (3.8)

2
@47 (01~0)y =TO® T = —%M"(I) da x=1, y=+d/2.

Powyzsze warunki wystarczaja do przewidywania realistycznych rozkladéw funkcji M
i N w obszarach wejSciowych przewodéw plaskich i kotlowosymetrycznych. Z uwagi na
zalezno$ci nastgpujace:

8, T |40 = N'(0)— M'(0)—o0g > O,

4.8
(“8) 0: T |,y = N'(0)—q—pg = f—o0g > 0,
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oraz wymagana dodatnia warto$¢ roznicy napreZefi normalnych dla z = /, latwo zauwa-
zy¢, ze musi istnie¢ w otoczeniu z = 0 przynajmniej niewielki obszar, w ktérym (6 — G2)w
przybiera wartoéci ujemne. Fakt ten nie posiada zadnego fizycznego znaczenia bedac
prosta konsekwencja zastosowanego przyblizenia, tj. pominigcia wyrazéw rzedu O(e?)
oraz przyjetych warunkéw brzegowych dla z = 0.

5. Rozklady naciskéw normalnych oraz dlugoSci obszaréw wejsciowych

Rozklady naciskéw normalnych lub cisnied na $ciankach przewodéw wynikaja z po-
przednich rozwazan.

Dla przeptywu kotowosymetrycznego, na podstawie (3.5), i warunkéw brzegowych
oméwionych w p. 4, otrzymamy

(5.1) -1

m0 = h+k(§) +M(0) = P,,

rr D
(5.2) Tt = h+k(—2-) +ogl—N'(0) ]+ %glﬂ—M(l),

gdzie P, jest ci$nieniem na poczatku przewodu dla z = 0.

Z drugiej strony ci$nienie na kofcu obszaru wejsciowego musi byé réwne wartoéci
wynikajacej z rozwiazania ustalonego przeptywu §cinajacego (2.2),. W czgsci, w ktdrej
przeptyw jest wiskozymetryczny rozklad naciskow na §ciance jest liniowy, a ich warto§¢
na koticu catego przewoduy, tj. dla z = L, wyraZa si¢ nastgpujacym wzorem {por. [15]):

Ao 1 0 2 0
(53 Qw=(01—0)u ﬁ?T‘ﬁrDWP(O’L)_WW
gdzie T» oznacza naprgZenie $cinajace, p(0, L) — ciénienie na osi rury dla z = L, za$
T, zdefiniowano jako

(T Tol,

Dj2
(5.4) T, = [ T@(r, Dd(ar?).
0

Poréwnujac zatem nacisk (5.2) z wartoécia poczatkowa wynikajaca z (2.2), dla usta-
lonego przeplywu §cinajgcego, otrzymamy

(5.5 h+k(—2D—) +ggl—N’(0)l+%ql+M(l) = (f—og)(L—1+0..

Poniewaz poziom odniesienia dla stalej & jest w gruncie rzeczy dowolny, mozna unikngé
korzystania ze zlozonego wyraZenia na Q,, liczac warto§¢ P,, jako nadwyzke ci§nienia
na poczatku przewodu (z = 0), w stosunku do jego wartofci koncowej Q,, (z = L).
Jest to réwnoznaczne z pominigciem wyrazu Q,, w wyrazeniu (5.5). Odpowiednie rozkiady
naciskdw normalnych pokazano schematycznie na rys. 1.

Wykorzystujac (4.5),, mamy w dalszym ciagu

(5.6) Py, —fL+M(1)~M(O0) = ql(l— 717;) —egL,

a po uwzglgdnieniu (4.6)
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N'o)-MTo)-p9

Rys. 1

A A 1
(57) P\v“(f—Qg)L+(0'1‘0'z)w = ql(l—"n;),
przy czym musi by¢ spelniona nastepujgca réwno$é:
(5.8) M) = N+ —M”(I).

Ostatnie wymaganie nie zmniejsza w Zadaym stopniu ogdlnoéci rozwazan (N(/) i M(0)
sa w dalszym ciagu dowolne) oraz nie jest sprzeczne z zadnym z warunkoéw dyskutowa-
nych w p. 4.

Na podstawie (5.7) otrzymujemy wyraZenie na dtugo$¢ obszaru wejéciowego:

(5.9) [Po—fL+ (8, =52l

q(m 1)
gdzie /" = f—og oznacza zredukowany gradient ci§nienia dla ustalonego przeptywu Sci-
najacego.

Zalezno$¢ (5.9) mozna zapisaé w bardziej uzytecznej postaci

(510) ] = Iv[ PW_zL + (8‘1—62)w )
(Pw _fL)v (Pw _'fL)" )

gdzie

(5.11) I, = 7 (m T (Po—1L),

oznacza dlugoéé obszaru wejiciowego dla czysto lepkiej cieczy, dla ktérej (6, —02) = 0,
przeplywajacej przez przewdd o identycznej geometrii. :
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Wzér (5.10) umozliwia okreSlenie dlugosci obszaru wejsciowego dla cieczy lepko-
sprezystej, jeSli znana jest odpowiednia dlugo$¢ I, dla cieczy czysto lepkiej oraz spadki
ciénienia P, —fL dla cieczy lepkosprezystej i (P, —fL), dla cieczy lepkiej. Poniewaz znane
sa dobrze metody do$wiadczalne prowadzace do okre§lenia /, (por. [16, 17, 5]), pozostaje
wylacznie problem wyznaczenia P,, i f—' w dwdch niezaleznych do§wiadczeniach. Potrzebna
jest réwniez znajomo$§¢ pierwszej réznicy naprezen normalnych ¢,—6, wyznaczana na
podstawie pomiaréw wyplywajacej strugi lub innych metod w1skozymetrycznych (por.
np. [13, 15D,

Warto réwniez nadmieni¢, ze w wyrazeniu (5.10) nie wystepuja Zadne funkcje lub
parametry opisujace zachowanie si¢ cieczy lepkosprezystej, z wyjatkiem réznicy napre-
zen normalnych (6, —&,),. Na istotna rolg jaka odgrywaja naprezenia normalne w réz-
nych przepltywach cieczy lepkosprezystych, a w szczegdlnosci w przeplywach ze stala
historia deformacji, zwrécono uwag¢ m.in. w naszej pracy [18].

Rozwazania dla kolowosymetrycznego przeplywu w kapilarze, przedstawione w ni-
nigjszym punkcie, mozna bez trudu przenie$¢ na przypadek przeptywu w szczelinie lub
plaskim kanale. Podobne rozumowanie prowadzi do wzoru niemal identycznego z (5.10),
z ta tylko réznica, ze zamiast (6, — 6,), naleZy wstawié (o, —a,),, (por. [12]).

6. Uproszczona analiza kinematyczna

Dokladna analiza kinematyczna rozwazanych przeplywéw wymaga stosowania zio-
zonych réwnafi konstutywnych, co komplikuje znacznie cale zagadnienie. Kiedy korzysta
si¢ z metod warstwy przySciennej, nawet stosunkowo proste réwnania konstytutywne
moga prowadzi¢ do bardzo zmudnych obliczedr (por. np. [8]).

W niniejszych rozwazaniach, nie pretendujac do §cistego rozwiazania zagadnienia,
bgdziemy starali si¢ okreélic przyblizone pole predkosci w obszarach wejéciowych, wyni-
kajace z poprzednio wyznaczonych rozktadéw naprezen $cinajacych i normalnych. Nasza
uproszczona analiza kinematyczna bazuje na zatoZeniu, Ze stosunkowo powolne przeply-
wy cieczy lepkosprezystych moga by¢ opisane réwnaniami konstytutywnymi nieSci§liwej
cieczy stopnia drugiego w postaci nastepujacej (por. [14, 9]):

6.1) T = =pl+noA;—no0A,+71,(0+0%) A2, trA, =0,

gdzie p jest ci§nieniem hydrostatycznym, A, A, oznaczaja dwa kolejne tensory kinema-
tyczne Rivlina-Ericksena (por. [9, 13]), za$ 7o, 0, 0* sa stalymi materialowymi. Stala 7,
ma wymiar lepkoéci (lepko$¢ newtonowska), za$ stale 0 i 6* wymiar czasu (czas charak-
terystyczny cieczy).

Z drugiej strony mozZna stwierdzié, Ze z przyjetego zaloZenia malego stosunku éred-
nicy kapilary do dlugoéci obszaru wejéciowego, tj. € = DI, wynikaja nastgpujace relacje
dla pdl predkosei i ich gradientéw:

D Korelacjg miedzy spadkami ci§nienia a napr¢zeniami normalnymi badano w [19]. Stwierdzono
m.in.,, Ze «sprezystyn spadek ciénienia jest propocjonalny do oy~ 02
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ow ou
w=0), S-=01,  u=0@), =0
6.2)
ow ou 5 ’w o
e O(e), = 0(e?), p O(e?), itp.,

gdzie u(r, z), w(r, z) oznaczaja skladowe pre¢dkoéci odpowiednio w kierunku r i z. Ana-
logiczne relacje mozna réwniez zapisa¢ dla przeplywéw przez waskie kanaly lub szcze-
liny (por. [12]). Zaleznosci (6.2) przypominaja zaloZenia zwykle przyjmowane w przy-
blizonych metodach warstwy przyécienne;.

Traktujac réwnania niesciéliwej cieczy stopnia drugiego jako perturbowana postaé
réwnani cieczy newtonowskiej (por. [14, 9]) oraz przyjmujac pole predkoéci w postaci
v=v,+v,+..., gdzie v, odpowiada przeplywowi newtonowskiemu, mozna réwnania
dynamiczne (réwnania pedu) dla przeptywu quasi-statycznego zapisaé w postaci naste-
pujacej:

Vpy—1oV3v, =0,

(6.3) VP2_770V2 v2 = DiVSz(Vl),
gdzie
(6.4) S2(v) = —no0(B—~A%)+9,0* A%,

przy czym A = A,(v,), B = A,(v,) sa tensorami kinematycznymi Rivlina-Ericksena
okreslonymi dla newtonowskiego pola predkosci v, .

Jesli prawa strona réwnania (6.3) jest wektorem bezwirowym, tzn. wyraza si¢ przez
gradient pewnego potencjatu skalarnego, to réwnanie réwnowagi drugiego rzedu (6.3),
moze by¢ spetnione przy v, = 0. Oznacza to, ze w celu rozwiazania quasi-statyczoego
zagadnienia przeptywu nieécidliwej cieczy stopnia drugiego, z okre§lonymi w predkoéciach
warunkami brzegowymi, wystarczy zna¢ odpowiednie pole predkosci dla cieczy newto-
nowskiej. :

Prexin [14] dowiddt, ze jesli Div A = V2y, jest wektorem bezwirowym oraz divv, =0
(V-v, =0), to Div(B— A?) jest rowniez wektorem bezwirowym. Zatem o réwnowaz-
noéci pola predkosci dla cieczy stopnia drugiego i cieczy newtonowskiej decydowaé be-
dzie zachowanie si¢ Div A2.

Dla plaskich przeplywéw quasi-statycznych, dla ktdrych ponadto divv, = trA =0
(przeplywy izochoryczne), tensor A2 wyraza si¢ w postaci

6.5) A? = p*(1—-kk), 9?'= -;—trAZ' = —;—trB,
gdzie k oznacza wektor jednostkowy, prosfopad]y do plaszczyzny przeplywu. Wowczas
zawsze Div A% = Vy? i odpowiednie pole predkosci cieczy stopnia drugiego jest identycz-
ne jak pole predkosci cieczy newtonowskiej (twierdzenie Tannera, por. [14]). Oznacza to,
ze czlony drugiego rzgdu w réwnaniu (6.1) wnosza wktad wylacznie do naprezen normal-
nych, a zatem moga by¢ pominigte przy obliczaniu naprezen écinajqcych.

Dla kolowosymetrycznych przeplywéw quasi-statycznych, takich jakie rozwazamy
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w obszarach wejsciowych, rownowazno$é pdt predkosci dla cieczy drugiego stopnia
i cieczy newtonowskiej nie obowiazuje nawet wtedy, gdy zaniedbujemy wyrazy rzgdu
0O(e?). W tym przypadku mamy (por. (6.2))

(iw_) 0 _pn ]

or ror
66) A= 0 0 0 |+[0@E)
_plw (a_W)
r or or/ |

zatem warunek bezwirowoéci wektora DivA? nie jest spelniony. Tylko po zaniedbaniu

wyrazéw rzgdu O(e), a wigc w konsekwencji dla wiskozymetrycznego przeplywu przez
kapilarg, otrzymamy

(6.7) DivA? = V(Z—‘;’) +0().

Przejdziemy obecnie do okreSlenia pola predkosdci cieczy drugiego stopnia przeply~
wajacej przez obszar wejéciowy plaskiej szczeliny. Zachowujac wyrazy rzgdu €, réwnanie
(3.7), zapisujemy w postaci
o
dy
gdzie u oznacza skladowa predkosci w kierupku osi kanahu.

Caltka réwnania (6.8) spelnia nastgpujace warunki brzegowe na poczatku i koncu
obszaru wejéciowego:

(6.8) = ;lg(g'(x)—N’(O) +N'(x)})y,

6.9) u(0,y) = const, u(l,y) = %%(i:— —yz),

gdzie f jest gradientem ciénienia dla przeptywu wiskozymetrycznego poza obszarem wej-
§ciowym. ZaloZenie plaskiego profilu predkoéci dla x = O nie jest konieczne; wynika
ono z przyjecia g'(0) = 0 [por. (4.2)].
Wykorzystujac réwnanie ciggloéci, mianowicie
ou 0v
6.10 — 4 -2 =0
(6.10) ox + dy - ’

otrzymamy po scatkowaniu (6.8):

. 2 d2
,3) = 5 (g0 -N OV ) [y~ ) + S +0(E),
(6.11) o 0

1 a>
o(x, y) = 6—(8”(3‘) +N"(x)) (—4— —}’2) y+0(e.
Mo
Na podstawie (4.4), i (4.5); mamy réwniez

(6.12) 00,y =0, o,y =0, b(x,i§)=o.

11 Mechanika Teoretyczna
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Z drugiej strony widaé, ze skiadowa predkosci u(x, y) nie znika na ‘$ciance kanatu dla
0 < x </, prowadzac do zaleznoSci: '

.13 v 2 5) = S (N O+ )

Wiyrazenie to okreSla «efektywny poSlizg» na §ciankach kanahy, konieczny do zmiany
profilu predkoéci dla x = 0, w profil paraboliczny dla x = /. Fakt powyzszy nie posiada
2adnego fizycznego znaczenia. Jest on prosta konsekwencja przyblizonego (liniowego
wzgledem y) rozkfadu naprezen Scinajgcych we wzorze (3.7);. Zjawisko poSlizgu nie
miafoby miejsca, gdyby bra¢ pod uwage czlony wyiszego rzedu wzgledem e.

Warto réwniez podkresli€, 2e przy obecnej uproszczonej analizie kinematycznej,
zachowanie sie cieczy w obszarze wej§ciowym nalezy traktowaé jako przyblizony schemat
tego, co ma miejsce W rzeczywisto§ci. Dyskutowany schemat przeptywu nie wydaje sie
by¢ mniej realistyczny niz schemat «przeptywu rdzeniowego» z ptaskim profilem predko-
§ci w czefci §rodkowej, przyjmowany przy stosowaniu przyblizonych metod warstwy
przyéciennej.

Jesli dla kotowosymetrycznych -przeplywéw quasi-statycznych zalozymy newtonowski
zwiazek miedzy napreZeniami §cinajacymi i odpowiednia szybkoécia deformacji, to na
podstawie (3.5); mamy nastgpujace wyrazenie przyblizone:

ow

(6.14) &

~ ﬁ(g’(z)—N'(0)+N’(z))r.

Biorac pod uwage réwnanie ciagloéci, mianowicie

1 0 ow

otrzymamy po scatkowaniu

W) m (¢ (z)—N'(0)+N'(Z))(’ ‘T) " :{gy

(6.16)
1 . (D,
u(r, 2) % g —(8" (@) +N"(2) (T‘r ) ’,

przy czym obowiazuja takie same jak poprzednio warunki brzegowe dla z =01z =/
Réwniez na §ciance przewodu mamy zaleznoéé

(6.17) w(£2)~,z)— :{f +(2' @~ N'(0)+N'(z)) =—— 32

okreflajaca «efektywny poflizg» w obszarze wej§ciowym.

7. Przyklady profili predkosci w obszarach wejSciowych

Wigcej informacji o profilach predkoéci w obszarach wejSciowych mozna uzyskaé,
specyfikujac funkcje g i N zgodnie z poprzednio przedyskutowanymi warunkami brzego-
wymi i rozkladami naciskéw na $ciankach. W tym celu zastosowanie wielomianéw lub
innych szczegélnie wybranych funkcji zapewnia pozadany stopiefi doktadnoéci.
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Zaléimy dla ilustracji, Ze rozklad naciskéw w obszarze wejsciowym szczeliny da sig
dobrze opisaé nastgpujacymi funkcjami:

@) g = — oG-, g0 =g, g0 =g"0)=2"0)=0,

(1.2) - N(x) = b(gx—g(x)), [f= (b~1)g,

gdzie b > 1 oznacza staly parametr. Funkcje powyzsze spelniaja wszystkie warunki (4.4),
(4.5), a zatem zaleznoSci (6.11) mozna przedstawié w postaci:

) = = 56D W= o)+ S

(1.3 o(x,5) = ~ '5717;‘“’— 0g (% -2,

gx) = ———?—:I—x (x—%l), g'x) = ——qux(x—I).
Profile predkoéci odpowiadajace wyrazeniom (7.3) przedstawiono schematycznie na rys. 2.
W tym przypadku skladowa prgdkosci prostopadia do osi kanah, w(x, y), jest zawsze
pjemna dla 0 < x < I, co oznacza, ze predko$¢ ta jest skierowana ku osj oraz maleje
wraz ze zmniejszaniem sie «efektywnego poflizgu» wzdtuz obszaru wejéciowego.

BB B &

: v(w)

— *_ - - ‘___ - —— . —
} + H ) +

0 7 A3 /4 7
Rys. 2 o

Poniewaz istnieje do§¢ duza dowolno§é w doborze funkeji g i N, mozna wyobrazi¢
sobie sytuacje, w ktérych zmiana profili predkoéci wzdtuz obszaru wejsciowego zachodzi
w sposéb doéé nietypowy. Jako nastepny przyklad, rozwazmy funkcje nastgpujaca:

(14) g() = — g Hx (xz Sy 212) gh=g, gO=g"0=g")=0,
12 6

podczas gdy N zmienia si¢ wedtug zaleznosci (7.2). Latwo réwniez zauwazyé, ze g''(1/4)=
= 0, co oznacza, ze sktadowa predkoéci w kierunku osi kanalu przyjmuje warto$¢ stala
w odlegloéci x = I/4 od poczqtku obszaru wej$ciowego. Odpowiednie profile predkosci
zilustrowano na rys. 3.

Jak widaé, skladowa prgdkoﬁcn w kierunku poprzecznym do osi kanatu o(x, y) zmienia
sw6j znak przy x = I/4. Dla0 <x < 1/4 predkos¢ ta skierowana jest ku §ciankom ka-
natu, podczas gdy dla //4 < x < I ku jego osi. Oznacza to, ze w pewnym podobszarze

11*
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znajdujacym sie na poczatku obszaru wejéciowego, ciecz moze zachowywaé sie jak oéro-
dek «pdlsztywny» lub «ciato stale». Wybierajac odpowiednie postacie funkcji g, mozna
otrzymaé podobszary o réznej dtugosci, a w szczegdlnodei — réwnej calej dlugosci ob-
szaru wejéciowego.

o /8 A {2 /4 !

Rys. 3

Mozliwo§é wystgpowania podobnego zjawiska przy przeptywach cieczy lepkospre-
zystych przewidzieli na drodze teoretycznej METZNER i WHITE [8]. Stwierdzili oni réwniez,
ze przy pewnych szczegdlnych warunkach takie «pdlsztywne» obszary moga rozciagaé
sie wzdtuz calego przewodu, powodujac zamykanie wejcia oraz ewentualne hamowanie
calego przeptywu. Wéwczas przeptyw przez przewédd jest mozliwy tylko w przypadku
rzeczywistego poSlizgu na $ciankach lub niecigglo$ci wystepujacych w samej cieczy. Istnie-
ja pewne dane doéwiadczalne potwierdzajace mozliwoéé opisanego wyzej zachowania
si¢ cieczy lepkosprezystych. Zjawiska tego typu prowadza zwykle do- wyjatkowo duzych
spadkéw ciSnien obserwowanych w obszarach wejéciowych.

Rozwazania przedstawione w niniejszej czebci pracy nie wyczerpuja oczywiscie innych
sposobéw dokladniejszego opisu zjawisk wystepujacych priy przeptywach cieczy lepko-
sprezystych w rurach i kanalach., Uproszczona analiza kinematyczna dla nieécisliwej
cieczy prostej stopnia drugiego ma na celu zwrdcenie uwagi na mozliwo§¢ wystgpowania
przeplywéw o roznej kinematyce. Nalezy réwniez podkre§li¢, ze rozwazania statyczne,
prowadzace do okreslenia odpowiednich dlugosci obszaréw wejSciowych, sa niezaleZne
od rozwazanych dalej schematéw kinematyczaych.
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Peswme

MEIJIEHHOE TEYUEHUE BSIBKOVIIPYTHUX XUIKOCTEHU B OBJIACTSX
BXOIOA TPYE 11 KAHAIIOB

PaccmaTpliBaluCh BASKOYNPYTHE TEUEHHA B 06NacTaX BXONa TPYO M JJIOCKMX KAHAJIOB IIPH NPEAno-
JIOYKEHHM, UTO YHcia Peifrompaca mManbl (KBasHCTATHYECKOE NPHOIIDKEHHE), @ TAKXKE, UTO AUAMETPHI
Tpy6 (MJTH BBHICOTA KAHAJIOB) MaJIbl IO CPaBHEHHHM C JUIMHAMEK Oo0JacTelf Bxofa. ITpu cTaTHUeCKOM aHam3e
3aj1ayy He NPHHMMANNC, KaKHe-JINGO YacTHbIE IpeAIIoNIoMKEHHsT OTHOCHTENBHO ONPEeNISIONX ypaBHe-
HIA JHHIOKOCTH, C ITOMOIIBI0 KOTOPBIX MOMKET ONMCHIBATHECA KAKas YrOJHO HECKUMAEMAadg NPOCTad KM~
XocTh. HexoTophle pemeHus Ui HANPO>KEHMIT YA HANopa Ha CTeHKy ObLIM NOJYYeHBI B BHAE, CONEP-
JKallleM TPH NMPOM3BOJHBIE (DYHKLMKM, YAOBIETBOpMIOIIee KpacBbiM yciioBUam, JymHe! obnacTeir BXona
3aBHCAT OT NEPBOM Pa3HOCTH HOPMANBHBLIX HANPAXEHUH, & TAK3Ke 0T COOTBETCTBYIOLHX JUIMH obnacTeH
BXOMa M Nepenafios AaBJICHMSI QIS YHCTO BASKOM MHUAKOCTH, IPOTEKAIOLIEH Mo KaHaly MM TpyGe ¢ Toi
JKe reoMeTpueil. YNpPOINEHHBIH KHHEMaTHUeCKHN aHaNMa 3aaun Ul paHee OmpefiefIeHHBIX pacupefe-
JleHuif KacaTeNbHBIX ¥ HOPMANBHEIX HRUPKCHRH NpeJCTaBJIeH NpH NPERTIONOXXeHHH, YTO pacCMaTpH-~
BaeMast MKHIKOCTS ABJSIETCH HECKMMAEMON JHUOKOCTHIO BTOPOro mopsapka. IToxasano, uTo B 0BIacTsaX
BXOJa MOI'YT MOSBUTHCSA HEKOTODBIE NOA0GIACTH, B KOTOPBIX MKUAKOCTh BeAeT ceba MOAoOHO «TREpAOMY
TENY» HIM (HOJY>KeCTKOU» cpefie. Takumu oGNacTAMYE MOXKET OXBATHIBATBCA BCA JMHA KaHaya MM
TpyOhI, B TOTAA A5 MOAKCPIKAHUSA TEUSHHA HEU36EIKHO HOKHO BBICTYNHTH SIBJICHHE (PAsPhIBAY YKHA-
KOCTH HJIM YK€ JOJDKHO UPOHCXORUTH HPOCKANBIbIBAHHE BJHOJb CTEHOK.

Summary

SLOW FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS
AT THE ENTRIES TO TUBES AND CHANNELS

Viscoelastic flows in the inlet regions of tubes and plane channels are discussed under the assumption
of small Reynolds numbers (quasi-static approximation) and small ratios of the tube diameter or the channel
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height to the entrance lengths. In a static analysis of the problem, nothing specific is assumed about the
constitutive equations, which may be those describing an incompressible simple fluid. Certain solutions
for stresses or normal thrusts on the walls are obtained in the form involving three arbitrary functions
subjected to boundary conditions. The entrance lengths can be determined if, apart from the first normal
stress difference, the corresponding entrance lengths and pressure drops are known for a purely viscous
fluid flowing under the same geometry. A simplified kinematic analysis for previously determined distri-
butions of shear and normal stresses is presented under the assumption of an incompressible second grade
fluid. It is shown, among other properties, that certain subregions of «solid-like» or «semi-rigid» behaviour
may appear just at the entries. These subregions may extend across the entire duct, requiring either fluid
fracture or slip at the walls for continued flow.
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