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Uczeni  polscy  A.  PRZEBORSKI i A. WUNDHEILER  wnieś li  wybitny  wkład  do  rozwoju
mechaniki.

Udziałem  A.  PRZEBORSKIEGO  jest  rozszerzenie  zasady  d'Alemberta- Lagrange'a  na
dynamikę   układów  mechanicznych z  nieliniowymi  nieholonomicznymi  wię zami  pierw-
szego  rodzaju  oraz  sformułowanie  dla  tego  rodzaju  układu uogólnionych  równań dyna-
micznych  typu  równań  Maggi.

A.  WUNDHEILER  był  jednym z twórców  mechaniki  analitycznej układów holonomicz-
nych i nieholonomicznych, opartej na fundamentach współczesnej geometrii  róż niczkowej
i  rachunku  tensorowego.

Intencją   autorów niniejszej  pracy jest przedstawienie  czytelnikowi  krótkiego  przeglą du
historycznego  podstawowych  prac A.  PRZEBORSKIEGO  i A.  WUNDHEILERA  W dziedzinie
mechaniki  analitycznej.

1.  A. Przeborski  jako  jeden  z  twórców  nieliniowej  mechaniki  nieholonomicznej.
Rozwój  idei A. Przeborskiego w pracach  M. F. Szulgina

PRZEBORSKI   [1, 5,6]  rozpatruje  ruch  układu punktów materialnych, na które  nałoż one
są   holonomiczne lub  nieholonomiczne wię zy  pierwszego  lub  drugiego  rodzaju,  których
równania

mogą  być algebraicznymi  zwią zkami  pomię dzy współ rzę dnymi xj(J = 1,2,, .., 3fl) punk-
tów ukł adu, lub też równaniami róż niczkowymi pierwszego  lub drugiego  rzę du, liniowymi
bą dź  nieliniowymi  wzglę dem  pochodnych Xj  i Xj.

Zapisując  równania  ruchu w postaci  Newtona

(2)  m/ xj  -   Xj+Rj

lub  w postaci  d'Alemberta- Lagrange'a

(3)  (mjXj- Xj- RJ)«j = 0,

gdzie  <Xj  są  dowolnymi  liczbami, i przyjmują c,  że znany jest  charakter  realizacji  wię zów,
tak aby  ich reakcje Rj moż na było rozpatrywać jako  funkcje  w postaci

ki   xk>   xk>   *r)>

( fc - 1 , 2,  . . . , 3 W ; T - 1 , 2 , . . . , * ),

gdzie Ar są  parametrami zależ nymi od przyłoż onych sił , rozpatrzymy zagadnienie okreś lenia
reakcji  wię zów  i zbudowania  róż niczkowych  równań ruchu ukł adu.
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Zagadnienie  to  oczywiś cie  da  się   rozwią zać  jedynie,  gdy  s — p.  Jeż eli  funkcje  (4) są
liniowe wzglę dem parametrów A„  to liniowymi w stosunku  do nich bę dą   również równania
wyznaczają ce  te parametry.

Niech

(5)  RjdXj^Njdxj,

gdzie  wielkoś ci

(6)  Nj =  Nj(t,xk,xk,xk)

są   znanymi  funkcjami,  a przemieszczenia  wirtualne  dxr wyznaczone  są  przez pozostałe
przemieszczenia  wirtualne óxp (Q =   s + l,s+2,  ..., 3«)  z równań

(7)  ArJdx}  = 0,

gdzie  wielkoś ci

(8)  AfJ =  ArJ(t,  xk, xk, xk)  (r •  1, 2  s; s = p)

są   znanymi  funkcjami.
Z  (5) i  (7)  wynika, że

(9)  Rj=Nj  +  lrArJ.

Jeż eli  zwią zki  (1) są  holonomiczne lub  nieholonomiczne pierwszego  rzę du,  lub  nie-
holonomiczne drugiego  rzę du,  liniowe  wzglę dem  przemieszczeń xk, to  parametry  Xr wy-
znaczone są  przez  ukł ad  równań  liniowych

(10)  - - - ^(Xj+Nj  + hAiJ+cD, m 0,

gdzie  odpowiednio  dla  wskazanych  rodzajów  wię zów

Ol)  h

a  wielkość

(12)  co,  =   cor(t,Xj,Xj)

przedstawia  okreś loną   funkcję .
Niech na wię zy nałoż one na ukł ad składa się  m holonomicznych, h nieholonomicznych

pierwszego  rzę du, g nieholonomicznych  drugiego  rzę du,  liniowych  wzglę dem  składowych
przyś pieszeń

03)  /« = 0,

04)  f,  = 0,

05)  / , = 0,

(a =  1,2,  ...,m;P  =  m + l,m+2,  ...,m+h;y  =  m+h  + l,m+h+2,  ...,m+lt+g  =   p),
przy  czym  równania  (15)  na  mocy  zwią zków

06)  xj =  X](t, qe)
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moż na  przedstawić  w postaci

(17)  qa -   qa(t,qe,  r£t  (co, e = 1, 2, ..., p,;  X =  1, 2, ...,  ł>  = ,«- / ?),

gdzie r* są pewnymi  parametrami, które na mocy  zwią zków  (15)—(17)  okreś lone  są przy
pomocy  równań  róż niczkowych

(18)  h =  r,(t, q„ rit  sa),  (I  = 1, 2, ..., v; u = 1,2,  ...,v- g),

zależ nych  od innych  parametrów s.,.
Skorzystajmy  z ogólnego  równania  dynamiki  (3), w których zgodnie ze zwią zkami (7)

poł oż ymy  a,-  =  dxj, oraz  doł ą czymy  doń dowolne  równania

(19)  Ap+v,j**i  =  dgv,  {v =  1, 2, ..., 3n- p =   e ) ,

gdzie  óo1,, są dowolnymi  liczbami, a współ czynniki

(20)  Ap+yj  = Ap+V)j(t,  Xjt, xk, Xij

na  mocy  (16)- (20)  moż na  rozpatrywać  jako  funkcje

(21)  Ap+vJ  =  Ap+vJ(t,  qe, rx, s,).

Z  (7) i  (19) otrzymamy

(22)  dxj =   aJvdcfv,

gdzie  wielkoś ci  a,-„  okreś lane  są z toż samoś ci

(23)  AuajB  -  0,

przy  czym  rząd  macierzy  ||a,k||,  na mocy  niezależ noś ci  równań  (7) i  (19),  równy  jest
3rt- p.

Podstawiając  do ogólnego  równania  mechaniki  (3) za ctj — wyraż enia  (22), uwzglę d-
niając  (9) i  (23), otrzymamy  róż niczkowe  równania  ruchu  ukł adu  nieholonomicznego
nie  zawierają ce  mnoż ników

(24)  (jnjXj- Xj- Nj)aJV  =  0.

Równania te na mocy  zwią zków  (16)—(18) są zależ noś ciami  funkcyjnymi  wzglę dem
zmiennych qe, rx, sa. Jeż eli  okreś lić z nich parametry su i znalezione wyraż enia  podstawić
do  równań  (18) otrzymamy  ukł ad  / i+v  równań  róż niczkowych  (17)—(18) z takąż  liczbą
niewiadomych  funkcji

(25)  q„ m qa(t),  rx =   rx(t).

W  przypadku,  gdy na ukł ad  nał oż one  są wył ą cznie  idealne  nieholonomiczne wię zy
pierwszego  rodzaju

(26)  ff  =  bfi{t,   xk)xj+bfi(t,  xk) =  0,

tj.  q =  0, otrzymane  dynamiczne  równania  ruchu Przeborskiego  przechodzą w równania
Maggi.

Jeż eli w charakterze parametrów rA weź mie się uogólnione prę dkoś ci ^ , aw charakterze
parametrów su — uogólnione przyspieszenia  qx, to dla scharakteryzowania  ruchu ukł adu
otrzymamy v równań  róż niczkowych  typu  (24) i  (18) drugiego  rzę du wzglę dem  qv i p—v
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równań typu  (17) pierwszego  rzę du wzglę dem  qc, razem  ukł ad [i  równań na okreś lenie fi
niewiadomych  funkcji:

(27)  qm = qM).

W przypadku v -  \x spoś ród poszukiwanych [i  równań ruchu wszystkie bę dą  równaniami
drugiego  rzę du  wzglę dem  funkcji  (27).

Okazuje  się , że równania  Przeborskiego  (24) są  niezmiennicze wzglę dem  wyboru  do-
wolnych  funkcji  (20) w zwią zkach  (19).

Gdy  zależ ność  pomię dzy  składowymi  prę dkoś ci  punktów  ukł adu  Xj i prę dkoś ciami
Lagrange'a  qe jest  liniowa, tj.

(28)  Xj =  cj(0(t,  q^qa+cjit,  qe),

z  równań Przeborskiego  (24)  wynikają   równania  Appela  wyraż one  przez  funkcję   przy-
spieszeń.

Idee  PRZEBORSKIEGO  znalazły  kontynuację   w  pracach  uczonego  radzieckiego  M. F.
SZULGINA.

SZULGIN  otrzymał  nader  ogólne  równania  róż niczkowe  dynamiki  nieholonomicznej
we współ rzę dnych Lagrange'a, zawierają ce  jedną   funkcję  — energię  kinetyczną   lub energię
przyspieszeń.  Podstawę   wyprowadzenia  tych  równań  stanowi  aksjomat  o  moż liwoś ci
uwolnienia  od wię zów  oraz  zasada  najmniejszego  wymuszenia  Gaussa.  Korzystając  ze
zwią zków  (7) i (9), zasadę   Gaussa moż na zapisać w postaci

(29)  (mjXj- Xj- Nj)dxj  m 0.

Wariacje  dxj nie są  tu jednak niezależ ne, a do reakcji wię zów wchodzą  składowe Nj  zależ ne
od własnoś ci ruchu mechanicznego i przy znanym charakterze realizacji wię zów stanowią ce
znane  funkcje  kinematycznych elementów ruchu, oraz  składowe

(30)  Ni -  KAr]   =  K^~,

które, na  mocy  (7) mają   własnoś ci  reakcji  i mogą   być  okreś lone  dopiero w wyniku  ba-
dania ruchu. Zatem Nj i N'j moż na nazwać odpowiednio czę ś cią   czynną  i bierną   reakcji Rj.

Przechodząc do niezależ nych współ rzę dnych Lagrange'a q,, (ji =  1, 2,  ..., k)  wyrazimy
zależ ność  (29) w postaci

(31)  L- k/A-* )~}Jft~"ii~Qn]oqlt  = u,

skąd

(32)  L ll(T)  =   Qll+P ll+Q' ll,

gdzie

(33)  Q^XJ^- ,  P^Nj^- ,  L t{T) =  ~ ^ - - —,

przy czym, w wyniku  badania własnoś ci ruchu, wielkoś ci

(34)  P* = P,(t, qx, qx, qx)  (a, A = 1, 2,  . .„  k)

uważa  się  za znane.
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N a  podstawie  równań  wę złów  nieholonomicznych, ł atwo jest  stwierdzić,  że

(35)  wJ"+ %  = °'

(36)

(Q =   m + 1, m+2,  ...,  m+h;  r  — m + 1, m+2,  ...,p),

gdzie,  dla  wię zów  (14)  i  (15),  mamy  odpowiednio

(37)  l„  =   fa,  f„  = %,
a  <pp  jest  wyraż eniem  nie  zawierają cym  przyspieszeń.

Wprowadzając  mnoż niki wię zów  na mocy  (33) i  (36), otrzymamy

(38)

W  ten  sposób  równania  ruchu  (32)  ostatecznie przyjmują   postać

(39)  LH(T)  -   Q, +P„  +P*   +Kjg

W  celu peł nego scharakteryzowania  ruchu ukł adu,  do  równań tych należy doł ą czyć rów-
nania  wię zów  nieholonomicznych  (14)—(15)  wyraż one  we  współ rzę dnych  Lagrange'a.

Oczywistą   jest rzeczą, że ukł ad  równań  (39) jest  równoważ ny  ukł adowi uogólnionych
równań  G ibbsa- Appela  z  nieokreś lonymi mnoż nikami

(40)  ^ - $

SZU LG IN  stawia  problem  sprowadzenia  równań  ruchu  do  najmniejszej  ich  liczby.
Wykazuje  on,  że  z  zależ noś ci  zachodzą cych  pomię dzy  współ rzę dnymi  kartezjań skimi
i  współ rzę dnymi  Lagrange'a  a  skł adowymi  prę dkoś ci  i  przyspieszeń  otrzymać  moż na
zwią zki

(41)  xj  =   Aji'qv+Aj„

(42)  dxj  =   AJvdqv,

0>=  1,2,  ...,r  =  k- h- g;  j=   1,2,  ...,3«),

gdzie  'qv  i  b'q\ są   wzajemnie  niezależ nymi  przyspieszeniami  Lagrange'a  i  ich  wariacjami,
a  Ajv  i Aj  są   pewnymi  okreś lonymi  funkcjami  zmiennych t,  # v i  qv,  przy  czym z  (41)  wy-
nika,  że

(43)  Aj,  -   & .
dq

Jeś li wprowadzić teraz do  rozważ ań energię  przyspieszeń,  to zasada  Gaussa  (29) na mocy
zwią zków  (42)- (43) przekształ ci się   do postaci

(44)
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skąd  otrzymamy  równania  ruchu  ukł adu bez  mnoż ników  wię zów

8S

(45)  wrĄ + ń»
gdzie

(46)  Ev  =  AjvXj,  A,  m  AJvNj.

Równania te pozostają   prawdziwe  i w  nieholonomicznych współ rzę dnych.  Mogą   one  być
przedstawione  w  postaci

(47)  - |5-  = 0,  R =   S- Evqv

ć qv
lub

dS,
(48)  LV(TO)  + - ^-  =   Ev+Qv.

Równania  (47) moż na uważ ać  za uogólnioną   zasadę   Appela- Meiera,  a  równania  (48) —
za  uogólnione  równania  Cenowa.

Jak wykazał  to MASŁOW [6] otrzymane równania  dają   się  uogólnić także na  przypadek
ruchu układów mechanicznych o  nieliniowych  wię zach  dowolnego  rzę du.

2.  Rozwój  absolutnej  mechaniki  rconoraicznej  w  pracach  A.  Wundheilera

Do  WUNDHEILERA  [2- 4]  należy  priorytet  w  dziedzinie  budowy  absolutnej  geometrii
i  mechaniki  reonomicznej.  Mają c  na  uwadze  potrzeby  mechaniki  klasycznej  zachowuje
on uprzywilejowaną   rolę  czasu i rozpatruje wielowymiarową   geometrię  odkształ conej prze-
strzeni Riemanna  (geometrię   reonomiczną ), która  charakteryzuje  się   grupą   transformacji
współ rzę dnych

(49)  xx  =  xx(x\  t).

Badając  ruch nieholonomicznego reonomicznego ukł adu o energii  kinetycznej

(50)  T -   ±akll(x\ t)x^+a,(x\  t)x*+ ± A(x\  t),

otrzymujemy  rozmaitość  konfiguracji  i  czasu  F „ + 1 o  metryce

(51)  ds2  =   ITdt2  =   aXlidxxdx"+2aldxkdt+Adt2.

Równanie t  =  const okreś la jednoparametrową   rodzinę  uprzywilejowanych  powierzch-
ni  V„0)   w  V,+   t .

Według  WUNDHEILERA,  ruch  ukł adu mechanicznego  moż na  rozpatrywać  jako  pewną
krzywą   w  Vn+1  lub  jako  ruch  odwzorowują cego  punktu  w  odkształ calnej  przestrzeni
F „ ( 0  o  metryce

(52)  da2  =   a^dxkdx^.

WUNDHEILER  uważa  za  niemoż liwe  identyfikowanie  punktów  w  przestrzeni  V„(t)   po
transformacji  współ rzę dnych,  w  zwią zku  z  tym  bada  niezmienność  równań  wzglę dem
ogólnej  transformacji  o  postaci  (49).  Jednakże  ta  forma  transformacji,  zawierają ca  pa-
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rametr /, nie daje  moż liwoś ci  wykorzystania  klasycznego  rachunku tensorowego. Dlatego
też  WUNDHEILER  proponuje  odpowiednie  zmodyfikowanie  konwencjonalnego  aparatu
rachunku  tensorowego,  wprowadzając  poję cie  silnych  obiektów  tensorowych.

Układ  n  wielkoś ci  nazwiemy  silnym  wektorem,  jeż eli  transformują   się   one według
zwykłego  prawa

(53)  V  -   ^ F « .

Ponieważ

(54)  * . _ * : * . +   * * * ,

wię c dx® nie jest silnym wektorem.

Jeś li  /   jest  silnym  skalarem,  to  - ^~  jest  silnym  wektorem  kowariantnym; w tym

przypadku

1  ;  dx°

Kowariantny  silny  wektor

(56)  vx  -   - jjj

nazywa  się   podłuż ną   prę dkoś cią   ruchu układu, a  kowariantny silny tensor

(57)  * ,  =  | |

— tensorem  podstawowym.

Absolutną   róż niczką   silnego  wektora  ir  nazywa  się   wyraż enie

(58)  Dvx  m

Analogicznie

(59)  Dvv  m

gdzie

(60)  2T„»

Pochodne silnych wektorów okreś la się  za pomocą  wzorów

Na przykład dla  silnego  skalara  /   otrzymujemy  zamiast - -̂   wyraż enie
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Wprowadzimy  także  poję cie  tensora  rozcią gania  przestrzeni  odkształcalnej  Vn{t)

(62)  FF* , - - J ( M * - VM Ą - VA < V) .

Tensor  ten  w  pewnym  stopniu  odzwierciedla  specyfikę   geometrii  reonomicznej.  Może
być  rozpatrywany  jako  miara  rozcią gania  przestrzeni  odkształcalnej  V„(t),   ponieważ
znika  on  w  przypadku  ruchu  sztywnego  przestrzeni.  Jednoczesne  znikanie  tensora  roz-
cią gania  i wielkoś ci A — axa

x  stanowi  warunek  konieczny  i  dostateczny  skleronomicznoś ci
przestrzeni.  Okazuje  się ,  że  znikanie  tensora  rozcią gania  jest  warunkiem  koniecznym
i  dostatecznym  przemiennoś ci  przemieszczeń  w  V„(t),   ponieważ

=  Wl(dxydt- dxvdt).

Do  tej  chwili  rozpatrywaliś my  holonomiczne  parametry  xx  i  odpowiednie  transfor-
macje  w  postaci  (49).  Okreś liliś my  geometrię   reonomiczną   jako  teorię   niezmienników
grupy  transformacji  współ rzę dnych  (49).  WUNDHEILER  rozpatruje  również  transformacje
parametrów  nieholonomicznych

(63)  dq*  =   b\ {q\  t)dql  +b*(qv,  t)dt.

Teorię   niezmienników  grupy  transformacji  współ rzę dnych  nieholonomicznych  w  postaci
(63)  nazywa  on  geometrią   reonieholonomiczną.  Przemieszczeniom,  dla  których  dt  — 0,
odpowiadają   równania

(64)  dqx  =  b\dq\

Przemieszczenia  te  tworzą   wirtualną   reonieholonomiczną   podprzestrzeń.  Wektor  ©*
należy  do tej podprzestrzeni  wirtualnej, jeż eli  daje  się  przedstawić  w postaci

(65)  i/   m b\v\

W  zastosowaniach  geometrii  reonieholonomicznej  w  mechanice  znaczną   rolę   odgrywa
wektor

(66)  S, =  b\

który  WUNDHEILER  nazywa  absolutną   siłą   odś rodkową.  We  wskazanym  wyraż eniu  Ba

jest  tak  zwaną   odwrotną   prę dkoś cią   układu  reonieholonomicznego

(67)  Ba  m b^- bfb1,

a B i bt  okreś lone  są  przez metrykę   odpowiedniej  przestrzeni

(68)  da2  m  btj(qr,  t)dqldqJ+2bi(q
r,  t)dqldt+B(qr,  t ) .

Dla  przestrzeni  reonieholonomicznej  tensor  rozcią gania  wyraża  się   wzorem

(69)  Wij  = tibfWto- BtHj,,

gdzie WXll jest tensorem rozcią gania  dla odpowiedniej  nadrzę dnej przestrzeni reonomicznej,
a  Hji—jednym  z  dwu  tensorów  krzywizny  wymuszonej

(70)  Hjt  =  bfb}Vvbi,  HJ  =   bfVtbl.
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Wychodząc  z uogólnionej  zasady  Hamiltona- Ostrogradzkiego  w postaci

(71)  J  (óT+Qtdx?)dt  -   0,

gdzie

(72)  o =  o—ot-   —

oznacza silną   wariację   przemienną  z operacją   silnej  róż niczki  d wzdłuż toru, WUNDHEILER

otrzymuje  ogólne  róż niczkowe  równania  ruchu  nieholonomicznego,  reonomicznego
ukł adu  mechanicznego w quasi- współ rzę dnych  w postaci

(73)  ^- +WW  = Qi+Su

w których każ dy  człon ma sens mechaniczny i jest wielkoś cią   niezmienniczą. Na przykład,
w przypadku  wirują cej  płaszczyzny St oznacza odś rodkową   siłę  bezwładnoś ci. Stąd nazwa
absolutny  wektor  odś rodkowej.  Czł on  Wkv

k  moż na  interpretować  jako  analog  siły  bez-
władnoś ci  Coriolisa.

Zauważ ymy  na zakoń czenie,  że  wspólnie  z  J.  SYNGE  i  G. VRANCEANU  zasługą   A.
WUNDHEILERA  jest  zbadanie  statecznoś ci  równowagi  ruchu  nieholonomicznego układu
mechanicznego przy  pomocy  metod  rachunku tensorowego  i geometrii nieholonomicznej.

W  ogólnoś ci  należy zauważ yć,  że zasadnicze trudnoś ci powstałe na drodze do zbadania
geometrii  wewnę trznej  nieholonomicznej  rozmaitoś ci  udało  się   przezwycię ż yć  dopiero
w koń cu lat czterdziestych  uczonemu radzieckiemu W. W.  WAGNEROWI  W pracy Geometria
róż niczkowa  rozmaitoś ci  nieholonomicznych,  która  otrzymała  pierwszą   nagrodę   na VII I
mię dzynarodowym  konkursie  im. N . I .  Łobaczewskiego  w  Kazaniu  w  1937 r.

Budowa geometryczno- róż niczkowej  aksjomatyki  dynamiki  klasycznej  układów należy
do  ucznia W. W.  WAGNERA — A. W.  GOCHMANA  (patrz: A. W.  Oochman, Geometryczno-
róż niczkowe podstawy  klasycznej  dynamiki  układów, wyd. Uniwersytetu  Saratowskiego,
Saratów  1969).
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P  e  3  IO  M  e

P A3BH T HE  AH AJI H TH M E C KOK  M E XAH H K H  B  TP YflAX  A.  n fflE BO P C K O rO

H  A.  BYH flXE H JI E PA

B  cTaTte  ocBeruaeTCH  BWflaiomHHCH  BKJiafl  #Byx  BHAHLI X  IIOJIBCKHX  yueHWx  A.  nn ieSopcKoro

H  A.  ByHflxe&iepa  B  pa3BHTHe  aHanHTiwecKOH  iwexaiiHKH.

A .  ITineSopCKHft  HBJIHeTCJI   OflHHM  H3 OCHOBOIIOJIOH- CHHKOB  HejIHHeHHOH  HerOJIOHOMHOH  MexaHHKH.

O H  pacnpocTpai- iH Ji  na  AHHaMHKy  M examwecKHX  cucreM  c  HejiHHeHHbiMH  HeroJiOHOMHtiMH  C BH 3H MH

n ep Bo ro  nopH flKa  npH H U Hn  ,H eJiaM6epa~JIarpaH >Ka  H ycraHOBHJi  fljm   CHCTeiw  yK a3a im oro  T n na  o 6o 6m eH-

ribie  flHHaMHiieciaie  ypaBHeHHfr.  flajiBHefiniee  pa3BHTHe  H flea  A .  I T iue6opcK oro  noJtyMHJiH  B

BaHHirx  coseTCKoro  yn e n o ro  M .  0 .  IH yjit rH H a,  K O T O P BIH  ycTaHOBHJi  Bectiwa  oSmjue

ypaBHeHHH  Hero^OHOMHoii  HHHaMHKH B  jia rpam iteBbix  KoopflH iiaTax,  coflep>Kan(He  oflii y  <pyHKU,Hio  —

KHHeTHMecKyio  3HeprHK>,  H J IH  3iieprH io  ycKopen H ii.

A .  Byiiflxeft jie p  —  oflHH  H3  ocHOBaTejien  nocTpoeH HH  anaJiHTHqecKOH  MexaHHKH  roJiOHOMHbix  H n e-

ronoHOMHHX  CHCTeM  Ha  ocHOBe  MeiOflOB  coBpeivseHHOH  RH($>(bepeHU,HajibHOH  reoMeTpHH  H  T eH 3o p n o ro

HcvHCJienHJi.  EMy npHHafljie>i<HT  npH opH Tex  B  nocTpoeH HH  aScojiioTH oii  peoHOMHoii  reoiweTpHH  H iwexa-

HHKH.

S u m m a ry

CONTRIBUTION  OF A. PRZEBORSKI  AN D  A.  WUNDHEILER
TO  THE DEVELOPMENT OF  ANALYTICA L  MECHANICS

The  considerable  contributions of A. Przeborski  and A. Wundheiler  to the development of analytical
mechanics are discussed  in the paper. A. Przeborski  is  one of  the  founders  of non- linear anholonomic
mechanics: he generalized  the d'Alembert- Lagrange  principle  to the dynamics  and mechanical  systems
with  non- linear  anholonomic  constraints  of  the first  kind  and thus  derived  the generalized  dynamic
equations  for  such  systems. The ideas  of A. Przeborski  were  further  developed  by a  Soviet  scientist
M.  F. Sulgin  who succeeded  in obtaining a rather general  set of differential  equations of non- holonomic
dynamics  in Lagrangean  coordinates  involving but one function — the kinetic  energy  or the acceleration
energy.

A.  Wundheiler  is one of  the co- founders  of analytical  mechanics of holonomic and non- holonomic
systems on the basis of the methods of modern differential  geometry  and  tensor  calculus.  He has to be
considered  as  the first  mechanician  to construct  the absolute  rheonomic  geometry  and mechanics.

INSTYTUT  H ISTORII   PRZYRODOZNAWSTWA  I TECHN IKI
AKADEMI I   NAUK  ZSRR,  MOSKWA

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  26  sierpnia  1974  r.


