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Uczeni polscy A. PRZEBORSKI i A. WUNDHEILER wniedli wybitny wklad do rozwoju
mechaniki.

Udzialem A. PRZEBORSKIEGO jest rozszerzenie zasady d’Alemberta-Lagrange’a na
dynamike ukladéw mechanicznych z nieliniowymi nieholonomicznymi wigzami pierw-
szego rodzaju oraz sformulowanie dla tego rodzaju ukladu uogdlnionych réwnan dyna-
micznych typu rownan Maggi.

A. WUNDHEILER by} jednym z tworcow mechaniki analitycznej ukladéw holonomicz-
nych i nicholonomicznych, opartej na fundamentach wspdlczesnej geometrii rézniczkowej
1 rachunku tensorowego.

Intencja autordw niniejszej pracy jest przedstawienie czytelnikowi krétkiego przegladu
historycznego podstawowych prac A. PRZEBORSKIEGO i A. WUNDHEILERA w dziedzinie
mechaniki analityczne;j.

1. A. Przeborski jako jeden z twdrcéw nicliniowej mechaniki nicholonomicznej.
Rozw6j idei A. Przeborskiego w pracach M. F. Szulgina

PrZEBORSKI [1, 5,6] rozpatruje ruch ukladu punktéw materialnych, na ktdre natozone
sa holonomiczne lub nieholonomiczne wigzy pierwszego lub drugiego rodzaju, ktérych
réwnania
¢ =0 (G=1,2,..,p; p<3n)
moga by¢ algebraicznymi zwigzkami pomiedzy wspétrzednymi x; (j = 1,2, ..., 3#) punk-
téw ukladu, lub tez réwnaniami rézniczkowymi pierwszego lub drugiego rzedu, liniowymi
badz nieliniowymi wzgledem pochodnych X; i X;.

Zapisujac réwnania ruchu w postaci Newtona

lub w postaci d’Alemberta~Lagrange’a
€©) (m%;~X;~R)ay = 0,

gdzie o; sa dowolnymi liczbami, i przyjmujac, Ze znany jest charakter realizacji wigzéw,
tak aby ich reakcje R; mozna bylo rozpatrywaé jako funkcje w postaci

Ry = R(t, xi, X, Xy A,
(4) J J( k k k )

k=1,2,..,3n;r=1,2,..,5),
gdzie 4, sq parametrami zaleznymi od przytozonych sit, rozpatrzymy zagadnienie okreslenia
reakcji wigzéw i zbudowania rézniczkowych réwnan ruchu ukiadu.

2%
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Zagadnienie to oczywiécie da sie rozwiazaé jedynie, gdy s = p. Jezeli funkcje (4) sa
liniowe wzgledem parametréw 4., to liniowymi w stosunku do nich beda réwniez rownania
wyznaczajace te parametry.

Niech
(5) Rj(sx_,‘ = .N_}(SXJ',
gdzie wielko$ci
(6) Nj =Nj(t5 xk,xk, -.x..k)

sq znanymi funkcjami, a przemieszczenia wirtualne Ox, wyznaczone sa przez pozostalte
przemieszczenia wirtualne dx, (o = s+1,s+2, ..., 3n) z réwnan

M Ay dx; =0,
gdzie wielkosci
(8) ATJ=ATj(t’xk"kk,x.k) (l' = 1,2,"',S; S=l))

sa znanymi funkcjami.
Z (5) i (7) wynika, ze

® R, = N;+ A A,;.

Jezeli zwiazki (1) sa holonomiczne lub nieholonomiczne pierwszego rzedu, Jub nie-
holonomiczne drugiego rzedu, liniowe wzgledem przemieszezen X, to parametry A, wy-
znaczone sa przez ukfad réwnan liniowych

1 of
(10 Ea—gj()f}‘*‘]\[}‘*‘ﬂt/iu)‘*'wr =0,

gdzie odpowiednio dla wskazanych rodzajéw wigzdw

X,
(1) & = 1%,
X,
a wielko$é
(12) w, = wt, x5, X;)

przedstawia okreslona funkcje.
Niech na wigzy naloZone na ukiad sklada si¢ m holonomicznych, / nieholonomicznych

pierwszego rz¢du, g nieholonomicznych drugiego rzedu, liniowych wzgledem skladowych
przyépieszen

(13) fu=0,
(14) f3=0,
(15) f, =0,

(e=1,2,...,m; 8 =m+1,m+2, ....m+h;y = m+h+1,m+h+2, ..., m+h+g = p),
przy czym réwnania (15) na mocy zwiazkéw

(16) X = x(1, q;)
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mozna przedstawi¢ w postaci
(17) &m=q‘°(t’ qﬂ’rﬂ-)’ (0)78=152’-":/"; A= 172,..., 7’=,u_h)’

gdzie r, sa pewnymi parametrami, ktére na mocy zwiazkéw (15)-(17) okreslone sa przy
pomocy réwnan rézniczkowych

(18) ;.l= .rl(t7qa7rﬂ.’su), (1= 1,2,---,"’; U= 1,2,...,1’~—g),

zaleznych od innych parametréw s,.
Skorzystajmy z ogdlnego réwnania dynamiki (3), w ktérych zgodnie ze zwigzkami (7)
polozymy o; = dx;, oraz dolaczymy dof dowolne réwnania

19 Ap o, j0X; = 00, (v=1,2,..,3n—p =),
gdzie do, sa dowolnymi liczbami, a wspétczynniki
(20) A/)+U,_I = Ap+l2,_l(t7 N kk, -.x.:k)

na mocy (16)—(20) mozna rozpatrywaé jako funkcje

(21) Apyo,j = Ap+v,j(t, Qo> T'2s Su).
Z (7) i (19) otrzymamy

22) 0x; = a,,00,,

gdzie wielkodci @;, okreSlane sa z tozsamodci

(23) Ayag =0,

przy czym rzad macierzy ||la;|l, na mocy niezaleZznoéci réwnan (7) i (19), réwny jest
In—p.

Podstawiajac do ogélnego réwnania mechaniki (3) za o, — wyraZenia (22), uwzgled-
niajac (9) i (23), otrzymamy rézniczkowe réwnania ruchu ukladu nieholonomicznego
nie zawierajace mnoznikéw

(24) (mﬁéj——X_,—-Nj)a_,,,= 0.
Réwnania te na mocy zwiazkéw (16)—(18) sa zaleznoéciami funkcyjnymi wzgledem
zmiennych g,, r;, s,. Jezeli okreli¢ z nich parametry s, i znalezione wyraZenia podstawi¢

do réwnan (18) otrzymamy uklad p+v réwnafi rézniczkowych (17)-(18) z takaz liczba
niewiadomych funkcji

(25 do = qm(t)’ Fp = r}.(t)'

W przypadku, gdy na ukfad naloZone sa wylacznie idealne nieholonomiczne wigzy
pierwszego rodzaju

(26) f;? = bﬂj(t’ xk)).cj+bﬁ(ti xk) = 0,

tj. ¢ = 0, otrzymane dynamiczne réwnania ruchu Przeborskiego przechodza w réwnania
Maggi.

Jezeli w charakterze parametréw r, weZmie sig uogdlnione predkosei ¢*, a w charakterze
parametrow s, — uogélnione przyspieszenia ¢, to dla scharakteryzowania ruchu ukladu
otrzymamy v réwnar rézniczkowych typu (24) i (18) drugiego rzedu wzglgdem ¢, i u—v
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réwnan typu (17) pierwszego rzedu wzglgdem ¢,, razem uklad x réwnan na okrelenie u
niewiadomych funkcji:

(27) 9o = qm(t)-

W przypadku » = p spoérdd poszukiwanych p réwnan ruchu wszystkie beda réwnaniami
drugiego rzedu wzgledem funkcji (27).

Okazuje sie, ze rownania Przeborskiego (24) sa niezmiennicze wzglgdem wyboru do-
wolnych funkcji (20) w zwigzkach (19).

Gdy zalezno$¢ pomiedzy skladowymi predkosci punktéw ukladu %; i predkosciami
Lagrange’a g, jest liniowa, tj.

(28) ).Cj = c.la)(t» qs)‘.]m'*'c.l(ts qs)7

z réwnan Przeborskiego (24) wynikaja réwnania Appela wyrazone przez funkcje przy-
spieszen.

Idee PrZEBORSKIEGO znalazly kontynuacje w pracach uczonego radzieckiego M. F.
SZULGINA.

SzuLGIN otrzymal nader ogdlne réwnania réZniczkowe dynamiki nieholonomicznej
we wspoirzednych Lagrange’a, zawierajace jedna funkcje — energie kinetyczna lub energie
przyspieszefi. Podstawg wyprowadzenia tych réwnan stanowi aksjomat o mozliwoéci
uwolnienia od wigzéw oraz zasada najmniejszego wymuszenia Gaussa. Korzystajac ze
zwiazkéw (7) i (9), zasade Gaussa mozZna zapisa¢ w postaci

(29) (my; %, —X;~N))d%, = 0.

Wariacje 6%, nie sg tu jednak niezalezne, a do reakcji wigzéw wchodza skladowe N zalezne
od wlasno$ci ruchu mechanicznego i przy znanym charakterze realizacji wiezéw stanowiace
znane funkcje kinematycznych elementéw ruchu, oraz sktadowe

o/,

30 Nj= Ady =221,

ktére, na mocy (7) maja wlasnofci reakcji i moga by¢ okre§lone dopiero w wyniku ba-

dania ruchu. Zatem N, i Nj moZna nazwaé odpowiednio czgécia czynna i bierna reakcji R;.

Przechodzgc do niezaleznych wspdtrzgdnych Lagrange'a g, (u = 1, 2, ..., k) wyrazimy
zalezno$¢ (29) w postaci

(31 [L(T)-Q,~P,—Q,184, =0,
skad
(32 L(T) = Q,+P,+Q,,
gdzie
ox; ax d oT aT
( ) QF J aq“ Pu NJ aq“ > Lu(T) di aq“ aq“ >

przy czym, w wyniku badania wiasnoéci ruchu, wielkosci

(34) P:=Py(t)ql5 Q/l’ a}.) (4"‘5}'= 152)--'.)k)
uwaza Si¢ za znane.
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Na podstawie rownan wezidw nieholonomicznych, latwo jest siwierdzié, Ze

Wy .o
(35) 3—4-]"%"'% =0,
ofy <
36 504, =0,
(36) 35“ u

o=m+1,m+2,....m+h; r=m+1l,m+2,..,p),
gdzie, dla wigzéw (14) i (15), mamy odpowiednio
(37) Es = qu, & =4y

a @, jest wyrazeniem nie zawierajacym przyspieszen.
Wprowadzajac mnozniki wigzéw na mocy (33) i (36), otrzymamy

ofe
. P
(38) Q.= P¥+2, 3,
W ten spos6b réwnania ruchu (32) ostatecznie przyjmuja postaé
.
(39) Lu(T) = Qu+Bat P+ Ay 5o
u

W celu pelnego scharakteryzowania ruchu ukiadu, do réwnan tych nalezy dotaczyé réw-
nania wiezow nieholonomicznych (14)-(15) wyraZzone we wspdlrzednych Lagrange’a.

Oczywista jest rzecza, Ze uklad réwnan (39) jest réwnowazny ukladowi nogdlnionych
réwnait Gibbsa—-Appela z nieokre§lonymi mnoznikami

. a8 .. O
(40) o = Oat Pt E e gt

SzuLGIN stawia problem sprowadzenia réwnanii ruchu do najmniejszej ich liczby.
Wykazuje on, e z zaleznoSci zachodzacych pomiedzy wspéirzednymi kartezjanskimi
i wspélrzednymi Lagrange’a a skiadowymi predkoéci i przyspieszeri otrzymaé mozna
zwiazki

(41) -.751 = Ajvyv +Aj,
(42) 6%1 = Ajy 6&\”

v=1,2,..,r=k—h-g; j=1,2,..,3n,

gdzie §, 1 dg, sa wzajemnie niezaleZnymi przyspieszeniami Lagrange’a i ich wariacjami,
a Ay, i A; sa pewnymi okre§lonymi funkcjami zmiennych ¢, ¢, 1 g,, przy czym z (41) wy-
nika, Ze
0%

94y
Jesli wprowadzi€ teraz do rozwazan energie przyspieszen, to zasada Gaussa (29) na mocy
zwiazkéw (42)—(43) przeksztalei si¢ do postaci

N
9y

43) Ajy

(49

—Ev—Av)ayv =0,
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skad otrzymamy réwnania ruchu ukiadu bez mnoZnikéw wigzow

Ay
(45) 3Ziv - Ev+Av;
gdzie
(46) Ev = A.ivlfja Av = Aijj~

Rdéwnania te pozostaja prawdziwe i w nieholonomicznych wspéirzgdnych. Mogg one byé
przedstawione w postaci

OR "
“7 T = 0, R=S5-E,4,
lub
0
9) L)+ gt = B+0.

Roéwnania (47) mozna uwazaé za uogdlniona zasad¢ Appela-Meiera, a réwnania (48) —
za uog6lnione réwnania Cenowa.

Jak wykazal to MAsSLOW [6] otrzymane rownania daja si¢ uogdlni€ takZe na przypadek
ruchu ukiadéw mechanicznych o nieliniowych wigzach dowolnego rzgdu.

2. Rozwéj absolutnej mechaniki reonomicznej w pracach A. Wundheilera

Do WUNDHEILERA [2-4] nalezy priorytet w dziedzinie budowy absolutnej geometrii
i mechaniki reonomicznej. Majac na uwadze potrzeby mechaniki klasycznej zachowuje
on uprzywilejowana role czasu i rozpatruje wielowymiarowa geometrie odksztatconej prze-
strzeni Riemanna (geometri¢ reonomiczng), ktdra charakteryzuje sie grupa transformacji
wspoéirzednych
(49) x* = x}x", 1),

Badajac ruch nieholonomicznego reonomicznego ukiadu o energii kinetycznej
1  1s .
(50) T = Ealu(x”, Dx P +ay(x, t)x‘+—;—A(x“, 1),

otrzymujemy rozmaito$¢ konfiguraciji i czasu V,,,; o metryce
(51) ds? = 2Tdt? = a;,dxtdx” +2a,dx*dt+ A de>.

Réwnanie ¢ = const okreéla jednoparametrowa rodzing uprzywilejowanych powierzch-
ni V() w Vet

Wedlug WUNDHEILERA, ruch ukladu mechanicznego mozZna rozpatrywaé jako pewna
krzywa w Vi, lub jako ruch odwzorowujacego punktu w odksztalcalnej przestrzeni
V,(£) o metryce
(52) do* = ay,dx*dx*.

WUNDHEILER uwa%a za niemozliwe identyfikowanie punktdw w przestrzeni V,(t) po
transformacji wspdlrzednych, w zwiazku z tym bada niezmiennoéé réwnat wzgledem
ogblnej transformacji o postaci (49). Jednakze ta forma transformacji, zawierajaca pa-
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rametr ¢, nie daje mozliwoéci wykorzystania klasycznego rachunku tensorowego. Dlatego
tez WUNDHEILER proponuje odpowiednie zmodyfikowanie konwencjonalnego aparatu
rachunku tensorowego, wprowadzajac pojecie silnych obiektéw tensorowych.

Uklad n wielkoci nazwiemy silnym wektorem, jeZeli transformuja si¢ one wedhg
zwyklego prawa

g axe (0]
(53) VE = WV .
Poniewaz
. Oxt L 0x°
(54 dx® = axw-dx + 7 dt,

wiec dx® nie jest silnym wektorem.

af . . .
Jebli £ jest silnym skalarem, to 6—3{“’ jest silnym wektorem kowariantnym; w tym
przypadku
of af  Ix®

(55) oxt  ox®  oxt’
Kowariantny silny wektor

d .
(56) V= —a_kT = aA”x“-l-al
nazywa si¢ podtuzna predkoscig ruchu uktadu, a kowariantny silny tensor

a‘Z)l

(57) aA,, = W

—tensorem podstawowym.
Absolutng rézniczka silnego wektora »* nazywa si¢ wyraZenie

(58) Dot = dr+ T} v'dx* +I'Mvvds.
Analogicznie

(59) Dv, = dv,~I'} vdx*—Ttvdt,
gdzie

2Fm,/1n = alaua) + 3#“«»1 - amai;u
(60) 2% = 8y +0yap— 000y,
Iy =a*'ly,,, I'®=a>T,.

Pochodne silnych wektoréw okrefla sig za pomoca wzoréw

vaA = i‘I{A— +Fém4vv’
ox®
(61)
2 00 A 2
Vot = 5 +Io’ —atv , o*,

Na przyklad dla silnego skalara f otrzymujemy zamiast _31 wyrazenie

ot
EZ —a* af
ot ox*’

th =
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Wprowadzimy takZe pojecie tensora rozciggania przestrzeni odksztalcalnej V,(7)

1
(62) WZ;L = E (3lalgt_vual_vlau) .

Tensor ten w pewnym stopniu odzwierciedla specyfike geometrii reonomicznej. Moze
by¢ rozpatrywany jako miara rozciggania przestrzeni odksztalcalnej V,(t), poniewaz
znika on w przypadku ruchu sztywnego przestrzeni. Jednoczesne znikanie tensora roz-
ciagania i wielkoéci 4 —a;a* stanowi warunek konieczny i dostateczny skleronomicznosci
przestrzeni. Okazuje sie, Zze znikanie tensora rozciagania jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym przemienno$ci przemieszczen w V,(t), poniewaz

(68 —38)x* = WH(x"dr— dx"dy).

Do tej chwili rozpatrywaliémy holonomiczne parametry x* i odpowiednie transfor-
macje w postaci (49). Okredliliémy geometrie reonomiczng jako teori¢ niezmiennikéw
grupy transformacji wspéirzednych (49). WUNDHEILER rozpatruje réwniez transformacje
parametréw nieholonomicznych

(63) dg* = bj(g", t)dq’ +bX(g", t)dt.
Teorie niezmiennikéw grupy transformacji wsp6irzednych nieholonomicznych w postaci

(63) nazywa on geometria reonieholonomiczng. Przemieszczeniom, dla ktérych dt = 0,
odpowiadaja réwnania

(64) dg* = bldq'.

Przemieszczenia te tworza wirtualna reonieholonomiczng podprzestrzen. Wektor o
nalezy do tej podprzestrzeni wirtualnej, jezeli daje si¢ przedstawi¢ w postaci

(65) o = biv'.

W zastosowaniach geometrii reonieholonomicznej w mechanice znaczna rolg odgrywa
wektor

(66) S, = b} [% 9(B—b,b")—V, B,— BV, B,— WmB‘”],

ktéory WUNDHEILER nazywa absolutna sila od§rodkowa. We wskazanym wyraZeniu B®
jest tak zwana odwrotng predkoécia ukladu reonieholonomicznego

6D B® = p°—-bPY,

a B1i b; okreélone sa przez metryke odpowiedniej przestrzeni

(68) do* = by(q', t)dg'dg’ +2b(q’, t)dg'dt + B(q", 1).

Dla przestrzeni reonieholonomicznej tensor rozciagania wyraza sie¢ wzorem

(69) W, = bioiWw,,— B HY,

gdzie W,, jest tensorem rozciagania dla odpowiedniej nadrzednej przestrzeni reonomicznej,
a H} —jednym z dwu tensoréw krzywizny wymuszonej

(70) H} = b9BYV,bh,  HY = bPV,bY,.
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Wychodzac z uogdlnionej zasady Hamiltona—Ostrogradzkiego w postaci

{2

(1) [ BT+08xar = o,
1
gdzie
- d
(72) 5= oo =

oznacza silng wariacje przemienng z operacja silnej rozniczki ¢ wzdtuz toru, WUNDHEILER
otrzymuje ogélne roéZniczkowe réwnania ruchu nieholonomicznego, reonomicznego
vkladu mechanicznego w quasi-wspoirzednych w postaci

DY
(73) '—dt— +W]£‘Z)k = Q1+S1,
w ktérych kazdy czlon ma sens mechaniczny i jest wielko$cia niezmienniczg. Na przyklad,
w przypadku wirujacej ptaszezyzny S; oznacza od§rodkows site bezwladnosei. Stad nazwa
absolutny wektor odérodkowej. Czlon Wiv* mozna interpretowaé jako analog sily bez-
wladnoéci Coriolisa.

Zauwazymy na zakonczenie, Ze wspélnie z J. SYNGE i G. VRANCEANU zashuga A.
WUNDHEILERA jest zbadanie statecznoSci réwnowagi ruchu nieholonomicznego uktadu
mechanicznego przy pomocy metod rachunku tensorowego 1 geometrii nicholonomiczne;j.

W ogélnosci nalezy zauwazydé, 2e zasadnicze trudnos$ci powstale na drodze do zbadania
geometrii wewnetrznej nieholonomicznej rozmaito$ci udalo sie przezwycigzyé dopiero
w koncu lat czterdziestych uczonemu radzieckiemu W, W. WAGNEROWI w pracy Geometria
rozniczkowa rozmaitosci nieholonomicznych, ktéra otrzymala pierwsza nagrode na VIII
migdzynarodowym konkursie im. N. I. Eobaczewskiego w Kazaniu w 1937 r.

Budowa geometryczno-rézniczkowej aksjomatyki dynamiki klasycznej uktadéw nalezy
do ucznia W. W. WAGNERA — A. W. GocamaNa (patrz: A. W. Gochman, Geometryczno-
rézniczkowe podstawy klasyeznej dynamiki ukladéw, wyd. Uniwersytetu Saratowskiego,
Saratow 1969).
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Pe3zmome

PA3BUTUE AHAJIUTUYECKOM MEXAHUKH B TPYIAX A. IIIIEBOPCKOI'O
U A. BYHIXEWIIEPA

B crartee ocBelaeTcA BuIAIOMMItCA BIUIAL OBYX BHAHBIX mosbekux yuenslx A. IlureBopckoro
u A. Byynxeiepa B passuTUe aHANHTHYCCKON MCXAHMAKH.

A. ThueGopckuit ABNAETCA OMHUM M3 OCHOBOMOJIOMHUKOB HENMHEHHOH HEroJIOHOMHOH MEXaHMKH,
OH pacnpoCTpaHMII HA JUHAMHUKY MEXAHHUECKMX CHCTEM C HENMHEHHBIMHM HETOJIOHOMHBIMM CBA3AMH
nepBoro nopsaaka npuruun denambepa-Jlarparmika U yCTAHOBMUL JUIsi CHCTEM YKazalHoro Tuma ofoblen-
Hble JUHAMUYecie ypasHenus. Iambaefiee passutue ugen A. IToieGopckoro mosyuwsid B MCCIENO-
BaHMAX coBeTckoro yuenoro M. &, yneruna, KOTOPLIN ycTaonun Bechma obuiue nuddepeHIMansHble
ypaBHEHUsI HETOJOHOMHOM OHHAMHKHM B JIATPAHIKEBBIX KOOPAMHATAX, COAepKalye omuay (yHrumio —
KHHETHYECKYIO HHEPTHIO, MM IHEPTHIO YCKOPEMHH.

A. Byunxeitep — OQUH M3 OCHOBaTeNeH ITOCTPOEHUA aHATMTHUECKON MEXaHMKM FOJIOHOMHEIX M He-
FOJIOHOMHBIX CHCTEM H4 OCHOBE METOHOB COBpEMeHHOU NudQepeHnuansHOM reoMeTpu M TeHIOPHOro
ucyucnenusi. EMY NpHHAIEIKAT TIPHOPHTET B IIOCTPOCHMM abCOMOTHOH pPeOHOMHON reoMeTpUM U Mexa-
HHKH.

Summary

CONTRIBUTION OF A. PRZEBORSKI AND A. WUNDHEILER
TO THE DEVELOPMENT OF ANALYTICAL MECHANICS

The considerable contributions of A. Przeborski and A. Wundheiler to the development of analytical
mechanics are discussed in the paper. A, Przeborski is one of the founders of non-linear anholonomic
mechanics: he generalized the d’Alembert-Lagrange principle to the dynamics and mechanical systems
with non-linear anholonomic constraints of the first kind and thus derived the generalized dynamic
equations for such systems. The ideas of A. Przeborski were further developed by a Soviet scientist
M. F. Sulgin who succeeded in obtaining a rather general set of differential equations of non-holonomic
dynamics in Lagrangean coordinates involving but one function — the kinetic energy or the acceleration
energy.

A. Wundheiler is one of the co-founders of analytical mechanics of holonomic and non-holonomic
systems on the basis of the methods of modern differential geometry and tensor calculus. He has to be
considered as the first mechanician to construct the absolute rheonomic geometry and mechanics.

INSTYTUT HISTORII PRZYRODOZNAWSTWA I TECHNIKI
AKADEMII NAUK ZSRR, MOSKWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 sierpnia 1974 r,



