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1. Wsiep

Laminarny ustalony przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirnjacymi tarczami,
stozkami oraz powierzchniami obrotowymi od dawna zwracal uwage ze wzgledu na mozli-
wosci wielorakich zastosowan praktycznych; w pracach [1, 13, 14] szerzej oméwiono lite-
ratur¢ dotyczacatego rodzaju ustalonych przeptywow.

Ustalone przeplywy migdzy wirujacymi powierzchniami krzywoliniowymi byty badane
w pracach [4, 13, 14]. e

W pracach [2, 3, 7 - 12, 15] zbadano przeplywy wywolane drganiami skretnymi; prace
[2, 3, 7, 9, 10, 12]Jzawieraja badania przeplywdw migdzy plaskimi tarczami; praca [15]
daje opis przeplywu migdzy réwnoleglymi powierzchniami stozkowymi. Prace [8, 11]

Rys. 1

przedstawiaja opisy badan przeptywéw w szczelinach miedzy wspdtosiowymi powierzéhnia¥
mi kulistymi, z ktérych jedna wykonuje drgania skretne. Celem niniejszej pracy jest zba-
danie nieustalonego przeplywu cieczy lepkiej w szczelinie o stalej grubosci migdzy réwno-
legtymi, nieograniczonymi powierzchniami, z ktérych gérna jest nieruchoma (rys. 1),
a dolna wykonuje drgania skretne dookola wspdlnej osi symetrii obu tych powierzchni.

2. Réwnania ruchu

Obszar przeptywu cieczy pokazany jest na rys. 2. Dolna, ruchoma powierzchnia opi-
sana jest funkcja R(x) oznaczajaca promien tej powierzchni. Grubo§é szczeliny A, tj. od-
legto§¢ migdzy zakrzywionymi powierzchniami mierzona wzdluz normalnej do ruchome;j
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powierzchni, jest wielkoécia stala. Do rozwazan uzyjemy krzywoliniowego ortogonalnego
ukladu wspétrzednych x, &, y, zwiazanego z dolna powierzchnig. Parametrami przeplywu
s3 skladowe predkosci ., v,, 2, oraz ciénienie p. Ze wzglgdu na istniejaca osiowa symetrie
parametry przeplywu nie zaleza od kata 9.

Réwnaniami opisujgcymi przeptyw cieczy sa réwnanie ciaglosci oraz réwnanie Naviera
i Stokesa wyrazone w przyjetym ukladzie wspolrzednych [5].

Rys. 2 Rys. 3

Aby otrzymaé odpowiednia postaé tych réwnaf rozwazmy przedstawiony na rys. 3
element powierzchni ograniczajacej przeplyw z zaznaczonymi liniami & = const oraz
7 = const tworzacymi ortogonalng siatke. Wektorowe réwnanie rozwazanej powierzchni
mozna przedstawi¢ w postaci:

7O = 70(5, 77)

Potozenie dowolnego punktu przestrzeni — lezgcego w odleglo$ci { mierzonej wzdiuz
normalnej — okreéla wektor

F = Fo(€, M)+ LA, 7).

Kwadrat elementu dlugosci luku w ortogonalnym ukfadzie wspSirzednych &, 5, ¢ jest
réwny

ds? = (dn)? = i97—"+ciﬁﬂ)2d«52+("ﬁ° +ciﬁ—)2d * pde?
AT o " ag) T
Zakladajac, Ze wspltrzedne & i n pokrywaja si¢ z liniami krzywiznowymi powierzchni
oraz stosujac wzory Rodrigues’a [17]:
on 1 07 on 1 0r,

0FE ~ R, 0’ 0y R, on
mamy

(] o
2.1 ds _(65 1+~E dg? + 777— 1+R2 dn?+-dt?;
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gdzie R;, R, oznaczaja odpowiednic promienie krzywizny powierzchni. Dla powierzchni
obrotowej przedstawionej na rys. 4 w ukfadzie wspotrzednych X, Y, Z réwnanie wektorowe
przyjmuje posta¢ [16]

(2.2) Fo = iR(x)cosd +R(x)sind +kZ(x).

xk

a Z=
/ J
Y
Rys. 4
Podstawiajac (2.2) do (2.1) i przyjmujac
f=x, n=9, (=y,
otrzymamy po prostych wyliczeniach
2 2
2.3) ds? = (1 + y) dx?+ R L+ L) d9? +dy?,
.R]_ R2

przy czym R, , R, = R.

Wracajac do przeplywu stanowiacego temat pracy zauwazmy, ze y < h; przy zalozZeniu,
ze h € R wyraZenie okreS§lajace kwadrat elementu liniowego w ukladzie wspétrzednych
x, ¢,y moina zapisa¢ w postaci:

2.4 ds* = dx?-+ R*d%* +dy2.
Zatem wspdlczynniki Lamégo beda rdwne*)
H.=1, H,=R(x), H =1.
Postugujac si¢ nimi mozna przedstawi¢ réwnania ruchu cieczy lepkiej w przyjetym do roz-
wazan ukladzie wspétrzgdnych krzywoliniowych dla osiowej symetrii w postaci

M, . . R, 1 dp
@3 S g s e T
(azﬁ"' + 0*9, + LRL__a_‘v_‘__RZ_‘U _Eli:v)
e TTor TR TR R

*) W przypadku, gdy rownanie (2.2) dane jest w postaci
Fo = i Rcos? +jRsin? +kZ(R),

wspblczynniki Lamégo sg réwne

dZ \¥2
Hx=|:l+(—d?)j| N H0=_R, Hy=1,
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07)0 07)0 c?va R _
(26) —5;*4-7),\--5; +7)ya—y+ R‘Z)x‘Z)g =
_ (P Pw R o RTORZ
e Tt TR av T R TR
dvy dv, do, 1 dp }({?_37),. o, R 674.)
@7) T Uy Y dy o Oy "\ ay? R ox )’
1 0(Rv,) doy
28) - T ooty =0

gdzie przecinkiem oznaczono operacje rézniczkowania wzgledem zmiennej x.

Warunki brzegowe dla skladowych predkosci sa nastgpujace:
v, =9, =0, vy=Rwe™ dlay=0,
(2.9) » i

Ve =0, =0y =0 dla y = h.

Poczynione wyzej zatoZenia, ze i <€ R(x) mozna wykorzysta¢ do oszacowania wielkosci
poszezegolnych skladnikéw réwnan (2.5) - (2.7). W tym celu rozwaZzmy pewien przekrdj
szczeliny okre§lony wspdtrzedna x = L (przy czym zakladamy, Zze R(L) » ). Predkosé

obwodowa w tym przekroju jest vy = O(V,), a predko$¢ promieniowa jestv, = O (Vo%)

{18], gdzie oznaczono dla uproszczenia Vi, = wR(L).
3

R?
nia do réwnan (2.5) - (2.7) i pomijajac w kazdym z nich czlony male wyZszego rzedu
sprowadzimy je do postaci

Z réwnania cigglo$ci wynika, ze v, = O(Vo ) Wprowadzajac powyzsze oszacowa

dv, R , 1 @ 0%y
(2.10) 7 — _R Vy = _?E + ayz 5
o, &%y
(2.11) r 7}_(3_}‘—2 >
o 1 op v
2.12 Oy L PO
@12 ot o 9y ’ op?

3. Calki réwnain ruchu

" Rozwigzan réwnan ruchu (2.10) - (2.12), przy zatoZeniu s = const, bedziemy poszu-
kiwac w postaci zaleznosci funkeyjnych spelniajacych réwnanie ciaglosci (2.8), mianowicie:

3.1 vy = Rwe™G(1),

‘2
(3.2) o, = ZROZ LD
n on
2 12 1 12
(3.3) vy = — (VRLRRMF(% 7);

n
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dla rozkladu ciénien przyjmujemy

(3.4) P _ QR*+RR" 0P (n, 1)+ —é—szzK(r),
gdzie dla uproszczenia oznaczono
(3.5) n = —;:—; T = nt.
Podstawiajac powyzsze wyrazenia do réwnan ruchu (2.10) - (2.12) otrzymamy odpowiednio:
0*F ten 1 O3F
4G
(3.7) W —‘ING = O, .
OF 0P 1 0°F
(3.8) _ur

dr oy N o
W powyzszych réwnaniach symbolem N oznaczono liczbg Reynoldsa

N="

v

Warunki brzegowe (2.9) przyjmuja teraz postaé

aF '
1'-':6—77:0, G=I dI'd?’]ZO,
(3.9)
F = OF G=0 dlan=1
Tom an==
Rozwigzanie réwnania (3.7) mozna przedstawié¢ wzorem
(3.10) G=1,—il,,
gdzie:
cha(2—n)coson—chancosa(2—n)
;‘l = E)
o
3.11)
P sho (2—m)sinany—shéysina (2—n)
G2 — @
oraz
@D = ch2a—cos2a, o= —];r—
Wzér (3.1) po uwzglednieniu (3.10) prowadzi w zapisie rzeczywistym do zaleznoéei:
(3.12) vy = Ro Re[G(n)e"] = Rw(2 cost+ A,8inT).

Dla matych liczb Reynoldsa mamy
) 2
(3.13) v, & Rw(l ——17)“1 - —3]%—617 B8+8n—12n7 +3n3)]cos T+

Ny(2—17) 4+6n—3n2\ . }
+ g 1~ 30 SInTyp,
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natomiast dla duzych liczb Reynoldsa otrzymamy

(3.14) vy ~ Rwe *"cos(t—an).

Gdy N = 0 profil predkosci obwodowej jest prostoliniowy i okreslony zaleZnoscia
(3.15) . 7p = Ro(l—9).

Wynik ten pokrywa sie z rezultalami weze$niejszych badan [13, 14] dotyczacych przeptywu
ustalonego w szczelinie migdzy wirujacymi powierzchniami obwodowymi. Profile predkosci
v, dla réznych wartoéei liczby Reynoldsa pokazano na rys. 5.

i
1,0

n
o,g\~\
0,6

&\ \
%
04 o
% \
7
0,2 N

22 N
§§ Vo /Pew

Rys. 5

Napregzenia tarcia na zakrzywionych powierzchniach dla malych liczb Reynoldsa sa
odpowiednio réwne:
na dolnej powierzchni

_ % L0 (1+£c r— N sinz
o=y )T TR [V T gs)es T T

na gornej powierzchni

o (avq _ _pRo (N et Nin
ATy h 360 /77 TE

Dla duzych za$ liczb Reynoldsa otrzymamy

Rw .
oy = -._'u——/ a(cos T—sin 1),
1

_ pRw
i/

Profile naprezen panujacych na obu powierzchniach dla réznych liczb Reynoldsa
przedstawiono (dla dolnej powierzchni) na rys. 6 i (dla gérnej powierzchni) na rys. 7.
Wyrazenie -

oy =

afcos(z—a)—sin{(r—a)].

[Re(Ge™J? = %_(xﬂxg) + é—Rc[ﬂq —ih)2e2"]
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sugeruje istnienie rozwigzania réwnania (3.6) w postaci sum funkcji
(3.16) F(p,7) = P +H(me*™,  K(z) = Ko+K, e
Podstawiajac powyzsze wyrazenia do rownania (3.6) otrzymamy dla wyznaczenia ()
oraz H(n) nastgpujace réwnania rozniczkowe:
N ch2a(l—n)—cos2a(l—%)
2 & ’
sh2a(1—)[ch2a(14+) (A —n)—1]
@ H

utaj przecinkiem oznaczono operacj¢ rézniczkowania wzgledem zmiennej 7.

(3.17) P = NK,—

(3.18) H"' —2iNH' = NK, —N

A
A ophfuRe ohh/uRw
16 6
/\ 8 \ ﬂ
3——f 50—
INYAG D
é’\ \\/\ ‘ L,,‘\-Q
N=J N=§ /
/ T 0= 3 t'éh\ Lo
o N<0 —— S \ //_‘/é
\\__/ _ )
k/ \ \—/ )
-8 i -8
/ \\/ \ /
: -16
-6 72 T 3777 27 w2 I 3n/? n
Rys. 6 Rys. 7

Warunki brzegowe (3.9) w odniesieniu do funkcji ¥ oraz H mozZna wyrazi¢ w postaci
V) = V') =) =Y¥'(Q1) =0,
H@©) = H'(0) = HQ1) = H'(1) = 0.

Rozwigzania réwnan (3.17) oraz (3.18) okre$lone s3 wyrazeniami

(3G.19) ¥ = — Nf?n(l—n)— EOJT\ZT@ [ch2a (1 —n)+cos2e (1 —n)]+

+ SF [(ch2a+cos2a) (1 —n)+27],

NK, N
3.20 Y = — 0 23— " —n)— i —1) —
(3.20) ) 2 7 B-2n)+ 6’ ® [sh2o (1 —%)—sh2a+sin2e(l—n)

. N
—sin2e]-+ T6aid [(ch20+cos2a) (2 —n)+29],

3 3
3.21 . = ——— — 3
( ) —Ko 12D ‘(ch2a+0052a+2) —_a3_.ﬁ (sh2a+sm2¢x)
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oraz
, K,+A4 [slu/fﬂn+sh]/fﬂ(l -1) ]
322) H'(p) =" = —1|+
(3.22) ) T shy/2
/5 /5 B(1 — 47
_zi[sh 2+ ch2pshy2B0=n) o0y __U)])
2i shy2 f
K, +A [ ch)'2py—14ch)y2f—ch)y2p01—-n) - ]
323)  H( =J—_—[——~ - ~ V2 pn| +
629 ) 212 4i | shy2 B v &
LA {chl,/z“ﬂn;1+ch2ﬂ[ch;/Eﬂ—c11|.'*2*¢_3(1_—_772]~+
22 i shy/2 B

n 123 [sh2p(1 —v;)—shZﬂ]},

(ch]/fﬁ—l)(ch2ﬂ+l)~%shl/—fﬂshw
(3.24) Ky = A| — - - - —11,
_ 2(chy2B~1)— Y2 fshy2f

gdzie oznaczono

; " sh2a(l—i) j
1 . A=—(pz_, ﬂ=ot(1+l)
l}gzwijajqc powyisze zaleznosci w szereg potegowy 1 pomijajac wyrazy zawierajace wiel-
kosci mate wyZszego rz¢du, otrzymamy dla malych liczb Reynoldsa nastepujace wyra-

zenia:

3

Ko NE'(S',

Nn(1—n)(6—157457%)

Ly 7 ~

120
oraz
K~ 3 100N
20 4200
, Nn(1—n)(6—159+5n?
() ~ 1A= (6157 +57%)

120 ’

Hep = N7 (1—1127()) G=m)
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Na rys. 8 przedstawiono graficznie przebieg zmiennosci funkeji ¥’ (n) dla réznych wartosci
liczby Reynoldsa; funkcja ta, jak wynika z wzoréw (3.2) i (3.16), okresla ustalona czesé
sktadowa predkosci vy .

Aby wyznaczyé rozklad ciénien w poprzek szczeliny, wréémy do rédwnania (3.8),
ktére przepiszemy w postaci

op _ 1 O°F OF
o N om: ot

(3.25)

0,6

0,4}

02} | ] \}4/?2@01

-008 -004 0 004 008 012 016

Rys. 8

Uwzgledniajac pierwsza z zaleznodci (3.16) mozemy przedstawi¢ rozwigzanie réwna-
nia (3.25) w formie sumy ’
(3.26) P(n, ©) = P (n)+Pa(n)e?"™.

Po podstawieniv (3.26) do (3.25) otrzymamy
@.27) Pl = Ly
. TN

| - ;1 .
(3.28) _ Py = < H'~2iH].

Catkujac te réwnania przy spelnieniv warunkéw brzegowych:
P1(0)=H1’ P2(0)=H2,

wyznaczymy zaleZnoSci:

62) P = Hl—%n(l —m)— @1@ [ch2e (1= 7) +cos 20 (1 — )] +

1 .
+ D [(ch20+cos2e) (1 —n)+27],
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~ Ky +A [shy2 pn+shy2 f(1—n) 1]
(B30 PO =1t — [ shy/2 p ’

A [ sh)/2 By+ch2Bshy2 p(1—) ~ ]
+ 2IN[ Sh] 2ﬂ Ch2ﬁ(l 7/)
K, +24 { sh]/2 By—y 2 ﬂ7]+0h2ﬁ[|/ 2 ﬁ?}ch]/Z B+shy/2 g _7/)]}
26* sh;/2,5’
L7 e K +4 A
2-]/ 2,8 ‘2/5’ ch26(1 - n)+nsh2ﬂ] 2 ~ctgh)'2 B+ - i >ch2f.

4, Uwagi koncowe

Wzory wprowadzone w poprzednim punkcie pracy okre§laja pole predkosci i pole
ciénied w szczelinie o stalej grubosci s = const, migdzy powierzchniami o dowolnym
ksztalcie.

Przedstawione tutaj wyniki sa zgodne z wynikami cytowanych wczesniej prac. Podsta-
wiajac we wzorach (3.1) - (3.4) odpowiednie zaleznosci dla R(x) otrzymaé mozemy prze-
plywy w szczelinie miedzy tarczami, stozkami, badZ tez powierzchniami kulistymi.

Z postaci otrzymanych rozwigzan wynika, Ze dla przyjetego modelu przeptywu profile
predkoscei i ci$nien w dowolnym przekroju poprzecznym szczeliny sa niezalezne od ksztaltu
powierzchni wywolujacych ruch cieczy.

Z przytoczonych wykreséw dla sktadowych predkosci v, oraz v, wynika, Zze ze wzrostem
liczby Reynoldsa przeplyw «zbliza» si¢ do drgajacej powierzchni, na ktérej zaczyna si¢
pojawiaé warstwa przyScienna.

Otrzymane w pracy rozwiazania — zgodnie z zaloZeniem, 2e h < R-— zachowuja
swoja wazno§¢ dla dowolnego ksztaltu szczeliny jedynie w duzych odlegtosciach od osi
obrotu. W przypadku szczegdlnym, gdy — poczawszy od pewnej wartofci x = | — takiej,
Ze jeszcze h < R(l) zachodza zaleznodci R(x) ~ x, R'(x) &~ 1, tzn. gdy dla 0 < x </
powierzchnie tworzace szczeline tylko nieznacznie réznig sie od plaszczyzn, rozwiazanie
zachowuje swoja wazno§¢ réwniez w poblizu osi obrotu. Bowiem dla R(x) = x, R'(x) =
a rozwigzanie pokrywa si¢ z wynikami uzyskanymi w pracy [2] dla przeptywu migdzy
drgajacymi skretnie plaskimi tarczami.
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Pesome

TEUYEHHUE BA3KOM MXUIKOCTH B WEIH MEXIY IBYMSI
[TOBEPXHOCTJSIMM BPAIUEHMS M3 KOTOPBIX OOHA HEIIOOBHDKHA
A BTOPASA COBEPIIAET KPYTIWIBGHBIE KONEBAHMA

B pa6oTe paccMaTpUBAETCS TeuenHe BI3KOH YKHAKOCTH B IHETH MEKAY MapasUIeJbHbIMH KPUBOJH-
HEHHBIMH MOBEPXHOCTAMH BpAIHEHHS ¢ BEPTUKAJILHOH OCbIO CUMMETDHH, NIPMUYEM, BEPXHAA IIOBEPXHOCTH
HEMOABHIKHA 8 HIDKHAA COBEPIIAET KPYTHIBbHbIE KoJjeGaHusA.

JUIs peleHus 3a0auy IIPUMEHSIIOTCST IMHEApH30BaHHbIC YPABHCHHA ABIKECHUA BASKOH M(HAKOCTH
LISl OCECHMMETPHUECKOrO TEUEHHS B CHCTEME KPHBOJIMHCHHBIX KOODAHHAT X, ¥, ¥ CBA3AHHBIX ¢ HIDKHeIl
ITOBEPXHOCTRIO.

HOHY‘ICHBI (bopmynbr ONpPEACIIAIOIUNE TAKHC NMapaMeTpbl TCUCHHA KaK KOMITIOHECHTLI CKOPOCTH Uy,
V0, vy M JABJICHHE P.

Summary

VISCOUS FLUID FLOW THROUGH IN A SLOT BETWEEN TWO SURFACES OF REVOLUTION:
ONE OF THEM FIXED AND THE OTHER ONE — TORSIONALLY OSCILLATING

Laminar flow of an incompressible viscous fluid is considered in a slot between two parallel surfaces
of revolution having vertical axis of symmetry: the upper one is fixed and the lower one — torsionally
oscillating. The linearized equations of motion of the viscous fluid flow for axial symmetry are written
in the intrinsic curvilinear orthogonal coordinate system x, ¥, y linked with the lower surface. As a result,
the formulae defining the velocity components v, 2o, 2, and pressure p have been obtained.
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