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SCISLIWEGO NIELINIOWO SPREZYSTEGO
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W pracy poddano analizie drgania wiasne cienkiej powloki stozkowej wykonanej z ma-
terialu jednorodnego, izotropowego i Sci§liwego, dla kiérego zalezZno$¢ pomiedzy napreZe-
niami 1 odksztalceniami jest nieliniowa, ale odwracalna.

Ograniczajac si¢ do analizy matych drgaf przyjeto zwiazki geometryczne w postaci
liniowej, zakladajac przy tym prawdziwo$¢ hipotezy Kirchhoffa-Love’a.

1. Podstawowe réwnania i zwigzki

Rownania opisujace swobodne obrotowo-symetryczne drgania podiuZne i poprzeczne
powloki stozkowej majg postaé [4]

ON, 0%u
N+ —a—;s——NZ = 2@11@3—5,
(1.1)
oM, 9*M, oM, _ w
2 35 + 352 S— 75 +Notga = —2ph atz—s,

gdzie N,,N,, M,, M, oznaczaja sily normalne i momenty zginajace odniesione do
jednostki diugosci powierzchni $rodkowej, u(s,t), w(s, t) — skladowe przemieszczenia
punktéw powierzchni $§rodkowej odpowiednio w kierunkach stycznym i normalnym,
s — odleglo$¢ dowolnego punktu powltoki od wierzcholka stozka, o-—kat pomigdzy
normalng do powierzchni §rodkowej 1 osia powloki, 24 — grubo§é powloki, o — gestosé
materiatu powloki.

Zgodnie z hipoteza Kirchhoffa-Love’a skladowe obrotowo-symetrycznego stanu od-
ksztalcenia dla elementu warstewki odleglej o z od powierzchni §rodkowe] wyraZaja sic
wzorami

&1z = &1 2Zx,

€3z = E3+Zy,

gdzie
ou 1
(1.2) 61=—7-0 &= T(u+wtgo¢)
sa skladowymi stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowej powloki, a wyraZenia
*w 1 ow
&9 - T T T

charakteryzuja zmiane gléwnych krzywizn.
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Zajmiemy si¢ z kolei okresleniem skladowych stanu naprezenia. Potencjal spreZystosci
ciala izotropowego przedstawia wyraZenie [1]:
V(EO > 7P%) = (DV(GO) -+ (pj (}’%) )
gdzie

£0
(pv(eno) = 9Kf eox(eo)de
0

jest praca odksztalcenia objgtoSciowego,

70
3
Dy(yg) = ~2—Gf Yoy(¥o)dyo
0

— pracg odksztalcenia postaciowego,

Eizt 8,1 Es
3

£y =

— $rednim wydluzeniem,

2 3 3 2
Yo = 3 ]/(81:— €22)° + (e2:— 832)° + (€32~ £1.)7 + 3 (7:112z+ Y23z 1 ¥352)
— intensywnos$cia odksztalcen stycznych,

E E

K=50-2y = 24y

— modulem S$ciSliwosci 1 modutem odksztalcenia postaciowego.

Modut Younga E'i liczby Poissona » sa stalymi materialowymi wyznaczonymi przy matych
odksztalceniach.

Zalézmy, ze funkcja wydluzenia x(eo) oraz funkcja odksztatcenia postaciowego y(y3)
moga byC przedstawione z dostateczna dokladnoscia w postaci [1]:

x(eo) =1, yyd) = 1-g,98,

gdzie stala g, wyznacza si¢ dodwiadczalnie.

Niech dla jednoosiowego rozciagania-§ciskania migdzy naprezeniem ¢ a podluznym
odksztalceniem & zachodzi zwigzek

1
(14) 8=E(I+a302)0,

wtedy zalezno$¢ miedzy wspélczynnikiem a3 a stala g, ma postaé

9 G
g2 = TG (1+ 3—K-)a3,
lub wyrazajac moduly K i G za pomoca stalych E i » otrzymamy

E»}
2

3
2(1+») °

g, = ay, gdzie v, =
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Zalozone powyzej zwiazki bardzo dobrze aproksymuja rzeczywiscie zachodzace zaleznoéci
dla wielu waznych w zastosowaniach technicznych materialéw (np. miedz, aluminium,
stopy miedzi i inne). Stosujac oznaczenia

_
b= e 030,

potencjal sprezystoSci wymienionych materialéw mozna wyrazi¢ w postaci

£
V = —';“KOZ'*- Of O‘idE,',

gdzie
o; = E(1—bed)s;, b= as, EW3.

Wielkos¢ 0 jest wzgledna zmiana objetosci, wielkosci ¢y, &; sa odpowiednio intensywnoscia
naprezef i intensywnodcia odksztalcen.

Zatozenie cienkos$cienno$ci powltoki pozwala, tak samo jak w teorii plyt cienkich, trak-
towaé elementy powloki, jako bedace w dwuwymiarowym stanie naprezenia, stad z uogdl-
nionego prawa Hooke’a, przyjmujac oz, = 0, otrzymamy

v

1—»

1—2» :
(E.1z+£2z) b = —‘1’;’;“‘(612'{'622):

€3z
2 __ _ﬂ’_ "2 "2 . __l_ 2
gy = 3 [vl(cl_z+82z)+7’261262:+ 4”0'}’121 ’

gdzie oznaczono

w——l——v +1 | l——i 2—1}-—1-1)
LT ()2 RN (e 0

Poniewaz w przypadku drgafi obrotowo-symetrycznych podiuznych i poprzecznych
Y12z = 0, to

4
£ = —-3~(ao+zal +z%a,),

g;izie ay = v1(£f+1§)+v2 £ £,,
' a, = 2w, (ay0ty +e,55)Fva(e 2+ e2%y),
ay = v, (G + 5 vy, %,.
Pochodne czastkowe funkcji V(e,,, &,,) okreslaja sktadowe stanu naprezenia

o oV

Oz = = Oz =
1z aslz s z 682: »
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stad
4 16 1
Ulz :TE[’V:;gl+V482+Z(")3%1.+V4%2)]""TEb dp 1’161+77’262 +
1 1 5 1
FZ o\ Vit V2% +a; 7’181'}‘—2"’262 +z°1a, ”1”1"‘?”2%2 +
1 a 1
+a, V161+—5V2E2 +z7a, vl_x1+»—2~v2xz ,
4 16 1
(o :TE[V3E3+V481+Z(’V3%2+'V4%1)]_—9—Eb [#1 1’182+j")2£1 +
1 1 2 1
+z)aq v1x2+7w2x1 +a; v162+711261_ +z7a \vy %, + 21)271 +
. 1 ,
+a, 1’162—2~1)261 +za (v %, + vzwl
natomiast
1-2v _i + 1-2»
ENt IS T 2T ag oy

Dla cienkich powlok sily i momenty dzialajace w przekrojach powloki na jednostke
dtugosci powierzchni §rodkowej zwiazane sa (w przyblizeniu) z naprezeniami zaleZno$ciami
h

fcr“dz, N, = fcrzzdz,

—h —h
h h
M, = — fcrlzzdz, M, = — fo'zzzdz,
—nI —-h
stad po wykonaniu calkowania mamy:

= — 1 — 1 1
N = B(r3e1+v,8)— B, aq (”1 &+ 572 82) - B, [a1 (”1'%1 + 572 %2) +a, (”1 &+ E 62)] s

— — 1 — 1 1
N, = B(vses+vse,)—B,a, (”1 £y +7”281) “32[01 (?’1 %2+ 77’2%1)4‘02(7’1 &+ 51’231)],
— — 1 1
M, = — D@3, +v,%,)+ B, | a, ”17‘1'}‘—2‘7’27‘2" +a, ”181+7”232 +
— 1
+ Bsa, 7’17‘1'}‘57’2"2 ,

—~ = 1 1
M, = —D(v3%,+v4%,)+ B, [ao ("’1 %yt _2‘1’27‘1) +a, (”1 &+ 72 61)] +

— 1
+B302 ('Vl K2+ 31/2%1>,
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gdzie

— 8 — 32 — —
-—8—Eh, D= ____Eh3, Bl ——Ebh Bz = 3—2Ebh3 _B3 = 3—Ebh

B== 9 45

Jezeli podstawimy powyzsze zaleznosci do ukladu réwnah (1.1), a wystepujace w mich
wielkoéel ag, ay, a3, £y, €2, %, , %, Wyrazimy przez u i w za pomoca zwiazkéw (1.5), (1.2)
i (1.3), otrzymamy poszukiwane rownania obrotowo-symetrycznych drgan powloki
stozkowej w naste¢pujacej postaci:

[ o  1( ou w\ 1 o2u [ou)’
B[v3%+?(vsg+v4tgaa—s)—?v3(u+tgaw)] Bl{3v1 {{'(_E‘_) +

L O LR LI NS o K “ow n ’
P\ G a T e e YT 2N ey ) B ”1(”1+”2) +

1, 12)(62 0%u , 0% ou\* 6u)2
+?2—(1_/1+ 32|\ 552 u+2tgocazuw+tgaas w2+ G5 uttgo En w+

ou ow , Ou 0w 113 , 0w ow
+2tg —a— a—+2tg —a&—‘*a?W)-f-s—sl:—f'VlVZtga(u W+2tgau—5w+

ow 1 ou ou du
20 22 02 | 22 .
+tgla asw) (v1+2v2)(a u+2tgaa uw+tgoca w)]

1 3 2 20002 | bad3 = | of OPu [ 2*w ?
- Fvl(v1+v2)(u +3tgauw+3tgauw? +tgiaw®) e — B, (vt 72 \ 5 +

Ou ®w 6_2@)_ 3 *u *w ﬂ+_6i Pw 6_w+u *w 0*w 4

os 0s3 0s? 2\ 052 9s% Oz os 0s3 Os 0s® ds?

1.6 ’

(1.6) +t *w '62ww lt ?w\* ow + ( +v) *w 4
8457 a2 W TN G ) B | T TG B

1, 1\ o2 [ow\® . ou 8*w ow 3w ds 62_w)2
+s—2(”1+7”2) (——asz ) TP e s e aw Y\ ar) T

4210l s ga] Y 2w+2t Pw(ow\ L3 a2
8Os s T B B2 B 0s* \ Os 55 |27 8% g
w

)3

1 ou [ow\? 0*w ow 3w ow

— 2 a2 ket St oo A
(”‘+ 2’2) ( R (as_) U s THEA G )]

3 aw\? aw\”* &u
- ?4—1:1(1}1 +v2)(u(a—s) +tga(—és—) )} = 20h——, FER

BtOLL u 1 (+t )+5 a4w+£as_7__1_az +_.l_a_w._
BX| 7y T2 gaw.. Bt TS a8 T s 02 1 50 o8

- 1 a\® 1, 1\ {ou) au)z)
"“.Bltga[z /VI'VZ(as) +s—2‘("}1+71}2) ((E) u+tga 'és— wi+
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3

ou 1
53 vlvz(al u? +2tg06'-a~”-uw+tg AW )+}i—vf(u3+3tgau2w+3tg2cxuw2+

A3y oy B2 2,\2 a2 2 3
2| - B, D 0n O [P DPw O%u Du P
Highow )] B2 [31}1(2 ds® Os 0s? ( s ds? +E T O 0s3

(6u )2 0 w) 3[ (03u ou dw  Pu  Pw Pu 0w
V¥, t

s | os* o5 0s Os t o ¥ (7.92_+ 8% 057 o
62u> cw 2w 0w 2t 0*u OPw w4 2ton 0? u 0*w Ow
W U OW 8
352 ) Tas T asE Mgy T8 G 8% 2T G52 s T
Ou B B B Bu P 3t L ou(oPw)
0s W ast TR Ay o EO 5y 5% oy B 05 \os2

i) 27(?2“" o (’)?ui_i_ ou 25137”: +_1 1’2+l1}2 5 Bu y ow
VTR0 052 as 0s? ds | 0s® 2\ a7 Yos T

+2tan 03u ﬂw-}—ﬁl—(—}jﬁ- du dw 44 *u  O*w a4t 0%u 0*w
805 Og 952 Bs b5 ot Mg THBR G g Wt

o2 ow \2 22w 3 3
vt T (2] a2 D B P g T

0s% \ Os ds  0s? ds 0s?
+10tgat (;u (3;': (a—‘: +u? ?;ff +2tgou o L Atgou ‘;3”' +3tgau( gz)f)2+
+tg “74‘4‘“’ +4tga- ?;‘;’ %?w-}—?:tgzoc ((;—?;i)zw+2tg2a 62): (%)2)+
%—[(91}111 — 4y —292 )tgot(u 6;21 —g{v— +tgo ((332,21 —?%w) +

9 ou [ow)® ow\®
+(5”1V2—4V§—2V%) tgaﬁ(~5) +3v1v2tg2a(a—s) -

1 “0%u ow o*u ow ou\” ow du 62w
_ }2 a2 YA . " . A
(“+ 2”2) (4 as2 s THBE G w+3( as) a5 0t

ou 0*w 3w 23w Pw :
+6tga 35 757 =W+ 2zu? Fr +4tgoauw—— e w+2tglo——5 ErEa )!
1 ou ow du ow , O%w ?*w
TE [(37’11’2+1’f—7’%)( s —.)—+2tg N 7Sw+ e +2tgau- s 5 Wt

0w ow\? ow\’
+tg2a 252 w2)+3v1(v1+4v2)tgoc(u(—(%—) +tga(ﬁ) w)]+

9 , Ow ow L w _ L[ o%w azﬂ)z
+—ys—?1(v1+V2) (u s +2tgozu-a~s«w+tg oc—a-s—w — B3 31 8—s4_ 7 +

Y CE e T P e T CEA A
6s 0s? + 12 0s* ds? Os 0s3 os
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3w | *w\? 1, 1\ /a*w/ow\®  %w 2w ow
+2”1(”1+”2>a.;3’(a7) ]* e\ e st

2w\’ T, 1,\[, &w/[ow\® *w\* ow
Ei(f; +(§) )_F (”“L‘z'”z 2557 ‘a;‘) +3 ‘w) )
1 2 0*w ( ow ? 3 ow 3 LET
- By, -|-1'1~—1;§)—a}2~— (H) +-?5~1-'1(1J1 +v,) ( % } = —2oh R

2. Przyblizone calkkowanie réwnafn ruchu

Uklad réwnan (1.6) scalkujemy w sposdb przyblizony metoda Bubnowa-Galerkina.
W przypadku powloki stozkowej z wierzchotkiem Scigtym, o swobodnie podpartych kra-
wedziach, zakltadamy funkcje u, w w postaci sumy

uls, 1) = D) Un(OFus),
m=1 )

.1

w(s, 1) = D Wul)guls),

=1

gdzie U, (1), W,(t) sa nieznanymi funkcjami czasu, natomiast f,(s) i g.(s) przyjmujemy
w postaci _
(22) Ju(s) = cosnm‘s‘—_l'sl, gm(s) = sin mﬂﬁ:lt“
Funkcje (2.2) spelniaja tylko kinematyczne warunki na brzegach powloki, natomiast
warunki statyczne sg spelnione w przybliZzeniu [3].

Po wykonaniu catkowan i uporzadkowaniu oraz wprowadzeniu wielko$ci bezwymiaro-
wych

UI" m
(23) X:__-_ﬂ, Z=_.W_’ T=fl)f, 0=(L,
) ) T
gdzie m jest pulsacja podstawowa drgan rozwazanego ukladu, wf = o a 0 bezwymiarowa

czestoscig drgan, otrzymamy dla kazdego m dwa nieliniowe réwnania rozniczkowe zwy-
czajne wzgledem funkcji X, Z

d2
02 Fg"‘}'ﬂoX—‘ﬂlZ = b(ﬂ2X3_‘ﬂ:;XZZ"}'ﬁA_XZZ—ﬂsZB),

(2.4) s |
02+ 70 Z=yi X = b=y X3+ ps X2 Z—paX 22 +y5 Z7).

Poszczegdlne wspotczynniki ukladu (2.4) maja nastgpujace wartosci:

) _ dyr’tgds
ﬂO - cl ’ 70 - d]_ B
31 _dyr

ﬂlz"4) '})1_"[—11—,
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¢ =

&)

Cy

Cs

Cs

Cop = "’11’23](:2 +'V1

d, =

dy

= 1+2k+2(1+

i

. ‘ )
= 1111/24p2k2[1 +k+%<1— —8})2—)k2]+w} 4§ [1 +2k+2(1~

3—[1+ k+<

[1+ k+——k2+ k3 ( %)k%l(l——%)ks],
p p .

F. TwarDOSZ, T. WEGNER

B2 = 0_1, Y2 = 4.’
g, = " ds1* + 84,
3 cl > 3 = dl' 3
_cer?tges _dgri+gdyr
64 - 01 3 }’4 - d1 >
cgr’4geor dyor*+gd, r*+g%d;,
195 = Vs = d s
(2] 1
2
R 2h
"= g=(‘§')- “=T XS
1 5 15
2 3 el R I A3
p)k ( 12)k+5(1+p2 2p4)k’
2| 5 5 1 25 5
2 [t A< S I B
{1+2k+2( 4p2)k +(1+ 2P2)k + s (1+ & 4p4)k ],

4 . 1 4p 3 1 3\,
P I N e

5 2
> e

Pz)k3+ 1(1—12—52+ 655 )k"] 2 40° k2[1+/c+ : (1+ 21 )k]

5 8p? | 49p* 9 3 4p?

3 5 1 5 . 141)
= P,V 3 ~— S 2 - - 3 2
v,,2p [1.+ 2k+(1+ 8p2)k + 4(1+ 4p2)k] Lk (1+ k)

+1/2 pk2(1+ lk),
2
2 2p? 3 2
[1+k+ (1 ) ] 1' 3 [1+k+ ( 81)2)16},
p L1 ) . _
2 __CSs

1+-—k+i0~(1~ 3 )k2+i(1——37)k3+( *5 +—l—5—)k4
p 2 p* 2t

1 15 45\ ,
+'6'(1_W+27)k’

ARV

6
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2, 1 3 4p 3\,
ds —-1/31—)k [l+k+ 3 (l— 2 )k ]+v4—3—[1+2k+2( ) 2p3)k +

3 1 5 15 '
= i 1= =2 22 e
+( pz) +5(1 1)2+2p“)k]’

1y, 1 55
4)2)" +?(“@T+

295 Y, .1, .2 [ 1 5 p 1 15
i Sall | . 28 g2 _ 2
.+ 32 )k ]+v1p I+k+ 3 1 47 k% |+73 k I+k+ = 3 1 57 k|,

203 11 '
— 0, 21— |2
ds = v,7, 3 [1+2k+ (l §p? )k (

1 4p? 3 7 1 7
— 2 — 2 . — k= |3
ds = v,7,2k (1+ 2k)+¢1 3 [1+ 2k+(1 sz)k + (1 41)2)k ]+

p? 3, 15\, 1{, 15\ |
I Ry (A

2
+v32

19 1 19 , 4p° 5
=P, 3 ki I 2% ST I Tl § A< 2 ~
dy = v,7, k [1+ k+( 8p2)k + ) (1 o )k]+v1 3 [1+ 2k+
10 115 1801),, 1 115
+T(1 ) ( ) (1‘12—175*967)" +€(1‘s—pz‘+
1801 , 4p* 3 5,1 5,
32p ) ] k[1+7k+(1+ 8 =7 k*+ 4 (l+ 4p2)k ,

1 15 51
. 2 — 2 2
dg = v,v,2pk [1+k+ 3 (l 7 )k ] _p k2,
27 )., 1 45 3695 \ .
47 )k + 3 (1 —4172 + 288" )k ] +

, 113p3 1 4839\, 2113p s 1( 3615)2}
+i— k[1+l+3( 904p2)k o k| 1+k+ 5047 |

dy = v,v,2p" [1+2k+2(1 8272)k2 (

3 39\, 1 39 3]
1+—2—k+(1— sz)k +Z( 4p2)k +

« 3 47\, .1 47\ |
[1+‘7k+(1— 8p2)k +?(1 4p2)k]’

20p? 1 8p*
dyy = vyv, 22 k2(1+—k)+vf—19)-

+13-L

2
du = %‘d%

przy czym

= mn, k=rtgﬂ, ﬂ=%_a

7 Mechanika Teoretyczna
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W ukladzie réwnan (2.4) wyrazy nieliniowe sa mate w poréwnaniu z liniowymi. W zwiaz-

ku z tym mozemy dany uktad traktowaé jako stabo nieliniowy. Zastosujemy zatem do roz-

- wiazania metode malego parametru [2]. Aby wyznaczy¢ przybliZone rozwigzanie okresowe

wykorzystujemy fakt, ze nieliniowo$¢ ukiadu wplywa na wielko$é okresu drgan swobod-
nych. W zwiazku z tym poszukujemy rozwigzania w postaci rozwinigé

X= X0+bX1+b2X2+ ceey
2.5) Z = Zy+bZ, +b*Z,+ ...,
= 03+b01 +b202+ cane

Rozwiniecie poszukiwanej czgstosci drgan w szereg wzgledem poteg parametru b pozwala
wyeliminowa¢ z rozwiazania cztony sekularne i uzyskaé przyblizone rozwiazanie okresowe.

Po podstawieniu zaleznosci (2.5) do ukiadu (2.4) i rozwinigciu lewej i prawej strony
rownan w szeregt wzgledem poteg parametru b oraz przyrownaniu do siebie wyrazow
stojacych przy tych samych potegach &, uzyskamy rekurencyjne uktady rownan réznicz-
kowych:

d*X,
03 p — S+ BoXo—8:Zo =0,
(2.6)
d*z,
63 = +90Zo—v1Xo =0,
d*x d*X,
00— e 21 +ho X —p12Z, = -0, dv 20 +f92Xg_ﬂ3X§ZO+ﬂ4X028_ﬂSZSa
02 1 +Yo 2~y Z; = _61;_d772 72X0+73X§ZO_'}’4XOZ(2)+75Z8,
a*X. d*X, d*X
05— 2*+ﬂoX2 B2, = —0, drzo —0, drzl +30,X5X,— (X Z, +
2.8) +2Xo0Zo X 1)+ Bul(Z3X +2X0 Z0 Z,) -3 Z3Z,,
' ,d*Z, d*z, . d*Z, ,
5—— g +yoZy—y1 Xy = —0,——- P 61,7"372}(0}(14'
4132, +2Xo Zo X))~ 7 (Z X, +2Xo Zo Z)) + 35 Z3 2,

Niech funkcja Z(z) spelnia warunki poczatkowe

(2.9) Z(0) =B, Z(0) =0,

wtedy ‘
Zo(0) = B, Z(0) =0, Z,0) =0, ..,

(2.10) Zo(0) =0, Z,(0)=0, Z,0)=0,...,

gdzie kropka oznacza pochodng wzgledem czasu.

Rozwiazanie nasze ograniczymy do drgan swobodnych Jednoczgstoémowych W tym
przypadku warunki poczatkowe dla funkcji X(7) zaleZza od warunkéw poczatkowych dla
Z(7) i wynikaja z rozwigzania zagadnienia jako warunek konieczny drgan jednoczesto$cio-
wych.
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Rozwiazania szczegdlnego ukladu réwnan (2.6) poszukujemy w postaci

on = A,cost+A,sint,
\Zo

Bicost+ B,sint.

Podstawiajac zalozona posta¢ rozwiazania do (2.6) uzyskamy dwa algebraiczne uklady
réwnan
.[(/30_0%)141—/91 B, = 0, {(/30"9(2))142”‘/3132 =0,
\~y14:+ (ro—08) By =0, —y1 42+ (yo—05)B; = 0;
stad warunek istnienia niezerowego rozwiazania ma postaé
/90— (2), _ﬂl

= 0.
—¥1s Yo—0s

Rozwiniecie wyznacznika daje rownanie dwukwadratowe na czesto$é drgan wlasnych ukladu
zlinearyzowanego (b = 0), mianowicie

(03> = (Bo+y0)05+Bovo—Biy: = 0,
skad

2 Botye . Bo—70 )
(2.11) 0 = 5 s ]/(T) +Biyi.

Uklad zlinearyzowany ma dwa szczegdlne rozwigzania harmoniczne o czesto§ciach okreslo-
nych wzorem (2.11). Pierwsza wyzsza czestoé¢ (znak +) odpowiada drganiom podiuz-
nym, druga nizsza czgsto$¢ (znak —) drganiom poprzecznym powloki. Drgania te zachodza
dla $cisle okreslonych warto§ci wspolczynnika postaci drgan wlasnych

A A
A=t =22
B, B,
Wartoéci te wyznaczamy ze zwiazku
B Yo—03
2.12 A= = .
@13 Bo—03 Y1

Poniewaz A, = AB,, A, = AB,, wiec dla warunkéw poczatkowych ZO(O) = B, Z,(0) = 0,
mamy B, = B, A, = AB, B, = 0, A, = (. Ostatecznie rozwiazanie szczegélne ukladu
zlinearyzowanego (2.6) ma postaé '

2.13) X, = ABcost, Z,= Bcosz.

Po podstawieniu powyzszego rozwiazania do uktadu (2.7) uzyskujemy uklad réwnan

0 dr?
d*z

og—dgz—l— +yOZ1—le1 = RLCOST+R20053T,

6 + BoX,~B,Z, = P,cost+P,cos37,

(2.14)

gdzie P, = AB0;+3B%,, P,= B%;, Ry=B0,+3B8, R,=2DB%,

A
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za$

P = (B2 2= By 4 fu A o),

1 2
ry = Z(_7223+y3 A= ya htys).

Aby uzyskaé periodyczne rozwigzanie powyzszego ukiadu, zakladamy rozwiagzanie szcze-
g6lne w postact
X, = C,cost+C,co831+C3sint+ Cysinl3z,

Z, = D;cost+D,cos3t+ Dysint+ D,ysin3t,
ktére po podstawieniu do (2.14) daje cztery algebraiczne ukiady réwnan:
(Bo—03)Ci~B Dy = P, (Bo—908)C,—p, Dy = Py,
71 Ci ¥ (o—0?)Dy = Ry, —9,Cy+(yo—903)Ds = R,,
(/30“0(2))(:3“/91D3 =0, (/30“908)04_/91D4:O: .
~y1Ca+(o—05)Ds =0, —y,Cat+(yo—903) Dy = 0.

Wyznaczniki charakterystyczne ukladdw réwnan (2.15), i (2.15)5 sa réwne zeru. Warunek
istnienia rozwigzanl ukiadu. (2.15), ma wigc postaé

Py, B Bo—03, P,
Ry, 7’0_0(2) v, Ry
étqd wykorzystujgc zwiazek (2.12) mamy
Py, +R,f; =0.
Po podstawienin P, 1 R; uzyskujemy warunek
(ABO,+3B%p,) ky, + (BO, +3B%,)f; = 0,

(2.15)

H

z ktérego wyznaczamy
(2.16) 0, = —B*},,
gdzie
. 9, = 3(Ayipy+Bir0) i
Ay +hs

Dla wyznaczonej warto$ci §; rownania uktadu (2.15), sa liniowo zalezne. Migdzy statymi
C, 1 D, zachodzi zwiazek

3(p—Ary)
C, = ML Y ps .
! ( Ay +p, D
Podobnie réwnania ukladu (2.15); sa liniowo zaleZne, stad zwiazek miedzy stalymi
C3 = )&D3.

Z ukladu réwnan (2.15), wyznaczamy state C, i D,, otrzymujac
C, =B, D,= Bz,
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gdzie
e +piry e, = fo—903,
Xp = ————= " N
ere;— iy ey = yo—900,
. o vt
Yoeiea—fiys
Analogicznie z rownan (2.15), mamy
C4 = D4_ = 0

Wykorzystujac warunki poczakowe Z;(0) = 0, Z;(0) = 0 dostaniemy
D1+D2=0, D3+3D4_=0, ‘
stad
D, = —D, = —B%, oraz D3=-3D,=0.
Poslugujac sie wyznaczonymi wartosciami stalych D, i D3 uzyskujemy

3(py—Ary)

= 3,‘ t by = —_—— "
C, = B3x, uox 2( FE zi1,
Cg, = 0

Rozwiazanie szczegdlne ukiadu (2.14) ma wiec postaé
| X; = B3(x;cosT+x,c0837),
(2.17) 3
1Z1 = B3z,(cos3r—cos 7).

Podobnie postepujac uzyskujemy
{Xz = B%(x3c08T+x,c0837+X5Cc0857),

Z, = B3[z5(cos31—cos 1) +z3(COs 5T—Cc0s )],
dla A, = —B*$,, gdzie

(2.18)

9, = 7”71P2+ﬂ1"2’ X; = l( D2~y 22—z, "

2y +8, APy +B, -
+e, 13 e D3+
2.19) g, = JPsTeTs o €l
( 2 e e~y N ere,~ B y:
. YiDatesry _ CaPatPira

eses— By’ _/‘«’3(—’4_/917’1 ’

przy czym
e3 = Bo—250%,
. ey = yo—2503,
P2 = —x3% +Bx+x,)ps—22, ps, ry =z, 0+ Bx,+x2)rs—2z, 76,
Pz = —9x, 9 +,(x1 +2x,)ps+2z106, rs = =9z 0+ (v +2x)rs+2; 76,

Pa = X2ps+2,ps, ry = Xarstzre,

1 1
Ps = z‘(3ﬂ2 22—2193.}”‘*‘/5)4), rs = T(—37’232+273 A=%4),

1 1
- Pe = T(—ﬂa 32+2/342—3ﬂ5), re = 7(737”2*2?’41'*‘375)-.

405
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Ograniczajac sie do drugiego przybliZzenia uzyskamy poszukiwane rozwigzanie w postaci

X = ABcost+bB3(x;cos T+ x,c0837)+b2B5(x3c08 T+x4c0837+
+x5c0857)+ ...,
(2.20) Z = Bcost+bB3z,(cos3t—cost)+b%B3[z,(cos 3T —cos T) +
+z3(cosSt—cosT)|+ ...,
0% = 63 —bB*0, —b*B*D,— ....
Powyzsze rozwigzanie jest szeregiem potegowym ze wzgledu na wielko$¢ 5B>. Aby szereg
byl szybko zbiezny, co umozliwia korzystanie tylko z kilku jego pierwszych skladnikéw,
warto$¢ bB* musi by¢ mata.
Na podstawie préb rozciggania [1] przy naprezeniach nie przewyzszajacych wartosci
1000 kG/cm? uzyskano dla czystej miedzi nastgpujace wielkosci statych:
K =1,37-10° kG/em?, G = 0,46-10° kG/cm?, g, = 0,18 105,
stad b = 0,323 106,
Poniewaz przyjeto zwiazki geometryczne w postaci liniowej ograniczajac analize do

malych drgan, wiec wielko§é bB2 moze odgrywaé role malego parametru, a uzyskane roz-
wiqzanie ma charakter asymptotyczny dla malych wartosci parametru bB2.

Na skutek nieliniowo$ci uktadu (b # 0) w rozwiazaniu pojawily si¢ wyZzsze harmoniczne,
a czesto§¢ drgan wilasnych ulega zmianie i zalezy od amplitudy.

3. Analiza wynikéw

W celu zbadania wplywu nieliniowo$ci sprezystej materialu na drgania powloki przea-
nalizowano nastgpujace funkcje:

Ar(4) = A4+ Av3(x+x2), Au(d) = A+Av3 (x4 x2)+ A5 (x5 + x4+ x5),
0[2(14) = 6(75—A’V(2)191, 6121(14) = 6(2)—AV(%791—A27’8?92.

Indeksy I, 1T oznaczaja tu odpowiednio pierwsze i drugie przyblizenie. Bezwymiarowy
argument A4 = a; E2B? jest iloczynem stalej materialowej @, okre§lajacej nieliniowos$é
sprezysta materialu [wyznaczonej przy jednoosiowym rozciaganiu — $ciskaniu (1.4)]
kwadratu moduiu Younga E i kwadratu bezwymiarowej amplitudy drgan poprzecznych B.
Wspdlczynnik postaci drgan wlasnych /A okreSla stosunek amplitudy drgan podiuznych
do amplitudy drgan poprzecznych, dla ktdrego zachodza analizowane drgania wlasne
powloki,

4 = XO)
Z0)’
0% za$ jest kwadratem bezwymiarowej czestosci drgan wlasnych powloki.

W ukladzie wspétrzednych A — A4 oraz 6 — A4 wykresy pierwszego przyblizenia analizo-
wanych funkcji sa liniami prostymi, drugiego przyblizenia — parabolami. Krzywe te cha-
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rakteryzujace drgania jednego rodzaju (podiuzne lub poprzeczne) zaleza od nastepujacych
pieciu parametrow:

m oznacza liczbg okredlajaca ilo$¢ potfal na diugosei powtoki, u — stosunek najmniej-
szego promienia krzywizny powloki do jej diugosdci, f — polowe kata wierzcholkowego
stozka, y — stosunek grubosci powloki do jej diugoSci, » — liczbe Poissona.

Pozostale parametry:

as — wspolczynnik okreélajacy nieliniowo$¢ materiatu (1.4), E-— modul Younga,

o — gesto§¢ materiaty powloki, /— dlugo$¢ powloki mierzona wzdiuz tworzacej — za-
warte sa w bezwymiarowych wspoélrzednych

Wone |2 ol2w?
A = az B2 mx 2 =
(13 ( l ) ) 0 E >

gdzie Woay jest amplitudg drgan poprzecznych (gietnych), « — pulsacja podstawowa
drgaft rozwazanej powloki.

Materialom o «migkkich» charakterystykach (a5 > 0) odpowiada cze§¢ wykresu
dla 4 > 0, materialom liniowo sprezystym (a; = 0) odpowiada A = 0, materialom
o «sztywnych» charakterystykach (a; < 0) odpowiada czg§¢ wykresu dla 4 < 0.

Jako przykiad naszych rozwazan przeanalizujemy drgania wlasne powlok stozkowych
(przy m = 1) o nastgpujacych wartoSciach parametréw:

k=05 tgf=02 y=4-10"3, »=03.

Na rys. 1 przedstawiono wykresy funkcji /1(A4) oraz §*(4) dla drgan podluznych, na
rys. 2 dla drgan poprzecznych. Drgania podtuzne charakteryzuja si¢ znacznie wyZszg cz¢-
stodcig drgan od drgan poprzecznych. Oczywiscie dla drgan podtuznych zachodzi zwiazek
|A] > 1, natomiast dla drgai poprzecznych |4| < 1. Jak wynika z przytoczonego przy-
ktadu dla charakterystyk «mig¢kkich» ze wzrostem amplitudy czesto$é maleje, dla «sztyw-
nych» — roénie. Cecha ta jest silniejsza dla materialdw o wiekszym wspdlezynniku |a,|.

Wplyw parametréw u oraz f na drgania poprzeczne przy niezmienionych warto$ciach
pozostatych parametrdw ilustruja odpowiednio rys. 3 i 4. Przy § = 0 uzyskujemy charakte-
rystyki dla powloki walcowej.

Zmiany parametru y w zakresie od 2 1072 do 8- 10~3 nie wplywaja na zmiang war-
toSci analizowanych funkcji. :

Scigliwo$¢ materiatu dosé znacznie wplywa na czgsto§¢ drgari wiasnych oraz na wspél-
czynnik postaci drgai wlasnych, w przypadku materiatu nieliniowo sprezystego. W przy-
padku materjalu podlegajacego prawu Hooke’a §ciliwo$¢ materialu wplywa w malym
stopniu na czgsto§é drgain wlasnych. Wplyw §ci$liwosci na analizowane funkcje w przy-
padku drgan poprzecznych przedstawia rys. 5. Przyjmowanie zaloZenia upraszczajacego,
iz material powloki jest niefci§liwy, moze by¢ przyczyna duzych bledéw w przypadku
zastosowania uproszczonej teorii do analizy drgan powlok wykonanych z materiatéw nieli-
niowo sprezystych.

Zjawisko zmiany czesto$ci drgan wlasnych ze zmiang amplitudy ma duZe znaczenie
w przypadku drgan wymuszonych, a w szczegdlnosci w przypadku rezonansu.
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3\ r 8* A

04‘\ 05 m =1
V= : Y= 45 n =05
vx=01 \ x =417
val 1gp = 02
N Q \ 04 plernsze prayblizenie
‘~\ \ \\ \ —.— .- drugie przgblizenie 2
A \ \ — —— - drugie przyblijenie A
ETW/AN N\, L
A v =05
v = 04

y =03
//

v v = 01

4
b ,//

-04 -03 -02 -0} 0 01 02 03 A
Rys. 5
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Peswome

COBCTBEHHELIE KPYITIOCUMMETPUUECKHUE KOJIEBAHUS KOHUYECKOM
OBOJIOYKHU M3 CHXUMAEMOI'O HEJIMHEWHO-YIIPYIOI'O MATEPUATIA

B paGore uconenyioress cobcTBeHHBIE KoNebannsa (C KPYroBoit CHMMETpHEH) CBOGOZHO OTMEPTOH MO
KpasimM TOHIKOH 060IOYKH B BHAE YCEUEHHOro KOHYCa U3 OJHOPOAHOTO, H30TPOIIHOT0, NMHEHHO YIPYroro,
CKuMaemoro matepuana, Ilpyu orpaHHyeHHH adayiMsa X CNYyYalo Manelx 1cojeGaHuii, JONYCTHMO WCIOJb-
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30BaHHE FEOMETPHUECKH JIHHEHHBIX 3aBUCHMocTei. Ilomyuena cucrema ABYX HenuHEHHBIX KuddepeH-
LAATBHBIX YPABHEHHMH € YACTHBIMH ITPOM3BOAHLIMH VETBEPTOTO NOPAMKA, ONPEReNAOLINX ITPOJONBHbIE
W [OnmepeyHble KosieGaHus. Y DaBHEHHS CBefleHbl MeTofom ByGHopa-TanepkyHa K 0ObIKHOBEUHBIM M-
depenumansHblM ypaBHeHMsIM. IIpu npeioycenun o cnaGoit HeMHEHHOCTH, YPABHEHMS pelleHbl C IIo-
MOIIBIO METOA MAjloro mapamerpa. PeleHHA orpaHHYMBagMCh KO BTOpomy npubmwkenuio. ITonyuen-
Hble DELIEHAA, WULIOCTPHPYIOUINE BIMSHHE YIPYrol HENMHEHHOCTH Ha KoseGaHms o0oJoYKH, nped-
cTaBiesbl TpadiHUYecKH.

Summary

ROTATIONALLY SYMMETRIC FREE VIBRATIONS OF A CONICAL SHELL MADE OF
COMPRESSIBLE, NON-LINEAR ELASTIC MATERIAL

The paper deals with the analysis of rotationally free vibrations of a thin truncated conical shell, simply
supported on both edges. The material of the shell is assumed to be homogeneous, isotropic, non-linear
elastic and compressible. The problem is limited to the analysis of small vibrations what makes it possible
to use the linear geometric relations. As a result, the system of partial differential equations of fourth order
is obtained describing the longitudinal and transverse vibrations. By applying the variational Bubnov-
Galerkin method, partial equations are reduced to the ordinary differential equations. Assuming weak
non-linearity, the equations are then solved by the perturbation method, the solution being limited only to
second approximation. The equations obtained describing the influence of elastic non-linearity of the ma-
terial on the vibrations of the shell have been presented graphically.
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