MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 13 (1975)

PRZESTRZENNE DRGANIA ELEMENTU PRETOWO-BRYELOWEGO

WACLAW PRZYBYLO (KrakOw)

1. Wstep

W pracy [7] podano definicj¢ ukladu pretowo-brylowego, jako wspdlnego modelu
fizycznego do obliczen niettumionych, ustalonych, harmonicznych drgan, trzech rodzajow
prefabrykowanych, szkieletowych konstrukcji inzynierskich — budynkéw szkieletowych,
ramowych fundamentéw pod maszyny o ruchu obrotowym i kopalnianych wiez wyciggo-
wych. Wprowadzono pojecia elementu pretowego, tj. preta wraz z przestrzennymi, nie-
wazkimi, liniowymi i katowymi wigzami sprezystymi na koricach, oraz elementu pretowo-
brylowego, tj. uktadu ztoZzonego z elementu prgtowego wraz z dwoma brylami sztywnymi
przylaczonymi do jego koncéw.

W pracy [8], na podstawie [7], wyprowadzono macierzowe, nigjednorodne réwnanie
transformacyjne elementu pretowego.

W niniejszej pracy rozwazono przestrzenne, niettumione, wiasne i wymuszone, ustalone
harmoniczne drgania elementu prgtowo-brytowego. ObciaZenie przyjeto w postaci ukiadu
harmonicznych wektoréw stanu (wektordw kata obrotu, przemieszczenia, momentu i sily)
o jednakowych czgstoéciach i fazach drgan., Na podstawie [7] i [8] dla elementu pretowo-
brylowego wyprowadzono macierzowe, niejednorodne réwnanie transformacyjne metody
przemieszczen.

Przedstawiony w pracy sposéb wyprowadzenia powyzszego réwnania transformacyjnego
byl dla autora podstawa do prostego sformutowania réwnan drgan ukladu pretowo-bry-
towego [10] oraz réwnan drgan sprezystego, thumionego ukiadu brytowego [9] (tzw. metoda
sztywnych elementdw skonczonych, por. np. [3, 4, 2]).

Wyniki niniejszej pracy moga by¢ réwniez wykorzystane do znacznego uproszczenia
opisanego w [1] algorytmu analizy tzw. ram krepych oraz opracowania algorytmu sta-
tycznej i dynamicznej analizy przestrzennych ram krepych.

W pracy stosujemy nastepujacy sposéb oznaczen. Macierze oznaczamy duzymi literami
pisanymi tlustym drukiem, przy czym litery bez kresek poziomych (A, B) oznaczaja ma-
cierze o wymiarze 3 x 3 lub innym okre§lonym w tekscie, litery z jedng kreska pozioma
(A, B) — macierze o wymiarze 6 x 6, a z dwiema kreskami poziomymi (A, B) — macierze
0 wymiarze 12 x 12. Wektory (macierze kolumnowe) oznaczamy malymi literami pisa-
nymi tfustym drukiem. Litery bez kreski (a, b) oznaczaja wektory o trzech wspdirzednych
lub o liczbie wspdirzednych okreflonej w tekscie, litery z jedna kreska (@, b) oznaczaja
wektory o szeSciu wspdtrzednych, a z dwiema kreskami (@, b) — wektory o dwunastu
wspolrzednych. Zbiory elementéw oznaczamy duzymi literami pisanymi.
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W szczegdlnodci wektory przemieszezen liniowych i katéw obrotu maja nastepujace
wspotrzedne:

A e
(1.1) Ac = A% s Pc = QP |-
A% P

Wektor przemieszezenn uogdlnionych punktu C wyraza si¢ nastepujaco:

- J¥c
(12) Uc = AC .
Wektory sity i momentu w punkcie C maja wspotrzgdne
pE mg
(]3) Pc = p’& s me = 7”}(,; .
pé m¢

Wektor sit uogélnionych w punkcie C ma postaé
— mc
Pc

Wektory przemieszczen i sit uogélnionych preta w punktach Cj; i Cj; okre§lamy na-
stegpujaco:

. u D,
(1.5) T = {_c”}, Pe = {BC”}.
qul PC,:
Wektor stanu w punkcie C okre§lamy relacjg
_ u
(1.6) 7o = {_C}.
Pc

2. Definicje elementéw ukladu pretowo-brylowego

Rozwazamy ustréj ztozony ze zbioru wazkich bryt sztywnych, potaczonycl migdzy
sobg za pomoca dowolnej liczby jednorodnych, izotropowych, liniowo sprezystych, bisy-
metrycznych pretéw pryzmatycznych o przekroju zwartym. Prety oraz bryly weztdw sa
dowolnie potozone w przestrzeni. Konce pretéw polaczone sg z brytami weztéw przestrzen-
nymi, niewazkimi, liniowymi i katowymi wiezami sprezystymi. Pelna definicj¢ uktadu
pretowo-brylowego podano w [7]. Tutaj przytoczymy tylko niezbedne pojecia.

Uktad pretowo-brylowy % = (¥, F) jest para uporzadkowang, w ktdrej ¥  jest
ustrojem pretowo-bryfowym, a & jest zbiorem sit zewnetrznych dziatajacych na ustroj ¥

Ustréj pretowo-brytowy ¥ = (# , 2, Hy> jest tréjka uporzadkowana, w ktorej
W =< w;: 1€SF) jest zbiorem wazkich bryt sztywnych, & = {p,:r e #) jest zbiorem
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elementow pretowych, Hy = [h, ] jest macierza przekrojéw przyweztowych, opisujaca
topologiczne wlasnodci polaczen elementéw ustroju ¥°. Element macierzy

1 dla p=2r—1 1 q=1,

0 dla p=2r—1 1 qg#i

hy 4= ’

@1 PaTN dla p=2r i g=j
0 dla p=2r 1 g#].

Wskaznik r € # jest numerem elementu pretowego p, o poczatku potaczonym z bryta w;
i koncu potaczonym z brylg w;. Zbiory # i ¢ sa skoriczonymi zbiorami wskaZnikdw.

Zbiér sit zewnetrznych & skiada si¢ z dwu roztacznych podzbiordw &, 1 & ,. Do
zbioru &, zaliczamy wymuszenia tzw. harmonicznymi wektorami stanu z [8], przytozo-
nymi na dtugosci pretéw. Do zbioru &, zaliczamy harmoniczne wektory momentow i sit
skupionych p przylozone do bryt wezidw.

Wybierzmy pret po,, ktorego kotce Cj; i Cj; poltaczone sa z punktami Bj; i By bryt
w; 1 w; €/ za pomocg wigzOw sprezystych s, 1 s,; (rys. 1).

,4——— Xl —

Rys. 1

Laicuch p, = (8., por, 8, ztoZony z elementdw sprezystych s, i §,; oraz zawartego

miedzy nimi preta p,, nazywamy elementem prétowym. Element pretowy p, € & okreslony
jest ciagiem parametréw
(2-2) Dr = <1'¢"5,~u rz'ju Ar; Fr: ];,-'; C:‘f, Iﬁ, 1:)"’ Er; Ves yr’grl’ grj>,
w ktérym r¢,; i xz,, sa wektorami wodzacymi poczatku i konica preta pe, wzgledem przy-
Jjetego w przestrzeni globalnego, ortogonalnego ukladu wspohzednych (e), A, jest macierza
cosinuséw kierunkowych wersordw przyjetego na precie lokalnego ortogonalnego uktadu
wspolrzednych (s,) (mozemy ja okreslié np. za pomoca wektoréw xg, i rg, oraz kata
obrotu przekroju poprzecznego preta wokét jego osi [11]), F,, I}, Ci, 1¢, I oznaczaja pole
oraz momenty bezwladnodci przekroju poprzecznego preta wzgledem uktadu (s,) [5],
E,,v,,y, oznaczaja state materiatowe preta, S,i(S, ;) jest diagonalna macierza sztywnosci
wigzOW sprezystych s,:(s,;):

(2'3) Sri = diag[%lil, %'i)s %Eva C’ilp C':'J, c:y],

wzgledem ukladu wspdtrzednych (s,).
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Bry%a wezta w; e W™ C W (rys. 1) okreSlona jest nastgpujacym ciagiem parametréw

(2.4) w; = ¥, v, Tais v,
w ktorym r9; jest wektorem wodzacym S$rodka cigzkodei A; bryly w; wzglgdem ukiadu
wspdtrzednych (e), v; jest objetoscia bryty wy, Tg; jest macierza centralnych, geometrycz-
nych momentdw bezwladnos$ci brylty w; wzgledem ukladu wspdirzednych (e;) o poczatku
w punkcie 4; i osiach rownoleglych do osi uktadu globalnego (e), y: jest cigzarem wiasci-
wym bryly w;.

Element pretowo-brylowy s, = {w;, p,, w;» jest taficuchem, ztozonym z bryt w; i w; e %
potaczonych elementem pregtowym p, (rys. 1). Uktad pretowo-brylowy % jest ukladem
Clapeyrona ([5]). Ustréj pretowo-brylowy 7~ jest kinematycznie niezmienny.

Rozwazamy drgania ustalone, zatem dalej bedziemy rozwazaé amplitudy poszczegdl-
nych wielkosci fizycznych.

3. Transformacje przemieszezen i sit w elemencie pretowo-brylowym

Rozwazmy element prgtowo-brytowy s, = {wy, p,., w;> (rys. 1). Obecnie okreslimy
wektorowe pole przemieszezen w brytach weztdw w; i w;, sposéb transformacji wektorow
przemieszczen z punktéw A; i 4; do punktéw B;; i Bj oraz transformacje wektoréw sif
z punktow By; i B; do punktow 4; 1 4.

3.1. Wektorowe pole przemieszczen pumkt6w bryly wezla. W bryle wezla w; (rys. 1) okreslamy
wektorowe pole przemieszezefi wywolane wektorem przemieszczefi nogdéinionych u%; jej
$rodka ciezkosci 4;. Dowolny punkt bryly wezla o wektorze wodzacym (n‘umosmdme)
wzgledem punktu A;

cf;

(3.1) ¢f; =3¢l = I —ry;

i

" ma wektor przemieszczenia

(3.2) s, (1) = Cyii(2).

W powyLszym wzorze Imacierz Cu mimosrodu punktu Bj; wzgledem punktu 4; ma
postaé:
_ I, 0 0, +dj —ci
(3.3) Cy = [Cij,X]" gdzie Cy;=|—¢i, 0, +¢i].

+c¥j 2 —c.l?‘ja 0
3.2. Transformacje przemieszczen w bryle wezda. Korzystajac z relacji (3.2) transformacje
wektora U4 na wektor u§ przedstawiamy w formie

(3.4) ¢ = G,

w ktdrej

= Cy, 0 ] - {ﬁfuj} _ {ﬁfu}
3.5 C, =|(="=1, g =Y— (» U3 =g (-
(3:3) [0 > Cii 5 Upji 4 By
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Transformacje wektora u§ na wektor uj zapiszemy teraz w postaci

(3.6) W, = A,
w ktorej
(3.7) A, = diag[A,, A, A, A/]

oznacza blokowo-diagonalng macierz o wymiarze 12x 12, a blok A, o wymiarze 3 x 3
jest macierza cosinuséw kierunkowych ukfadu lokalnego (s,) wzgledem ukfadu globalnego
(e)-

Na podstawie relacji (3.4) i (3.6) taczna transformacje wektora ug na wektor uj przed-
stawiamy wzorem ([6])

(3.8) W = A, Cug = D,T4,
w ktérym macierz
(3.9) D, = A,C,,
czyli
= D, 0 _ A L0 — A .0
— |- riy D — = i
(3.10) Dr [0 ,D”-]’ g [Arcu, A] D- [Arcﬂ, A,

3.3. Transformacja sil w bryle wezla. Transformacje wektoréw sit w punktach B; i B;
z -ukladu lokalnego (s,) do ukfadu globalnego (¢) przedstawiamy w postaci

(3.11) B = Al
Z kolei transformujemy P§ na p4, mianowicie
(3.12) Pi = CIoi

Na podstawie powyzszych relacji pelng transformacje wektora p5 na wekior pg przed-
stawiamy relacja ([6])

3.13) P4 = CT Afv5 = DI

4. Roéwnanie transformacyjne elementu pretowo-brylowego

Dla elementu pretowego w pracy [8] wyprowadzono nastepujace niejednorodne, ma-
cierzowe réwnanie transformacyjne amplitud

(4.1) T = Ko+ 95 |

W powyzszym réwnaniu P jest wektorem sit brzegowych w punktach B;; i Bj;, U5 jest
wektorem przemieszczern brzegowych, Py jest wektorem wyjSciowych sit brzegowych
(wywolanych obciazeniem przytozonym na diugoéci preta), KT jest macierza sztywnoéci
dynamicznej elementu pretowego p,. Na podstawie [8] wielkosci te przedstawiamy naste-
pujacymi wzorami:
(4.2) K; =K.(S,p+5.K)'S,5, b K =K, Q,
gdzie macierz

(43) GIJ-C =( rﬁ'l' ro r)-‘1 8 -
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W powyzszych relacjach I:(,. jest macierza sztywnoéci dynamicznej preta o obu koficach
sztywno polaczonych z weztami,
= Srais 0 - Sipis 0
] L= Prais 7 . S,. — _rﬁt:__
(4 4) Sr [0 s Srdj] : g [0 > Sl'ﬁj]
sg macierzami uwzgledniajacymi sztywnosci wigzéw sprezystych s, i 8.
Macierze S,ui 1 S,pi (Sraj 1 Sip;), Wystepujace w powyzszych zaleznoéciach okreslone sg

przez -
— 1 1 1 1 1 1

(45) Srdl' = dlag > > > > » >
””_i_ﬂ x"_i_E_Iy %W+.E£ C’.’+ £€ C'.’_i_ﬂ C!v_i_E_Iu'
‘ l : l ! i, " l P R
46) Sp=diag| 2 A A& o & |
,.GC” ErC_CE™ | CEF’ | CE™ | EI
Mt AT T S A T AT

Wektor P3* wyjéciowych sit brzegowych w punktach weztowych wyraza si¢ wzorem

P
— s 1:
@7 Y =
1=1

0s

gdzie wektor Pjpj jest wektorem wyjsciowych sit brzegowych, wywolanym przez wymusza-
jacy wektor stanu Z (I =1,2,...,p) wedhig relacji

ol

= Js =

(4.8) P5i ={—05 }= TZi.
Paji, 1

Macierz 'ff, transformacji wymuszajacego wektora stanu Z§ na wektor Ppg; jest okreslona
relacja [8]
(4'9) -F—fl = Kr(—j;c]:(r_lfrl:
w kt6rej macierz By, jest macierza transformacji wymuszajacego wektora stanu Zzi na wek-
tor wyjsciowych sit brzegowych pg§ preta o obu konicach sztywno potaczonych z weztami
(por. [8D).

Do wyprowadzenia réwnania transformacyjnego elementu pretowo-brylowego wyko-
rzystamy teraz wzory (3.8), (3.13) i (4.1). Wstawiajac u§ z (3.8) do (4.1), a nastepnie P
z (4.1) do (3.13), przy wykorzystaniu réwnoéci (3.10) mamy relacje

(4.10) 7% =D/K; D4+ D/F;z.
Po wprowadzeniu oznaczen
(4.11) G, = D'K:D, = CTATK,Q’A,C,,
(4.12) L, = D/F; = CTATF;,
réwnanie transformacyjne (4.10) elementu pretowo-brytowego przedstawiamy w formie
(4.13) i = G + L7 = G4+ D5,

gdzie
(4.14) P =L.7.
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Relacje (4.14), okreslajaca wektor wyjsciowych sit brzegowych wyprowadzono dla przy-
padku, gdy pret po, poddany jest dziataniu tylko jednego wymuszajacego wektora stanu zj
w punkcie o wspéirzednej x = x;. Gdy na pret p,, dziala uklad wektoréw stanu zj (I =

=1,2,..., p), wowczas, korzystajac z zasady superpozycji, wektor wyjsciowych sit brze-
gowych wyrazimy réwnoscia
= [T’?i‘lz S = 111 = : = Y= _
@15 o= 20 = 5= YT -5 Yim
AJ I=1 =1 I=1

Gdy pret po, nie jest obciazony wymuszajacym wektorem stanu, réwnanie (4.13) zre-
dukuje sie¢ do postaci

(4.16) 75 = Gue.

Powyzsze réwnanie podaje transformacijg przemieszczeri punktéw 4,1 4; na sity w tych
punktach. Transformacja ta odbywa si¢ w brytach w; i w;, polaczonych elementem pre-
towym p,. Réwnanie (4.16) nazwiemy réwnaniem fizycznym elementu pretowo-brytowego.
Mozemy je rozpisa¢ nastepujaco:

@17 });iz = Sij,f_ﬁii'i'f;ij.jfij,
Pa; = Gyl + Gy, ;.

Macierze Gy, éij_j, Gjii» Gji,; (6x6) sa blokami macierzy G, wedlug réwnosci

= Giii, Gy ]
4.18 G, = |V 20
(19 [Gji.i> Gji,j
Korzystajac z relacji (4.11) powyzsze bloki przedstawiamy w postaci nastgpujacych
iloczynéw macierzy:

.19) Gy = ES_fiBrh Gy, = DrTinjDrj,
—(_;'ji.i = B};T(ZB”, aﬁ,j Zﬁgifjﬁrj.
W powyizszych wyrazeniach K3, _?j, K%, I_(j-j- sq blokami (6 x 6) macierzy fi‘ wedlug:
‘réwnosci
(4.20) K* = [1:{3’ 1_?5‘3].
ji» KJj

Zauwazmy jeszcze, Zze na podstawie wzoru (4.11) macierz a jest symetryczna.

5. Réwnania ukladu pretowo-brylowego

Do analizy niettumionych, ustalonych, whasnych i wymuszonych, harmonicznych drgan
ukladu pretowo-brylowego, w pracy [10] sformutowano macierzowe réwnania cigglosci
przemieszczen, fizyczne i réwnowagi kinetostatycznej. W réwnaniach uwzgledniono geo-
metryczne i mechaniczne wlasnoéci elementéw, a takze topologiczne wlasnoéci ich wzajem-
nych potaczen. Na podstawie powyzszych réwnafi wyprowadzono ostateczne macierzowe:
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réwnanie kanoniczne metody przemieszczen uktadu pretowo-brytowego, ktére przedstawia
sie nastgpujaco:
5.1 (H'CTATK (w)Q*ACH — w?B)ug = C°"pp—H'CTATqg".

Ponizej podajemy znaczenie poszczegéinych symboli. H jest macierzy, otrzymang z ma-
cierzy przekrojow przyweztowych H,, po wstawieniu do niej na miejsce zer i jedynek
blokéw zerowych i jednostkowych o wymiarze 6x 6.

(5.2) C =diag[C], (ref)
jest blokowo-diagonalng macierza mimoéroddw.
(5.3) A = diag [A), (ref)

jest blokowo-diagonalng macierza transformacji z uktadu globalnego (e) do uktaddw lokal-
nych (s), (r €4).

(5.4) K = diag[K,], (re#)
Jest b]okowo-diagonalna macierza sztywnosci.

(55) Q" = diag[Q)], (ref).
jest blokowo-diagonalng macierza wiezdw sprezystych.
(5.6) B =diag[B], (ief)

Jest blokowo-diagonalng macierzg bezwladno$ci bryt weztdw. pj jest wektorem sit wymusza-
jacych przytozonych do bryt weztéw. C° jest macierzg redukeji wektordw sit wymuszajacych
do $rodkéw cigzkosci bryt weztéw. q3° jest wektorem wyjsciowych sit brzegowych, wy-
wotanych obcigzeniami przytozonymi na diugosci pretéw.

Réwnanie (5.1) przedstawiamy teraz w postaci
(5.7 Z(w)uy = pg,
w ktdrej Z(w) jest macierza dynamicznej sztywnosci ukladu pretowo-brylowego, ug jest
wektorem przemieszczeri wogdlnionych ukiadu, pg jest wektorem sit uogélnionych uktadu.

Po narzuceniu na cze§é przemieszczen nogdlnionych zerowych warunkéw kinematycz-
nych, réwnanie (5.7) przedstawiamy w formie blokowe;j

58) [z_’f.k...é‘.ﬂz_f‘.’_’] [8) _ l.-l?i‘f._},

2% L ogre| 0 [—‘ ke

z ktdrej otrzymamy ukiad dwu réwnani macierzowych

(5.9 2 (w)ulf = P,
(5.10) 2P ()l = rke.

W powyzszych réwnaniach niewiadomymi sg wektory u%¢ — niezerowych przemieszczen
uogblnionych i r¥f — reakcji podioza na uklad. Wektor % wyznaczamy z réwnania (5.9),
2 nastepnie obliczamy wektor r'¢ z relacji (5.10).

Dla przypadku drgafd wiasnych musimy rozwigzaé réwnanie jednorodne

(5.11) ¥ (w)E = 0.
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Jak wiadomo, warunkiem istnienia niezerowego rozwiazania powyZszego réwnania jest
spelienie relacji
(5.12) det (z*(w)) = 0.

Réwnanie (5.12) jest réwnaniem przestepnym. Najprostsza i réwnoczeénie skuteczng

metoda numerycznego rozwigzania tego réwnania jest metoda bisekgji.
Do powyzszych obliczen autor wykonat pakiet programéw na EMC ODRA 1204

w jezykach MOST i ALGOL 1204.
6. Przyklad liczhowy
Rozwazmy drgania wlasne ustroju pretowo-brylowego, przedstawionego na rys. 2.

Ustr6j sktada si¢ z dwu jednakowych, ruchomych bryt weziéw, jedne; nieruchomej bryly
tworzacej podloze, oraz 24 pretéw — po 12 migdzy kazdymi dwoma brytami. Jako material

Qi z )

LD

=

(=30
((=4,0)

. 7;4,5_/_3’5_’4

Y
. N
>
[ P —
=
|
o

%_4005 04108

18,0

R
[ |
| :
Y n
T
ﬁ,oﬁ?—ﬁ,o—jv——ﬁ,oﬁc

%

i

1=

|
R
7f—_

b=g

Rys. 2

przyjeto zelbet z betonu marki Rw 200, o module sprezystosci podtuznej E = 2,9 X 10?°Tm"~2,
wspSlczynniku Poissona » = 1/6 i cigzarze wlasciwym y = 2,4 Tm™3. W ukladzie SI
powyzsze stale materialowe maja wartosci E = 28,4393x 105 kNm~2, » = 1/6, y =

= 23,5360 kNm~3. Przyépieszenie ziemskie g = 9,81 ms™2

2 Mechanika Teoretyczna
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Wszystkie prety maja taki sam przekrdj o wymiarach: b = 0,25 m, » = 0,35 m (rys. 2¢
i 2d). Wspolczynniki charakteryzujace przekrdj prgta maja nastgpujgce wartosci: pole
przekroju poprzecznego
F=pbxh=0,25%0,35 = 0,0875 m?,
momenty bezwladno$ci wzgledem ukfadu lokalnego (rys. 2c i 2d)
bh*  0,25%0,35°

v — -4 4
]’ = =R 3 8,9323 x 107% m#,
. W 0,35 %x0,25° 4 a
v = 5 1 < 4,5573 x 10~* m*,

I* = J'+ 1" = 13,4896 x 10™% m*,
wspolczynnik charakteryzujacy sztywno$¢ preta na skrecanie [5)

. bk b\*
c" = T(? ~0,630 40,052 x (7{) ) =

0,25 (0,35 0,25

= 2 2 0,052 :
3 (0,25 0,630+0,052 (0,35
Wspdtczynniki charakteryzujace wlasnos’ci geometryczne bryl ruchomych maja naste-

pujace wartoéci: objetos¢ bryly

o
) ) = 10,2018 x 10~ m*,

v =axexd =9%x0,5x18 =81 m?,
geometryczne momenty bezwiadnosci

o(@4c?)  81(18%+0,52)

X __ —_ = 4
rr = I3 ._ B 2188,7m,_.
y @ +a?) _ BLO549%) o, 4
I 3 =13 548,4 m*,

. v(@+d?  B81(9*+18%) ”

I =gy = 15 = 2733,8 m*,

geometryczne momenty dewiacji
. DY =DE=D"=0.
Macierz przekrojéw przyweziowych H, przedstawiamy réwnoscia
3 =13,3.,3:,3,,3,, 73],

w ktérej
0,0,0,0 00 11,0, 1,0, 1,0
J, =11,0,1,0,1,01, J2=[0,1,0,1,0,1
0,10,1,0, 1 0,0,0,0,0 0

Macierz t¢ W sposGb skrécony mozemy zapisaé w postaci macierzy U:
UT = [UI’ Ul? Ul’ UZ) UZ’ UZ]’

. 2,2,2,2 . 1, 1,1, 1
T3, 3, 3, 3] 2712, 2,2, 2|

w ktdrej



Przykiad nr 1

Obliczenia czestosci drgan wiasnych. Iteracje:

1=

t=
1=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=

1lx 2

.0000000000004+00
. 100000000001 4+01
.20000000000344+01
. 3000000000084+01
. 400000000006 +01
. 500000000007 +01
. 60000500001 34+01
. 700000000004 ,+01
«799999999995 4,+01
. 900000000001 4+01

= ,849999999998,+01

.825000000004 ,+01
.812500000007 4+01
«818749999998,+01
.815624999995,,+01
.817187500004 ,+01
817968750001 44+01
«817578124995,+01
817773437498 4+01

w= .546618811749+080
w= ,530418011105,+080
w= ,483705960124.,,+080
w= 41192968024 3,+080
w= ,3234405415184+080
w= ,228471772351,+080
w= .137838720648+080

“w= ,614838189088,+079

w= ,T700947045414,,+078
Wew, 216461159255 ,,+079
w==.106179339456,,+079
Wz-.263198900558m+078
w= ,198252216424,+078
w==, 376425203399,+077
w= .790139785538,+077
w= ,203628143192,,+077
w=~, 872060559624 ,+076
w= ,580092121097,+076
wee, 146488796303,+076

1 omegal 1]= .817675781254, 01
wapolczynnik redukcji= .1004 001

. 100000000001 4+02
. 110000000000 4+02
. 120000000002 4+02
. 115000000002 4+02
. 112500000002 .4+02
. 113750060001 ,,+02
. 114375000002 ,,+02
«114062500002,,+02
. 114218750002 4+02
.1142968750004,+02
114257812501 ,0+02
c1142T7T73437524+02

W=e, 252340868666,+079

=e, 377565771267 x+078
w= .134244455940,+079
w= ,175679820661,+078
w==,415001799132,,+078
w=-,121694724897,+078
w= ,266751282970,,+077
W=e, 104919502649,+077
w= ,808624823614,+076
w==,120423334788,,+076
w= ,344066T740462,x+076

omegal 2]= .114267578127, 02

wepolczynnik redukeji= .1004 001

Konlec obliczen czestoscl drgan wlasnych

Liczba czestosci= 2

1]:
2]= .11

817675781254, 01
42675781274 02

[5391

X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X

X=
X=
xX=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=

=

X=

Tablica 1

. 100,+001
» 1000+001
« 100,+001
.+ 1004+001
¢100w+001
« 100.50+001
. 100+001
. 100,+001
o100w+001
. 1004p+001
. 100 ,+001
« 100 4+001
. 100 4+001
« 100 ,+001
. 1004,,+001
« 1004+001
. 1004+001
» 1004+001
. 100 4x+001

. 100 +001
» 1004+001
. 1004+001
« 100 4+001
. 100,,+001
. 1004,,+001
. 1004+001
. 1004+001
. 100,+001
» 100 +001
. 100 4+001
» 100 4,+001



Obliczenia czestoscl drgan wlasnych, Iteracje:

..t=
t=
=
t=
1=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
t=
£
t=
t=
t—
t=
t=
t=
1=
te
=

1=

1

817578124995 ,4+01
B1TTT34374984+01
L8176757812544+01
.817724609376w+01
+B1TT749023444+01
B17736816410,44+01
.817730712886w+01
.8177337646554+01
«8177352905254w+01
«B1TT34527583:0+01
o 8177341461 19,4+01
«817733955 387 x+01
.817734050746+01
«8177340030745+01
+8177340269104+01
+B817734038828,4+01

B17734032876,+01

817734035845 4+01
« 817734037344 5+01
.817734038086,+01
«81773403770T+01
.81773403789T+01

W=

W=e, 465776368486 4+074

= .580092121097+076

e 146488796 303,+076
w= .216675418733:,+076
w= .3506155002304+075
Wee, 557214971653 4+075
w==. 103318540757 x+075
w= .123646212846,+075
-1016316013264+074

w—-.182077792595m+074
w=~,402365914049:+073
w= ,307107168582,+073
W , 476296979597 o072
w= ,129738309106%+073
w= ,410549426580,+072
Wom, 324362532575 p+071
w= ,18%0574428424+072
w= .783084378977m+.71
W=, 242638212100w+071
W—-.495950094091m+070
w= .832158625278,xb+070
w= ,123289145594x-070

omegal 1]= .817734037998, 01
wepolczynnik redukcji=

a 1 0010 001

Koniec obliczen czestoscl drgan wlasnych

Lieczba czestosci= 1

Omegal 1]= .817734037998, 01

[540]

X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
X=
xX=
X=
xX=
X=

xe=.

X=
X
X=
;x:
X=
X=
X=
x=
xX=

Tablica 2

. 1009+001
.100”+001
. 100+001

100154'001
- 100,4+001

« 100 4+001

« 100+001
- 100 4+001
« 1004,+001
- 100 9+001.
»1004,+001
« 1009+6001
« 100 +001
° 100-‘4'001
. 10044+001
« 1009+001
. 100+001
« 100,5+001
. 100,,+001



' Tablica 3
Obliczenia czestosei drgan wlasnych. Iteracje:

t= .0000000000004+00 w= .546618811749m+080 x= o 100+001
t= .5000000006074+00 w= ;5425386311905+080 x= ,1004+001
t= 100000000001 +01 wm= «53041801110544+080 x= , 100 4+001
tm 150000000004 4+07 wm +51061315695549+080 x= + 1004+001
tw 200000000003 4+01 w= 4483705960124 p+080 xx . 1004+001
t= .2500000000054+01 wm ,450486591818,4+080 x= ,100,+001
t= ,3000000000084+01 wm .4119296802434-4+080 x= ,100,+001
t= . 350000000003x4+01 wm ,369164599496,+080 x= » 1004+001.
t= 400000000006 x+01 w= ,3234405415180+080 x= ,1004+001
t= ,4500000000094+01 w= .276087170355m+080 x= ,1004+001
t= 500000000007 x+01 w=x .228471772357m+080 x= ,10045+001
t= .5500000000104+01 w= ,1819539156634+080 xm , 10044001
t= ,6000000000135+01 w= .1378387206489+080 x= ,100,5+001
t= 650000000001 4+01 wm ,973299049241,+079 xm= ,100,+007
tm ,T700000000004,+01 w= ,614838189088,+079 x= « 100 o+001
tm « 750000000007 +01 wm ,3116571150739+079 x= » 100 4+001
tm .7999999999950+01 wm ,.70094704541444078 x= ,1004+001
t= ,8499999999985+01 W==,1061793394564+079 x= ,100,4+001
t= 825000000004 9+01 w==,263198900558 +078 x= . 10044001
tm ,8125000000074+01 w=x ,198252216424 44078 x= .100”+OO1-
t= ,8187499999984+01 Wme,3764252033994+077 x= 10044007
t= .8156249999954+01 w= ,790139785538,4+077 x= .100g+001
t= ,8171875000044+01 w= ,20362814319244077 x= , 10044001
tm 817968750001 9+01 wm=,8720605596242+076 x= ,1004,+001
t= .8175781249954+01 wa ,.5800921210979+076 x= « 1004+001
tm 817773437498 4+01 w=-.146488796303.+076 xm ,1009+001

1= 1 omegal[ 1]= .817675781254u 01
wepolcgynnik redukcji= .100, 001

Koniec obliozen czestoscl drgan wlasnych

Liczba czestomci= 1

Omegal 1]= .817675781254, 01

(541
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Wyniki obliczed na EMC ODRA-1204 dwu najnizszych czgstosci drgaf whasnych
przedstawiono w tablicach 1, 2 i 3. Wszystkie obliczenia wykonano dla wielko§ci wymia-
rowych okre§lonych w uktadzie SI.

W tablicy 1 przedstawiono iteracje z poczatkowymi warto$ciami czgstosci drgan w, =
= 0s™*ikrokukr = 1 s~'. Czestotliwoéci odpowiadajace czestosciom drgani, obliczonym
z dokiadno$cia 1073 s™*, wynosza

o, 8176 »
Jo = =gy = 1301 Hz,
11,427
R T

Dla poréwnania w tablicy 2 przedstawiono obliczenia najnizszej czgstoéci drgan wia-
snych z dokladnoécia do 107° s7!, a w tablicy 3 przedstawiono obliczenie najnizszej
czestodci drgan wilasnych z dokladnoscia do 1073 s™! z poczatkowymi warto$ciami czg-
stoéci wg = 0 s7* i kroku kr = 0,5 s7*.

Poniewaz w powyZszych obliczeniach warto$é w = det[z(w)] nie przekraczata zakresu
liczb zmiennoprzecinkowych, nie stosowano redukcji wspdlczynnikéw macierzy sztyw-
nosci z, zatem wsp6lczynnik redukcji x = 1.

Czas obliczen jednej iteracji wynosit okolo 14 s.

7. Uwagi koncowe

Dla elementu pretowo-brylowego preta wraz z dwoma brylami weztéw przylaczonymi
do jego koncéw za pomoca niewazkich, przestrzennych, punktowych, liniowych i kato-
wych wiezéw sprezystych — w pracy wyprowadzono dynamiczne, macierzowe, niejedno-
rodne réwnanie transformacyjue metody przemieszczen. Okre$lono dwie macierze: ma-
clerz G sztywnosci dynamicznej elementu pretowo-brylowego 1 macierz L,1 transformacii
wymuszajacego wektora stanu na wektor wyjSciowych sil brzegowych, przylozonych
w §rodkach cigzko$ci bryl. Przyloczono réwnanie metody przemieszczen ukladu pretowo-
brylowego. Dla przykladowego ustroju pretowo-brytowego obliczono dwie najnizsze
czgstosei drgan wiasnych.

Petny algorytm numerycznej analizy drgan ukladu pretowo-brylowego, problemy
stabilnogci numerycznej oraz opis pakietu programéw zostana przedstawione w oddziel-
nych opracowaniach.
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Pesome

IMIPOCTPAHCTBEHHEBIE KOJNEBAHUSA OJIEMEHTA CHCTEMBI COCTOSWEN U3
CTEPXKHON M HEJE®OPMUPYEMBIX MACC

B pafore paccMaTpHBAIOTCH IPOCTPAHCTREHHBIE HeJeM(DHPOBAHHEIE COGCTBEHHDbIE M BLIHYH(IEHHLIE
YCTAHOBHMBIUHECS IAPMOHHYECKHME KONEOAHMST 9JIEMEHTA CHCTCMbl COCTOAIIEH M3 OHCHMMETDHYECKOro
YOPYTOro NMPU3MaTHUECKOr0 CTEPIKHA, KOHIBI KOTOPOrO COCAHHEHb] C IIOMOIILIO HEBECOMBIX JIMHEHbIX
¥ YIHOBLIX YAPYrMX CB#A3EH ¢ ABYMA JKECTKHMH MaccaMm. Harpyska NpHHUManach B BHOE CHCTEMBI
rapMOHHUECKUX BEKTOPORB COCTOAHHUSA ¢ OAMHAKOBLIMHA yacToTami 1 dazamu woebanmit, 1A COCTOAETO
U3 CTEPXHSL ¥ MACC SMIEMEHTa BLIBOJSITCS MATPHUHbIE HEOOHOPONHEIE TpaHChOpMauBOHHbIE YPaBHEHHSL
MeTOHa IepeMerieHui.

Summary

SPATIAL VIBRATIONS OF ROD-BODY ELEMENT

In the paper are considered spatial, undamped, free and forced, steady-state harmonic vibrations of
a rod-body element — the system composed of a bisymmetric, elastic rod the ends of which are connected
with two rigid bodies by means of spatial, weightless supports of both the displacement and rotation types.
The loading is assumed to form a system of harmonic state vectors with identical frequencies and phases
of vibrations, A matrix-type nonhomogeneous transformation equation is derived, based on the displace-
ment method.
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