MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 14 (1976)

STEROWANA DYSKRETYZACJA PLYT I POWLOK

WIESLtAW K UFEL (WARSZAWA)

Przedmiotem rozwazani sa plyty i powloki poddane dyskretyzacji rozumianej jako
umowne narzucanie na ich ruch wiezéw szczegdlnego typu, niezaleZnie od sit masowych,
powierzchniowych czy od rozkiadu masy [!]. Wprowadzajac w zbiorze dyskretyzacji
piyt i powlok relacj¢ réwnowaznofci oraz wykorzystujac powstajgce w wyniku dziatania
wiezéw sily reakcji, uzyskuje si¢ mozliwo§¢ oceny, ktéra z przeprowadzonych dyskrety-
zacji jest lepsza, tj. przy ktérej dyskretyzacji otrzymane rozwiazanie zagadnienia brzego-
wego jest dokladniejsze w stosunku do nieznanego rozwigzania «wzorcowego». Wybieranie
lepszych z punktu widzenia tego rozwiazania dyskretyzacji ciala nazywamy sterowaniem
dyskretyzacjq.

W pracy opisuje si¢ sposdb sterowania dyskretyzacja plyt i powlok, podaje kryterium
szacujgce ‘wiarygodnoéé otrzymanego rozwigzania oraz formuluje zagadnienie sterowania
optymalnego.

Wykaz oznaczent .

W pierwszej czgéci wykazu umieszczono oznaczenia znanych pojeé matematycznych, ich objadnienie
© mozna znalezé np. w [7].

JdA brzeg zbioru A, np, oIl,
A < B A jest podzbiorem B, A jest zawarte w B,
Ax B iloczyn kartezjanski zbioréw A i B,
A domknigcie zbioru A, np. Bg,
{a} zbi6r jednopunktowy, np. {10},
D zbibr pusty,

IJ A; suma zbioréw A, VAU ... UA,, piszemy takze |J A, jezeli wiadomo,
cw=1 ¢

jaki zbi6r indekséw przebiega ¢, np. | I,
[

A = {y; W(»)} zbior tych y, ktére maja wiasno$é W,np. 2, = {Z;Z € W Lau U Zi}
3 i

zbior tych punktéw powierzchni $rodkowej, ktore naleza do sumy linii
i punktéw podzialu,
h, g homeomorfizmy,

2%
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g-! homeomorfizm odwrotny do g,
2, = 2, relacja rdwnowaznosci,
[12]] klasa abstrakcji relacji rownowaznosci,
|1(r,s)|| norma w przestrzeni funkcyjnej (r,s),
fq =f|q4 obcigcie funkcji f do zbioru A4,
Ek przestrzen euklidesowa k-wymiarowa.

W drugiej czesci znajduja sie¢ objas$nienia pojg¢ mechaniki osrodkéw ciagtych z wigzami oraz dyskre-
tyzowanych powlok sprezystych:

Bg
T

F

2h

" e

obszar w przestrzeni fizycznej z ukladem wspolrzednych (X%), k =1, 2, 3,
do ktérego nalezg punkty X — konfiguracja odniesienia powloki — powloka,
rzut ortogonalny Bg na plaszczyzne OX'X?, do ktérego nalezg punkty Z — po-
wierzchnia $rodkowa powloki Bg,

przedzial otwarty (—#, 1) w zbiorze liczb rzeczywistych, do ktorego naleza
punkty y,

przedzial czasu,

grubo$é powloki w konfiguracji odniesienia,

gradient w Bg,

gradient w IT,
diwergencja w Bpg,

wektor zewnetrznie normalny do 9Bg,

wektor zewnetrznie normalny do dI7,

funkcja deformacji,

uogdlnione sily wewngtrzne zalezne odpowiednio od Z, ¢, ¢ oraz ¢, q,
uogdlnione sily zewnetrzne zalezne odpowiednio od Z, ¢, oraz ¢, q,
sila masowa zalezna od X, ¢,

obcigzenia powierzchniowe zalezne od X & ¢Bg, ¢,

energia kinetyczna,

energia sprezysta,

uogéblniona energia sprezysta,

gestos¢ masy odniesienia do konfiguracji poczatkowej,

mnozniki Lagrange’a okre$lone w zbiorze IT x I,

mnozniki Lagrange'a okre§lone w zbiorze 11 x I,

wspoirzedne uogdlnione zalezne od Z, ¢,

wspoirzedne uogdlnione zalezne od ¢, ‘
wiezy nalozone na deformacje — znana funkcja argumentéw Z, ¢, ¥,
wiezy wtérne — znana funkcja ¢, q,

masowe sily reakcji zalezne odpowiednio od X, 71 Z, ¢,
powierzchniowe sily reakcji zalezne odpowiednio od X, ¢ oraz Z, ¢,
sily reakcji podpor,

kontaktowe sily reakcji zaiezne od Z, 1,

plaskie elementy skoiiczone powloki Bg,

elementy skonczone,

linie podzialu powierzchni $rodkowej na plaskie elementy skorczone I7,
punkty podzialu powierzchni $rodkowej, .
podzbidr 2, punktdw laczacych elementy skofczone — zbidr punktéw we-
ztowych,

siatki podziatlu powierzchni §rodkowej,

dziedzina sterowania — zbiér siatek podzialu £,

dopuszczalny zbidr sterowan,

funkcjonal celu zalezny od wektora wspétrzednych q oraz siatek £2.
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1. Wstep

Teorig plyt i powlok nazywamy zwykle mechanike cienkiej ptytowej Jub powlokowej
formy konstrukcyjnej, wyrazona w kategoriach odniesionych do pewnej powierzchni, tzw.
powierzchni $rodkowej. Powierzchniowe teorie plyt i powlok maja dtuga historig¢; w litera-
turze przedmiotu znalezé mozna wiele ich sformutowan [2].

Przedmiotem rozwazan w tej pracy bedzie plyta lub powloka traktowana jako trdj-
wymiarowe cialo z wewnetrznymi wiezami. Przedstawimy pokrétce podstawowe zalozenia
i rownania takiej teorii.

Niech bedzie dana forma powlokowa, ktora da si¢ w dany sposob odwzorowaé w ob-
szar przestrzeni fizycznej zawarty pomiedzy plaszczyznami X* = +h oraz ograniczony
powierzchnig walcowa normalna do plaszczyzny OX'X 2. Obszar ten oznaczymy przez Bg,
jego rzut ortogonalny na plaszczyzng OX'X? oznaczymy przez I1, a dowolny punkt na 7
oznaczymy przez Z = (X', X?). Oznaczenia stosowane w pracy wzorowane sa na mono-
grafii [8]. W dalszym ciagu uzywac bedziemy wylacznie okre$lenia «powloka», traktujac
plyte jako szczegdlny przypadek powloki.

Niech dalej ruch powloki x(X,?), X = (Z,X?), Zell, X3 e (~h,h), t el bedzie
ograniczony w dany z géry sposob. Ograniczenia te nazwiemy wiezami., Rozpatrywaé
bedziemy tylko wigzy narzucone na ruch ciata (na jego funkcje deformacji). Zgodnie z [3]
rozwaza¢ bedziemy dwa rodzaje wiezéw:

1. Wiezy graniczne (brzegowe) sprowadzajace sic zwykle do dobrze znanych w teorii
»spi'QZystoéci warunkéw poczatkowych oraz do tzw. przemieszczeniowych warunkdw
brzegowych w postaci:

(1.1) [Z, L, Y(Z, )] =0, Zedll, tel,
e =1,2,..,s.
2. Wigzy wewnetrzne, wyrazajace pewne przyjete a priori hipotezy kinematyczne,

ktoérych celem jest uproszczenie kinematyki, a w konsekwencji i calej dynamiki rozwaZanej
powloki

XX, 1) =®[Z, X3 1, P(Z, 1)],
BAZ, 1, W(Z, 1), V(Z,0)=0, »=1,2,..,r, 2Zell.

Wektor ¢ jest wektorem wspéirzednych uogdélnionych. Funkcje a,, ® 1 B, sg funkcjami
znanymi. Wiezy (1.2), sprowadzaja kinematyke calej powtoki, jako przestrzennej formy
konstrukcyjnej, do pewnego dwuwymiarowego kontinuum punktéw Z e IT. Warunki
(1.2), stanowia dodatkowe ograniczenia dla funkcji wektorowej Y. W szczegdlnosci, gdy
wspdlrzedne uogdlnione sa niezalezne, zwiazki te nie wystapia.

Podstawowy ukiad réwnan dla wektora wspétrzednych uogélnionych otrzymuje sie
z zasady prac wirtualnych, ktdra zapisaé mozna w postaci

[ lor(i—br) —divTal Sxdor+ [ (pr—Tang)dxdog = 0.
BR aBR

(1.2)

Podstawiajac (1.1), do ostatniej réwnosci oraz stosujac twierdzenie o mnoznikach
Lagrange’a otrzymujemy nastepujace réwnania ruchu i réwnania konstytucyjne, ktére po-
winny by¢ spetnione dla kazdego (Z,t) elIx 1, [3]:
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d ok ok
D1vH+h+f = Eﬁ — -W,
— v _lv .,
(13) TGl N _‘3(86—’9)
' oV Y -
gdzie
f e 0%
f=1(z,1, =f b—dX3+[ —] ,
( ) 4 (99:343 o Pr 30 |xsmin
_ h
(14) k=KZ 64,9 = 5 [ ealdirax?,
h

_ A
& = e(Z,t,tl),%tl)) = fQRO'(Vq’)an.
Zh

Réwnania (1.3); nazwiemy réwnaniami ruchu, a réwnania (1.3), réwnaniami konsty-
tutywnymi dla wektora wspétrzednych .

Na dIT x I powinny by¢ ponadto spelnione geometryczne warunki brzegowe, ktdre za-
piszemy

(1.5) ’ HZ:R = tR-l-uR,
gdzie
FES ~a
ot
— 3 —
(L.6) tR—_{prdx, m = gt

Wielkosci u? s3 «brzegowymi» mnoznikami Lagrange’a, tj. okre§lonymi na zbiorze 017 x 1.
Wystepujaca w (1.6) funkcja tg jest znana, bowiem moze by¢ obliczona przez catkowanie

L
funkcji pg FR
- Z kolei na ITx {to} powinny by¢ speinione warunki poczatkowe
(1.7) v=4@, b=90@2).

~ Réwnania _(1.2)2, (1.3), (1.5), (1.7) opisuja kazda dwuwymiafowq teori¢ powtok jako
teori¢ ciala z wewnetrznymi wiczami.

2. Powloki dyskretyzowane

Rozpatrzmy pewien dany rozklad powierzchni srodkoweJ IT na roz{qczne obszary I,

¢ = 1 2, ..., 1 takie, by IT = U IT.. Rozkiad regularnego obszaruH na regularne pod-

c=1
obszary I1,, tj. p{aty ograniczone skoniczona liczba tukéw, spowodowany moze byé roz-
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nymi wzgledami, np. wlasnoéciami budowy powloki, ale takze potrzebami przyjetej teorii,
w ramach ktdrej badane jest cialo. Niech kazdy plat I1, ograniczony jest n = n(c) tukami Lk,
gdziek =1, 2, ..., ko, ktére nazwiemy liniami podziatu powierzchniII, Oznaczmy przez 7,

punkty IknL k<lir=1,2,...,r, gdzie ry < ﬁ(kz(’;l) bedace punktami podzia-

tu 11,

Tloczyny kartezjanskie B, = II,x F oraz Il nazwiemy odpowiednio elementami skon-
czonymi i plaskimi elementami skonczonymi powloki Bg.

Wprowadzmy dla wygody rachunkowej (w szczegdlnosci obliczen numerycznych) glo-
balng numeracje¢ wszystkich linii i punktéw podziatu. I tak L,, @ = 1, 2, ..., 4 oznaczaja
wszystkie linie, a Z;, i = 1, 2, ..., I wszystkie punkty podzialu powierzchni I7. Spelnione sg
oczywiscie zwiazki L,n L, = @, a # b oraz {Z;} n {Z;} = @, | # j. Linie L, i punkty Z;
podzialu charakteryzuja element skonczony B, powloki Bg.

Zbior £, okreslony w nastepujacy sposdb

Q1) Q,={Z;Ze U L,u L1JZ'}

nazwiemy siatka podziatu powierzchni §rodkowej I, a tym samym calej powloki Bg.
W kontinuum materialnym rzeczywista liczba punktéw taczacych elementy skoriczone
jest nieograniczona. W wielu teoriach czy metodach obliczen numerycznych (np. metodzie
" elementdw skonczonych) przyjmuje sig, Ze elementy B, polaczone sg ze sobg w skoficzonej
liczbie punktéw weztowych, w ktérych zaklada si¢ istnienie sil skupionych reprezentujacych
napre¢Zenia rzeczywiste dzialajace kontynualnie na granicach elementéw. Analityczny opis
polaczen elementéw skoriczonych sprowadza si¢, w przypadku wigzéw narzuconych na de-
formacje, do zadania cigglodci lub takze gtadkosci funkcji deformacji w odpowiednim
zbiorze punktéw nalezacych do siatki podziatu ciala. W pozostalych punktach siatki moze
wystapi¢ nie tylko nieciaglto$¢ pierwszych pochodnych funkeji deformacji, lecz takze nie-
ciaglo§¢ samych deformacji; nie mamy wtedy do czynienia z o$rodkiem cigglym. Traktuje-
my wiec poszczegdlne elementy skonczone jako oddzielne ciata z wiezami (1.2).
W przypadku powloki wprowadzamy wigzy wtérne, nakladajace ograniczenia na wspét-
rz¢dne uogdblnione P(Z,?) w postaci

(2.2) $(Z,1) =E(2Z,1,q,(t)), Zell, tel,

gdzie q(¢) jest wektorem nowych wspétrzednych uogélnionych (juz niezaleznych od Z e IT).
Wigzy (2.2) powinny by¢ zgodne z warunkami brzegowymi (1.1) oraz z zaleznosciami (1.2),
migdzy wspdlrzednymi uogdlnionymi Y(Z, ¢).

Podstawiajac prawe strony (2.2) do (1.2); otrzymamy

(2.3) x(X,t) =®[Z,X%t,E(Z,1,q,(1)], X*€eF, tel, Zell.

Oznaczajac przez D < £, zbiér punktéw laczacych elementy skoficzone I7, zatozymy,
ze réwnania wigzéw (2.3) powinny ponadto spelniaé zwiazki

(2.4) . E[Z,t,q(0] = E4lZ,t,q(1)], Zell.nII,nD,

ktdre uzaleznione sa od siatki podzialu £,.
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Przyjecie wiezéw postaci (2.3), (2.4), a tym samym okreélenie siatki podzialu 2, i jej
podzbioru D nazywamy dyskretyzacja powloki, a powtoke z wigzami (2.3) i (2.4) nazywamy
powloka dyskretyzowana. W definicji dyskretyzacji ciata tkwi wigc okreélenie podzbioru D
siatki podziatu 2, oraz ustalenie wigzéw (2.3).

W metodzie elementéw skonczonych przyjmuje si¢ zwykle za funkcje @ wielomiany
ustalonego stopnia, a za D dyskretny zbidr punktow.

Niech 4 jest homeomorfizmem h:IT — II. Okre§lmy teraz homeomorfizmy g w naste-
pujacy sposéb:

(2.5) 2:20 » QcIINg(Z) = K(Z), Z € £,.

Homeomorfizm g jest wigc obcigciem homeomorfizmu £ do siatki £2,. Zbidr £ jest
takze siatka podzialu powloki By, ktéra ma t¢ sama liczbe tukéw i punktéw podziatu
co siatka £2,. Wynika to natychmiast z wtasno$ci homeomorfizméw. Takze odwrotnie,
kazda siatka £ opisujaca dyskretyzacje powloki By ta samg liczba lukéw i punktow
(a tym samym tg sama liczba elementéw skonczonych) jest obrazem siatki £2,, tzn. istnieje

homeomorfizm g taki, ze g~'(2) = 2,. Jest oczywiste, ze |J g(2,) = Bg.
4

Dla wielu zagadnien brzegowych zbidr D przyjmuje si¢ jako dyskretny zbiér punktéw
Z,i=1,2,...,1, tym samym powigzanie elementéw skoficzonych w tym zbiorze za-
pewnia wystarczajaca aproksymacje ruchu rzeczywistego. W istocie, w takim przypadku
(dyskretyzacji okre§lonej na zbiorze punktéw — dyskretyzacji punktowej) mamy do
czynienia nie z jednym podzialem ciatla, ale z cala klasa podzialdw, ktére okazuja si¢ klasa
abstrakcji nastgpujacej relacji réwnowaznoécei:

(2.6) (2, = 2)) = [8:(Z) = 82(ZY)Ng1(20) = 2, 8,(820) = 23]

Relacja (2.6) jest zwrotna, symetryczna i przechodnia jest wigc relacja réwnowaz-
nosci.

Dla klasy abstrakcji ||£2|| relacji réwnowaznosci (2.6) wygodne jest dokonanie wyboru
reprezentanta £2 w nastegpujacy sposob: niech 2 = g(£2,) i obrazy tukéw L, sa odcinkami.
W szczegdlnoscei, gdy dyskretyzacja £2 jest triangulacja powierzchni §rodkowej, tj. podzie}\lem
na tréjkatne plaskie elementy skonczone, reprezentantem ||2|| moga byé wprost £2.

W przypadku dyskretyzacji punktowej réwnania wigzéw (2.2) przepiszemy w postaci
@.7) W(Z, 1) = B(Z, 1,q0)), Zell, tel,
gdzie za wspélrzedne uogdlnione q(¢) przyjeto wartoscei funkcji Y(Z, ¢) w punktach zbioru

{Zl};

(2.8) q@) = {$(Z,, 1), ..., $(Z1, 1), VOZ,, 0, ., VOEZL 0}
Korzystajac z (2.8), réwnania ruchu [réwnania na funkcje q(¢)] napiszemy w postaci:
d 0k ok
SRR TR
(29 d 0ok ok
HI+F‘=-7!€]?‘T_ ar') 1_1;2’ ,I’

gdzie oznaczono x; = x(Z;, X3,1), TI\= %x, Z, X3, ).
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Roéwnania konstytutywne sprowadza si¢ teraz do

de de
TR v

gdzie funkcja energii odksztalcenia jest okres§lona przez (1.4);, a wspdlrzedne uogdlnione
q(?) sa niezalezne. Energia kinetyczna k jest zdefiniowana przez (1.4),, a obciazenia f; i F;
zgodnie z (1.4), beda

(2.10) h; -

b, oD,
fl:Z(fQRbRa .d'Z)R-I- f Pr Oa dO'R),
c B, Xi SBR~2B. Xi

0P,
(fQRbR d?)R-I- f PR ar dO'R)

OBR~ OB,

2.11)

Funkcje podcatkowe w (2.11) sa znanymi funkcjami argumentu X € B,, gdyz postac
funkcji @ w réwnaniach wiezéw jest znana, tym samym odpowiednie catki po dowolnym
elemencie skonczonym moga byé obliczone.

Po rozwiazaniu zagadnienia poczatkowego dla ukiadu réwnan (2.10), tj. po wyznaczeniu
wspdétrzednych uogdlnionych q(¢) mozemy otrzymaé zaréwno funkcje deformaciji (X, ¢)
calego ciala (lub spdjnego zbioru cial, gdy nie zachodzi warunek (2.4)), jak i wektor Y(Z, ¢).
Wynika to od razu z (2.2).

3. Ocena dokladnoSci rozwigzan

Sity reakcji powstale w wyniku dziatania zatozonych a priori wigzéw wewngtrznych
(1.2); sa pewnymi «fikcyjnymi» obciaZeniami, ktére nalezaloby dodatkowo przylozyé
do ciala, by odksztalcato si¢ zgodnie z wiezami. Znaczy to, ze po rozwigzaniu zagadnienia
poczatkowego (1.3) dla niewiadomych (Z, ¢), obliczeniu ze zwiazkéw (1.2), calego ruchu
ciala, wyznaczeniu tensora ekstra naprezenia Pioli-Kirchhoffa Tp = mr(X, VY) (gdzie g
jest funkcja konstytutywna materiatu powloki), sily reakcji mozemy wyznaczyé z nastgpu-
jacych zwiazkéw [1]:

G.1) ort = or X —divTr—orbr, W Bgx[,

Sr =TRnR—pR, na OBRXI.

Powierzchniowe sily reakcji wywolane sa zaréwno wigzami wewnetrznymi, jak i podpar-
ciem brzegu powtoki. Oznaczajac te ostatnie przez ug i przyjmujac, Ze potrafimy je nieza- -
leznie wyznaczyé (np. w zagadnieniach statycznie wyznaczalnych), otrzymamy sity reakcjir,
Sg —uz wywolane tylko wigzami wewnetrznymi. Gdy wiezy wewnetrzne wyrazaja wylacznie
wprowadzone a priori hipotezy kinematyczne upraszczajace matematyczny opis problemu
(a nie np. wlasnosci materialowe w rodzaju niescisliwosci), to oceng bliskosci otrzymanego
rozwiazania «modelowego» i nieznanego rozwiazania $cistego, tj. rozwigzania jakie uzyska-
no by w ramach teorii sprezystoéci, mozna przeprowadzi¢ korzystajac z nastgpujacego kry-
terium szacujacego

(3.2 II(r, sg—ug)l| = &(br, Pr+ur)ll,
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gdzie ||(-, ‘)|| oznacza norme w przestrzeni funkcyjnej, ktérej elementami sa pary utworzo-
ne z gestosei sit masowych i powierzchniowych dziatajacych na cialo oraz & jest dodatnia
liczba matg wobec jedno$ci. Wystepujaca w (3.2) norma nie jest okreslona jednoznacznie,
lecz sposdb jej wprowadzenia zalezy czg¢sto od charakteru problemu brzegowego. Niektdre
przykiady norm |[(-, -)]| przedstawiono w [4]. ’

Jezeli warunek (3.2) nie jest spetniony, tj. gdy uklad sil reakeji utrzymujgcych wiezy
(1.2), nie jest pomijalnie maly wobec uktadu sit dzialajacych na cialo, to rozwigzanie
«modelujgce» nie stanowi rozwigzania problemu fizycznego.

Analiza tak postawionego problemu prowadzi do oceny, czy przyjeta (przez wiezy
(1.2),) teoria powlok moze by¢ stosowana do rozwigzywanego problemu fizycznego.

W dalszym ciagu bedziemy si¢ zajmowa¢ sitami reakcji spowodowanymi wiezami (2.2),
tj. spowodowanymi dyskretyzacja. Rozwigzaniem modelowym bgdzie wiec tutaj rozwigza-
nie q(¢), a §cistym albo wzorcowym Y(Z, t), (wyzej rozwiazaniem modelowym byto roz-
wiazanie P(Z, t), a Scistym rozwiazanie jakie uzyskano by w ramach teorii sprezystosci).
Tak wigc interesowac¢ nas beda sity reakcji powstale wskutek dyskretyzacji powtoki (wigzy
(2.2)), a nie sity reakcji powstale wskutek przyjgcia takiej czy innej teorii powlok (czyli
wiezéw (1.2),). ! o

Rozwiazujac zagadnienie poczatkowe (2.9) dla niewiadomych q(¢) obliczymy ze zwiaz-
kéw (2.2) wspoéirzegdne uogélnione P(Z, 1) i dalej ze zwiazkéw (1.2), +(1.3), funkcje
deformacji % (X, ¢) i uogélnione sity H i h. Sity reakcji spowodowane dyskretyzacja mozna
wtedy obliczy¢é [por. (3.1)] ze zwigzkéw

P o= —di?/H—h—f+dia—{‘—§—k,
(3.3) top 0P

o *
Sgp = HnR—tR—uR,

w ktorych wystepujace wielkosci sg okre§lone wzorami (1.3), <+ (1.6). Sily reakcji (3.3) obli-
czone dla kazdego elementu skoriczonego B, oznaczymy przez r., S., a skok powierzchnio-
wych sit reakcji na 9II,n dIl;, c# d oznaczymy przez

(34) ) §cd = Hcﬁc+Hdﬁdy

gdzie iy = —h, i nazwiemy kontaktowymi sitami reakcji.

Wprowadzmy w przestrzenie sit masowych i powierzchniowych [zaréwno f, =f |Zenc’
" te = trlzean,, jak i sit reakcji (3.3) i (3.4)], odpowiednio normy |} *||;, || *I|2- Uzyskane przy
dyskretyzacji rozwigzanie moZemy uzna¢ za dostatecznie bliskie rozwiazania jakie otrzyma-
libySmy dla ciata bez wigzéw (2.2) jeéli dla kazdego ¢ spetniony jest warunek

' !
S el +118e—uellz 1 N 8eall = e(lE I +lte+ucll2),
d=1

gdzie v, = wg|zeon,-

Warunek (3.5) méwi, Ze sity reakcji masowych i powierzchniowych powinny stanowi¢
uktad sit pomijalnie matych w poréwnaniu z uktadem uogdlnionych sit zewnetrznych dzia-
fajacych na cialo.
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4. Dyskretyzacja sterowana

Spelnienie warunku (3.5) dla kazdego ¢ mozna otrzymac¢ réznymi drogami. Mozna
mianowicie albo dobieraé przy ustalonym podziale powloki By funkcje wiezéw (2.2) albo
ustalajac funkcje wigzéw = zmienia¢ podzial I7T siatkami 2 zaréwno zwigkszajac liczbe
elementdw, jak i zmieniajac ich rozmieszczenie, wielkoéé czy ksztalt, albo wreszcie stosowaé
te dwie drogi réwnoczeénie,

Postgpowanie takie nazywamy sterowaniem dyskretyzacja powtoki. W tym punkcie
zajmiemy si¢ sterowaniem dyskretyzacja przez zmlanQ liczby elementéw skonczonych przy
ustalonych wigzach.

Na poczatek ustalmy, Ze sterowania dyskretyzaqq dokonamy przez A-krotny podzial
ciala na elementy skonczone punktami {Z;}. Liczba /1 cho¢ dowolna zwykle uzalezniona
- jest od mozliwoéci numerycznych maszyny cyfrowej zastosowanej do rozwigzania problemu
brzegowego.

Pierwszej dyskretyzacji dokonujemy siatka punktéw {Z;}, i =1, 2, ..., I kierujac sie
ksztaltem ciata i sposobem przyloZenia sit zewngtrznych (moze to takie byé podziat zu-
petnie przypadkowy). Po rozwiazaniu réwnan (2.9) i wyliczeniu sit reakcji (3.3) przeprowa-
dzamy oceng¢ dokladno$ci rozwigzan stosujac kryterium szacujace (3.5), tj. dla kazdego ¢
(indeks I wskazuje, iz mamy do czynienia z pierwsza dyskretyzacja) okre§lamy w nierow-
noéci (3.5) najwicksza warto$é e.,.

Niech ¢, bedzie z gory przyjeta w zwigzku (3.5) wartoscia ¢ okre$lajaca dopuszczalne
odchylenie rozwiazania modelowego od rozwiazania $cistego (mozna np. przyjaé e, = 0,05,
gdyz czesto z taka dokladnoscia okresla si¢ wielko$¢ sit zewngtrznych). Moze si¢ zdarzy¢,
Zze po pierwszej dyskretyzacji spelniona jest nierdwno$¢ e, = &, dla wszystkich ¢; =
=1,2, ..., I;. Spetniona jest tym samym nieréwns$o¢ (3.5) i rozwigzanie modelowe uzna-
jemy za wystarczajaco dokladnie aproksymujace rozwigzanie $ciste. Na ogdt jednak
znajda si¢ takie clementy skonczone I7,,, dla ktérych warunek (3.5) nie: jest spetniony,
tzn. beda istnie¢ indeksy cf, dla ktérych e > &,. Dokonujemy wtedy dyskretyzacji taka
siatka punktéw {Z,,}, in =1,2, ..., 1y, ktére podziela clementy II5 na mniejsze.
Pozostawienie elementéw skonczonych w ktérych warunek (3.5) jest spelmony w niezmie-
nionym ksztalcie (cho¢ nie jest to konieczne) jest wygodne, gdyz pozwala obliczone dla
tych elementéw pewne wielkosci (jak np. macierze sztywnosci) wykorzysta¢ do nastepnych
dyskretyzdcji.

Takie postgpowanie powinno przy dyskretyzacji punktami {Z,,} doprowadzié do
spetniania warunku (3.5) we wszystkich elementach skonczonych.

Przykiad sterowania dyskretyzacja przez zwigkszanie liczby elementéw skoficzonych
pryzmatycznej powloki z prostokatnym otworem (traktowanej jednak jako powloka gruba)
rozpatrzono w [4]. '

5. Sterowanie optymalne

Przedstawiony w rozdziale 4 proces dyskretyzacji mozna kontynuowaé az do speinienia
warunku’ (3.5) przy zaloZzonym z géry . Trzeba jednak zaznaczyé, Ze nie zawsze jest to
mozliwe. Nie dysponujemy bowiem maszynami matematycznymi, ktore rozwiazywalyby
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uktady réwnan o dostatecznie duzej liczbie niewiadomych. Trudno$¢ te mozna omingé
na innej drodze. Mozna mianowicie sterowa¢ procesem dyskretyzacji tak, by przy ustalonej
liczbie elementéw skonczonych uzyska¢ minimum normy sit reakeji.

Zauwazmy w tym celu, ze wspolrzedne uogdlnione q(¢) przy ustalonym ¢ oraz ustalonej
siatce podziatu (2 naleza zgodnie z (2.8) do przestrzeni euklidesowej E*. Nazywaé je be-
dziemy wektorami stanu a przestrzen E*' przestrzenia stanu.

Zbiér siatek 02, gdzie 2 = g(£2,) i g jest z pewnego zbioru homeomorfizméw (2.5)
oznaczymy przez @ i nazwiemy dziedzing sterowania.

Kazdemu rozwiazaniu q(¢) z odpowiednimi warunkami poczatkowymi q(t,) = gq,
q(t0) = q? przypiszemy liczbe ¥V w nastepujacy sposéb:

1 1
G V=vgQ = Z(Il?c(q,Q)II1+||§c(q,Q)—uc(q,Q)I|z+||Z§cu(q,!2)llz),
d=1

c=1

gdzie €0,

Powiadamy, ze sterowanie lub siatka podziatu £2* jest optymalna je$li odpowiadajace

jej rozwiazanie q*(¢r) réwnan stanu (2.9) speinia dla 2 € © zwiazek
H

(52 V(g*, 2% < V(q, Q).

Tak wiec przez znalezienie optymalnej siatki podzialu powitoki Br bedziemy rozumieé
znalezienie takiego elementu zbioru @, dla ktorego funkcjonat (5.1), przymuje warto§é
najmniejsza.

W wielu przypadkach szczegdlnych siatki £2 beda naleze¢ do pewnego podzbioru Oco
zwanego dopuszczalnym zbiorem sterowan. Specyfikacja tego podzbioru w zbiorze ©
zalezy zaréwno od warunkow na homeomorfizmy g (np. by byly przedziatami liniowe),
jak i od dziedziny okre$lonosci. Nie zawsze bowiem konieczne jest sterowanie cata siatka,
wystarczy sterowanie tylko jej cze$cig.

Niech teraz @ < 0, bedzie zbiorem reprezentantéw relacji réwnowaznosci (2.6). Ele-
menty zbioru @ mozna wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé pewnym podzbiorom
w przestrzeni euklidesowej.

Skoro klasa abstrakeji ||[©2]| w sposéb jednoznaczny wyznacza siatk¢ punktéw {Z,},
i=1,2,...,11 odwrotnie, siatka punktéw {Z;} zgodnie z (2.6) jednoznacznie okrefla
[12|l, w takim razie ||2|| przyporzadkujemy punkt z e E?*', gdzie z = {Z,, ..., Z,}.
Oczywiscie dla'ustalonego i, Z; 11, tak wiec punkt z przestrzeni £/, ktéremu przyporzadko-
wano pewien element O nalezy do I-krotnego iloczynu kartezjanskiego S = II xIT x ... xII,
z ktérego usunigto zbiér M punktéw z = (z°), ¢ = 1,2, ..., 21, dla ktérych istnieja o,,
0,,2 29 = z9,

W wielu zagadnieniach brzegowych zaklada si¢, Ze homeomorfizmy g na 011 sa identycz-
noéciami. Niech Z, e dll, 1 = 1,2, ..., I, i I, < I, wtedy wymiar dziedziny S—M réwny
jest 2(I—1,) oraz S jest zbiorem otwartym.

Niech teraz t., s., S.; beda sitami reakcji przy ustalonej siatce podziatu £2 €@ i ogdlniej
1.(2), 5.(z), 8.4(z) beda sitami reakcji dla kazdej siatki podzialu 2€6, czyli funkcjami
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z € S—M. Zgodnie z (5.1) funkcjonal celu bedzie takze funkcja z € S— M. Widacé stad, ze
w przypadku kiedy zbior dopuszczalnych sterowan jest zbiorem siatek réwnowaznych
wzgledem relacji (2.6), problem sterowania optymalnego mozZe by¢ sprowadzony do znacz-
nie prostszego problemu szukania ekstremum funkcji wielu zmiennych.

6. Uwagi koncowe

Przyjecie w mechanice odpowiedniego modelu kontinuum ma zasadnicze znaczenie,
poniewaz determinuje zaréwno stopien doktadnosci, jak i zakres stosowalno$ci teorii.
Najczg$ciej rozwazanym modelem ciala materialnego jest model kontynualny. Jednak duze
trudnosci w rozwiazywaniu podstawowego ukladu réwnaf mechaniki oérodkéw ciaglych
sprawily, ze zaczg¢to wprowadza¢ do niej dodatkowe zaloZenia upraszczajace. Wystarczy
wspomnie¢ teori¢ powlok KIRCHHOFFA czy teori¢ pretéw BERNOULLIEGO.

Inne podejécie pochodzace jeszcze od EULERA, opiera si¢ na zaloZeniu, ze pewne skon-
czone podobszary ciala maja skonczong liczbe stopni swobody. Tak podzielone cialo nazy-
wamy ofrodkiem zloZzonym z elementéw skofczonych lub oérodkiem dyskretyzowanym.
Obecnie coraz czgéciej w zagadnieniach techniki wprowadzamy taki wlaénie model cial [5].

Przedmiotem rozwazan w tej pracy jest dyskretyzowana plyta lub powloka By poddana
wigzom wewnetrznym. Ruch takiego oérodka opisany jest skonczonym ukladem q(¢) =
= (g'(1), ¢*(1), ..., ¢ (1)) niewiadomych funkcji zaleznych tylko od czasu, pozwalajacym
aproksymowa¢ rzeczywisty ruch o$rodka ciaglego ruchem uktadu o skorczonej liczbie
stopni swobody. Powyzsze ograniczenia na ruch stanowia przypadek szczegSlny wiezéw
wewngtrznych narzuconych tylko na ruch kontinuum, a nie np. na naprezenia.

Ogdlne podstawy mechaniki ciat dyskretyzowanych obejmujace takze znane dotychczas
metody, oparte na mechanice oérodkéw ciaglych z wigzami, byly przedstawione w pra-
cach Wozniaka (np. [I]).

Kazde cialo poddaé mozna dyskretyzacji na elementy B., jednak otrzymane wyniki
opisuja badany uktad, w rzeczywisto$ci bez wigzéw, z dokladnoscia do sil reakcji. O otrzy-
manym w metodzie elementéw skonczonych rozwigzaniu méwimy, ze wystarczajaco do-
ktadnie aproksymuje rozwiazanie $cisle, tj. rozwiazanie, jakie otrzymaliby§my dla oérodka
cigglego wtedy, kiedy zastosowany skornczony ciag dyskretyzacji (na coraz wigcksza liczbe
elementdw) wykazuje odpowiednia zbiezno§é. W przypadku ciala dyskretyzowanego,
traktowanego jako oérodek ciagly z wiezami, oceny dokladno$ci rozwigzan dla kazdej
dyskretyzacji dokona¢ mozna przez poréwnanie wielkoéci sit reakeji (wywolanych wigzami)
z sitami zewnetrznymi.

Wprowadzajac w przestrzen par sit reakcji wewngtrznych i-powierzchniowych normg,
dia kazdej dyskretyzacji mozemy okreéli¢ wielko$¢ tych sit. Majac wiec dwie dyskretyzacje
tego samego ciala, mozemy powiedzieé, ktéra z nich jest lepsza (w sensie przyjgtej normy),
tj. ktéra z nich daje rozwiazanie dokladniejsze w stosunku do nieznanego rozwigzania,
ktére uzyskano by dla ciala bez wigzéw wewnegtrznych.

Poszukiwanie w pewnym zbiorze dyskretyzacji takiej dyskretyzacji, dla ktérej odpo-
wiednio skonstruowany funkcjonatl (zwany funkcjonatem celu) przyjmuje minimum, nazy-
wamy sterowaniem optymalnym.
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W pracy rozpatruje si¢ dwa rodzaje dyskretyzacji. Jeden, pozwalajacy sterowaé dyskre-'
tyzacja przez zwickszenie liczby elementéw skonczonych tylko tam, gdzie sily reakcji sa
duze (w sensie przyjetej normy), oraz drugi, polegajacy na szukaniu sterowania optymal-
nego. '

W rozdziale 4 formulhije sie zagadnienie sterowania dyskretyzacja przez zwigkszenie
liczby elementéw skonczonych w tych obszarach, gdzie norma sit reakcji nie spetnia odpo-
wiedniego warunku szacujacego. Zageszczanie bowiem elementéw skoficzonych w calym
ciele czesto nie jest potrzebne, bo prowadzi do powigkszenia rzgdu ukiadu réwnan. Zagad-
nienie optymalnego sterowania formuluje sig w rozdziale 5, wykorzystujac pojecie siatki
podziatu £2 ciata dyskretyzowanego Bg. Siatki 2 stanowia dziedzing sterowania @. W wielu
przypadkach szczegélnych siatki 2 beda naleze¢ do pewnego podzbioru O < O, zwanego
dopuszczalng dziedzing sterowania. Specyfikacja ‘tego podzbioru przeprowadzona jest
takze w rozdziale 5.

Opisany wyZej sposob dyskretyzacji plyt i powlok mozZna zastosowaé takze do zagadnien
tréjwymiarowych. Sterowanie dyskretyzacjg tréjwymiarowych ciat sprezystych omoéwione
jest w pracy [6].
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Peswme

YIIPABJIIEMASL JUCKPETHU3AUMA ITVIACTHH W OBOJIOYEK

Paccma'rpunaxo‘rcn IUIACTHHBI M 0GOJIOUKH MOXBEPIKEHHbIE TMCKPETH3ALNH, PACCMaTpHBacMOlt B Ka-
YeCTBE YCJIOBHOIO HAJIOXKEHHMA Ha MX ABIDKEHME CBS3EH CIELMarbHOrO BHMAA, KOTOPBIE He 3aBHCAT OT
MacCOBBIX U MOBEPXHOCTHBIX CHJI HU OT PacCHpefiesIeHusa MacChl. Takue CHCTeMbl ABJISIOTCA INPUMEpaMH
TeJ1 C OrPAHHYMBAIOLMMU CBA3SMH, MEXaHHMKA KOTOpbIX OblTa IMoCTpoeHa Y. BoabHAKOM. ’

Omnpenesienne 1a MHOYKECTBE AMCKPETH3aUMH IUIMT M OGOJIOUEK COOTHOLIEHHS 3KBHBAJICHTHOCTH
M MCIOJIh30BaHHE, BO3HHKAIOIUX ECJIEACTBE. BO3ACHCTBHA CBA3EH, CYUI pEAaKUHH INPUBOJHT K BO3MOMK-
HOCTH OLEHKHM ! KOTOpasl U3 NPOBeAEHHbIX JUCKPETHIAIMI JIyYllle T. €. IPX KOTOPOH M3 HUX MOJyYEHHOE
PELUECHHE KpaeBoi 3a/lauM TOUHEE II0 CPABHEHMIO C HEHM3BECTHBIM «O0pasUOBBIMY DELICHHEM. TTonGop
JIyYIIMX C TOUKH 3PEHUS STOro PEeLICHHsT TUCKPETHIAUMI HAa3bIBAEM YIIPaBJIEHHEM JTHCKPETHIALMEH .

B pafore onuchiBaeTcA MeTOA yNpaBJieHHMsA AMCKpETH3aUMeR TIacTHH u o0O0JI0ueK, NMPHBOAMTCH
IKPHTEPHH MOCTOBEPHOCTH MOJYYEHHOrO PEIEHHA a TaloKe GopMyIHpYeTCs 3aaya ONTHMAJILHOro yI-
DaBJIeHuA. :
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Summary

CONTROLLED DISCRETIZATION OF PLATES AND SHELLS

The paper deals with plates and shells subject to discretization which is considercd as a set of constraints
of special type imposed on the structural motion. They are independent of body forces, surface tractions or
mass distribution. The discretized plates and shells are examples of constrainted bodies the mechanics
of which has been formulated by Cz. Wozniak.

By introducing an equivalence relationship in the set of all discretizations and by evaluating the reactions
occurring due to the constraints imposed it turnis out to be possible to estimate each discretization. Selecting
the better discretization is called the discretization control.

Paper descrites the methods of controlling of discretization of plates and shells, presents criterions of
estimation of the solution obtained and formulates the problem of optimal discretization control.
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