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1.  Wstęp 

Zagadnienia  teorii  drgań  układów  sprę ż ystych  kontaktują cych  się  z  układami  ciekłymi 
są  przedmiotem  badań  hydrosprę ż ystoś ci.  J.  WIĘ CKOWSKI  podaje  nastę pują ce  okreś lenie: 
„Przez  zagadnienia  hydrosprę ż ystoś ci  rozumiemy problemy  pograniczne  mechaniki  cieczy 

i  mechaniki  ciul  odksztalcalnych.  Odróż niamy  je  zwykle  od  problemów  aerosprę ż ystoś ci 

obecnoś cią  powierzchni  swobodnej  i  założ eniem  przemiany  izotermicznej"  [10].  Hydrosprę
ż ystość  jest  dyscypliną  stosunkowo  młodą,  podczas  gdy  aerosprę ż ystość  posiada  swoje 
tradycje  i  doczekała  się  szeregu  opracowań  monograficznych,  np.  [2].  Metody  stosowane 
w  aerosprę ż ystoś ci  mogą  być  przeniesione  na  teren  hydrosprę ż ystoś ci,  co  szczególnie  do
tyczy  zagadnień  falowych  w  oś rodkach  ś ciś liwych,  jednakże  wystę pują  pewne  osobliwe 
cechy,  które  powodują  konieczność  rozgraniczenia  tych  dwóch  dyscyplin.  Hydrosprę
ż ystość wyróż niają  niskie  prę dkoś ci, wysoka  gę stość  i mała  ś ciś liwość oś rodka  ciekłego. Wo
bec  powyż szego  duże  znaczenie  posiadają  tutaj  zagadnienia  wyznaczenia  mas  towarzy
szą cych  cieczy  oraz  rozwią zanie  problemów  drgań  swobodnych  i  wymuszonych  ciała 
sprę ż ystego  bę dą cego  w kontakcie  z  cieczą.  Kryterium  klasyfikacji  zagadnienia jako  zada
nia  hydrosprę ż ystoś ci  stanowi  wystę powanie  dodatkowych  sił  hydrodynamicznych  spo
wodowanych  przez  sprę ż yste  deformacje  konstrukcji.  Mamy  więc  do  czynienia  z  trzema 
rodzajami  sił:  sprę ż ystoś ci,  hydrodynamicznymi  i  bezwładnoś ci. 

Z  punktu  widzenia  teorii  moż emy  wyodrę bnić  dwie  grupy  zagadnień  hydrosprę ż y
stoś ci.  Stanowią  je  zagadnienia niesprzę ż one  i sprzę ż one.  Zagadnienia niesprzę ż one  moż na 
sprowadzić  do  zagadnień  hydrodynamiki  przez  założ enie  na  powierzchni  zwilż enia  okre
ś lonego  rozkładu  prę dkoś ci  tak,  że  ruch  układu  sprę ż ystego  stanowi  warunek  brzegowy 
dla zagadnienia hydrodynamiki.  Przykłady  zagadnień  tego typu przedstawiono w pracy  [9]. 
Zagadnienie  sprzę ż one  charakteryzuje  się  wzajemnym  oddziaływaniem  na  siebie  obu 
oś rodków  poprzez  warunki  brzegowe  na  powierzchni  kontaktu.  Na  uwagę  zasługują  
tutaj  zagadnienia  drgań  płyt  i  powłok  sprzę ż onych  z  cieczą. 

Hydrosprę ż ystość  powłok  jest  przedmiotem  stosunkowo  duż ej  iloś ci  publikacji  (praca 
przeglą dowa  [17]),  a  nawet  monografii  [15,  16].  Zagadnienia  hydrosprę ż ystoś ci  płyt  nie 
posiadają  tak  bogatej  literatury  jak  hydrosprę ż ystość  powłok.  Z  punktu  widzenia  zasto
sowań  wyróż nić  moż na  prace  dotyczą ce  mechaniki  kry  lodowej  [3],  dynamiki  przekryć  
zbiorników  na  ciecze  [8,  13],  drgań  poszycia  okrę tów  [4],  drgań  przegród  hydrotechnicz
nych  i  fragmentów  konstrukcji  portowych  [ U ,  14,  18]  itp.  Oprócz  prac  o  charakterze 
stosowanym  istnieje  niewielka  liczba  prac podstawowych,  przykładowo  wymienimy  prace 
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AFANASJEW A  [12]  i  SOLECKIEG O  [5,  6],  który  podał  rozwią zanie  zagadnienia  począ tkowego 
rozchodzenia  się  fal  w  płycie  pływają cej  na  półprzestrzeni  wypełnionej  cieczą  ś ciś liwą,  przy 
działaniu  impulsu  punktowego  i  impulsu  rozłoż onego  na  prostej. 

W  niniejszym  opracowaniu  zajmiemy  się  sprzę ż onymi  drganiami  układu:  płytaciecz, 
w  ramach  liniowej  teorii  sprę ż ystoś ci  i  liniowej  teorii  falowania  cieczy  idealnej,  zachodzą
cego  pod  wpływem  sił  cię ż koś ci.  Płyta  spoczywa  na  swobodnej  powierzchni  cieczy,  która 
wypełnia  pewien  obszar  przestrzeni  ograniczony  sztywną  powierzchnią.  Badany  model 
obejmuje  pewną  klasę  zadań  hydrosprę ż ystoś ci  płyt,  którym  w  naturze  mogą  odpowiadać  
sztuczne  lub  naturalne  zbiorniki  wypełnione  cieczą,  na  powierzchni  której  spoczywa  ela
styczna  płyta.  Przedstawiono  ogólną  metodę  rozwią zania  zagadnienia przy  wykorzystaniu 
funkcji  własnych  swobodnego  falowania  cieczy.  Metodę  zilustrowano  analizą  dynamicz
ną  pasma  płytowego  sprzę ż onego  z  cieczą.  Otrzymane  wyniki  nie  były  dotychczas  znane, 
chociaż  przedstawiona  metoda  znalazła  zastosowanie  w  pracach  autora  [7,  8],  przy  roz
wią zaniu  zagadnienia  drgań  dachów  pływają cych. 

2.  Równania  zagadnienia  i  metoda  rozwią zania 

Niech  ciecz  idealna  wypełnia  obszar  Q  trójwymiarowej  przestrzeni  Euklidesa  ograni
czony zamknię tą  powierzchnią  S.  Założ ymy,  że  ciecz  znajduje  się  w  potencjalnym  polu  sił 
cię ż koś ci  i  posiada  swobodną  powierzchnię,  na  której  spoczywa  płyta  Sx,  ograniczają ca 
obszar  Q  od  góry.  Dodatkowo  przyjmiemy,  że  powierzchnia  kontaktu jest  stale  zwilż ona. 
Pozostała  czę ść  obszaru  Q  ograniczona jest  nieruchomą  i  nieodkształcalną  powierzchnią  
S2  • Tak  więc  S  =  Sy  + Sz  •  Załóż my  ortokartezjań ski  układ  współrzę dnych  x,  y,  z  taki, 
że  powierzchnia  leży  w  płaszczyź nie  z  — 0,  oś  z  skierowana jest  pionowo  w  dół  (rys. 
1).  Zbadajmy  dynamikę  przedstawionego  układu. 

о  
У  к  

\  /  

'Z 
Rys.  1.  Uk ła d  współrzę dnych 

Równanie  cią głoś ci  dla  płynu  nieś ciś liwego  ma  postać  

(2.1)  div  V  =  0, 

co  oznacza  niezmienność  obję toś ci  i jest  konsekwencją  zasady  zachowania  masy.  V  jest 
wektorem  prę dkoś ci  czą steczek  cieczy.  W  przypadku  ruchu  bezwirowego,  gdy  istnieje  po
tencjał  prę dkoś ci  Ф  spełniają cy  zależ ność  

V  =  grad  Ф , 
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równanie  cią głoś ci  przybiera  postać  

(2.2)  divgrad  Ф  =  0. 

Potencjał  prę dkoś ci  Ф  powinien  spełniać  na  powierzchni  S  warunki  brzegowe  o  postaci: 

д Ф __  dw 

6n  s,  ~  'W' 
(2.3) 

д Ф _ 
д а  

=  0, 

gdzie przez  w oznaczono pionowe  ugię cie  płyty.  Pierwszy  warunek  oznacza,  że  nie  istnieje 

prę dkość  normalna  do  powierzchni  S2,  drugi  warunek  oznacza  zgodność  prę dkoś ci  prze

mieszczeń  przylegają cych  do  siebie  czą steczek  płyty  i  cieczy.  Ugię cie  w  powinno  spełniać  

równanie  ruchu 

(2.4)  DV*w + ohw  =  P+Q, 

z  odpowiednimi  warunkami  brzegowymi  dla  płyty.  P  oznacza  parcie  cieczy  na  płytę,  Q 
jest  wzbudzeniem  zewnę trznym.  Parcie  cieczy  na  płytę  przyjmiemy  z  całki  CauchyLa
grange'a  bę dą cej  jednym  z  rozwią zań  równań  ruchu  Eulera 

(2.5) 
dt  +  2 

gz+—p 

gdzie  g  oznacza  przyspieszenie  grawitacyjne,  у  —  gę stość  cieczy,  p  —  ciś nienie,  F(t)  — 
dowolną  funkcję  czasu,  którą  okreś la  się  z  warunków  począ tkowych  zagadnienia  (dla 
drgań  ustalonych  przyjmiemy  F  =  0).  D l a  małych  prę dkoś ci  oscylacji  cieczy  moż emy 
w  wyraż eniu  (2.5)  pominąć  wielkość  V2/2  i  wówczas,  podstawiając  z  =  iv,  otrzymamy 
ciś nienie  na  powierzchni  kontaktu 

"  В Ф  1 
(2.6)  P=y 

dt  •gw\ 

W  dalszych  rozważ aniach  wygodniej  bę dzie  operować,  zamiast  potencjałem  prę dkoś ci  Ф , 

potencjałem  przemieszczeń  % okreś lonym  zależ noś cią  

(2.7)  Ф  = 
et' 

Funkcja  % jest  funkcją  harmoniczną  

(2.8)  V 2 *   =  0 

oraz  powinna  spełniać  nastę pują ce  warunki  brzegowe: 

(2.9)  Щ  
8n 

0, 
Bz  =  —w. 

Drugi  z warunków  (2.9) jest równaniem  sprzę ż enia  drgań. Ostatecznie parcie cieczy  na  płytę  

okreś limy  wzorem 

(2.10) 
d2x(x,y,  z  =  0;  t) 

dt2 

Równania  (2.8), (2.9), (2.10) i  (2.4)  wraz z warunkami brzegowymi dla płyty  opisują  badane 

zagadnienie. 
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Metoda  rozwią zania  zagadnienia  zakłada  znajomość  funkcji  własnych  <pmn opisują cych 

swobodne falowanie  cieczy  wypełniają cej  obszar ograniczony  powierzchnią  S2  • D la  obsza

rów  geometrycznie  prostych,  które  moż na  opisać  znanymi  układami  współrzę dnych, 

funkcje  05m „   dają  wyznaczyć  się  w  sposób  stosunkowo  nieskomplikowany.  Funkcje  te 

spełniają  równanie  (2.2)  i  pierwszy  z  warunków  brzegowych  (2.3).  Potencjał  % przedsta

wimy  w  postaci szeregu  według  układu  funkcji  własnych <pmn 

00 

(2.11)  X  =  ^ Bmn<Pmn, 
R  l 

wówczas  spełni  on  równanie  (2.8)  i  pierwszy  z  warunków  brzegowych  (2.9).  Drugi  wa

runek  brzegowy  posłuży  nam  do  wyznaczenia  współczynników  Bmn,  po  wyznaczeniu  całek 

równania  (2.4). 

• 

3.  Drgania  własne  pasma  płytowego 

Rozpatrzmy przypadek  drgań  własnych  pasma  płytowego  sprzę ż onego  z  cieczą  idealną  

wypełniają cą  zbiornik  o  przekroju  prostoką tnym  (rys.  2).  Jest  to  zadanie  płaskie,  opisane 

równaniem 

Dl a  drgań  harmonicznych  przyjmiemy 

(3.2)  w=eia,v(x). 

7f  L  )f  Rys.  2.  Pasmo  płytowe  sprzę ż one  z  cieczą  

Równanie  (2.8)  i pierwszy  z  warunków  brzegowych  (2.9)  spełnione  są  przez  funkcję  o  po 
staci 

00 

(3.3)  x  =  e ' « * Ł B n c h ™  ( z  tf)cosЩ x. 

Drugi  z  warunków  brzegowych  (2.9)  jest  równaniem  sprzę ż enia  drgań  
00 

(3.4)  w  =  J*]?*   ^ s h ( ^ t f ) c o s ^ ; c. 
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Wykorzystując  zależ ność  (3.2)  (3.4)  równanie  ruchu  (3.1)  zapiszemy w postaci 

00 

'  d4V  ,  ,  V n i  г .1  nn  ,(nn  \1  nn 
( 3 5 )  D ^  ^  y  ZJ  Ą w c Ą 4 7H )  8 4 7 s h [ i r H l \ C 0 S  L X 

Dl a  płyty  nieograniczonej przyjmiemy  całkę  szczególną  w postaci wynikają cej  z potencjału 

przemieszczeń.  Przyrównując  do siebie  dwa  szeregi  Fouriera  otrzymujemy 

(3.6)  Bn 

~/nn\4  ~| nn  , Inn  \  ,Г , nn  ,  /nn  __\  ,  / И 7Г  
0. 

Istnieją  tutaj  dwie  moż liwoś ci:  albo  Ą,  = 0,  co  oznacza,  że  nie  ma  drgań  tej  postaci,  lub 

też  wyraż enie w nawiasie jest  równe  zeru,  skąd  otrzymujemy  bezpoś rednio  wzór  na czę

stość  

 ̂ / nn  \ 4 

(3.7)  co2  =   ^  ' 

nn 

W  liczniku  wyraż enia  (3.7)  wystę pują  składniki  charakteryzują ce  sprę ż ystość  układu 

(Tl7t \ ' 
j—j  pochodzi od  płyty,  yg  przedstawia sobą  cię ż ar  właś ciwy  cieczy,  który 

moż na  porównać  do modułu  podatnoś ci  podłoża  winklerowskiego  (gdyż  skłanik ygw, 

wystę pują cy  po  prawej  stronie  równania  ruchu  przedstawia  wypór  cieczy  na  jednostkę  

powierzchni  płyty).  Wyraż enia  w mianowniku  oznaczają  masę:  oh  jest  masą  płyty na 

jednostkę  powierzchni,  drugi  zaś  składnik  jest  masą  towarzyszą cą  cieczy.  Do  przypad

ku  płyty  nieograniczonej  powrócimy  przy  dyskusji  całek  równania  ruchu. 

D l a  płyty  o  skoń czonej  szerokoś ci  zadanie  komplikuje  się.  Rozwią zanie  równania 

(3.5)  moż na  przedstawić  jako  sumę  całki  ogólnej  równania  jednorodnego  oraz  całki 

szczególnej  równania  niejednorodnego 

(3.8)  v =  Ci  sin xx • \*C2cosxx+C3  sh xx*+ C4 ch  xx+ 

„   ,  , / nn  _,\  nn  ,  I nn  TT\ 

+ y 2 J  BNC0S\T~X]' 
»  i   Dl!Ę A  ohco2

  v  ' 

gdzie 

y.4 =  phw2ID. 

InnY 

Załóż my,  że  —Qhm2 ф 0. Ponieważ  płyta  spoczywa  na nieś ciś liwej  cieczy, 

ś rednie  ugię cie  musi  być  równe  zeru 

(3.9)  ) v d x = 0. 
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Warunek  ten  spełnia  całka  szczególna,  również  i całka  ogólna  musi go  spełnić co  oznacza, 

że jeż eli  rozwiniemy ją  w szereg  cosinusowy  to  wyraz stały  bę dzie  równy  zeru.  Rozwijając 

funkcje  argumentu  xx  wystę pują ce  w  zależ noś ci  (3.8)  w  szereg,  według  układu  funkcji 

cos^ л :,  otrzymujemy  wyraż enie  na  amplitudę  ugię cia  v  w postaci  pojedynczego  szeregu 

Fouriera.  Ugię cie  to  musi  być  równe  wychyleniu  powierzchni  cieczy,  okreś lonemu  rów

naniem  (3.4). Przyrównując  te szeregi do siebie otrzymuje  się wyraż enie na współczynniki  Bn 

w  postaci: 

(3.10) 

Ci (2—cos  xLcosnri) 
.  I  nnY 

+  C2(sinxLcosnn) 

nn 
+ C3 (ch«Lcos7 i7 r  l ) (к 2 —  J  +CA,{shxLcosrm)y 

2xD 

Podstawiając  (3.10)  do  (3.4)  otrzymujemy  ostatecznie: 

v  =   ̂ R„  I Ci(2  — cosxLcosnn)  lx2+   l  ~ 

(3.11)  +C2 ( s in«LcosM^) j«2  +  f)1 

+ C3(ch;<Z,cos7CT  +  C^(shxLcosnn) 

gdzie 

2xD 

nn 
COSy  X, 

Li 

,  nn  .Inn  r r \ \  /  _ / nn\*  ,  \  nn  .(  nn  TI\ 
y  +  e / ,  t h (  H ) J  ^ ( )  +  ^ _ t h (  t f ) 

(3.11a)  Rn  = 

Mianownik  w  powyż szym  szeregu  bę dzie  równy  zeru,  jeż eli  czę stość  układu  bę dzie  się  

równała  czę stoś ci  płyty  nieograniczonej  (3.7).  Ugię cie  płyty  dane  szeregiem  (3.11) 
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spełnia  równanie  róż niczkowe  zagadnienia.  Stałe  Ct  obliczamy z  warunków  brzegowych. 

Przykładowo,  dla  płyty  zamocowanej  w  ś ciankach  jest 

(3.12)  x=0  = VI' 
dw 

dx  x = 0 

dw 

dx 
=  0. 

Zachodzi  tutaj  pytanie,  czy  wolno  nam  róż niczkować  szeregi.  Majoranta  szeregu  (3.11) 

posiada  wyrazy rzę du  wielkoś ci  1 /n2,  czyli  szereg jest  zbież ny.  Po  zróż niczkowaniu  wzglę

dem x  otrzymujemy  szereg o wyrazach rzę du  l/n.  Stąd  wniosek, że szeregu  (3.11) nie wolno 

róż niczkować,  gdyż  w  ogólnoś ci  dostajemy  szereg  rozbież ny.  Natomiast  szereg  wystę pu

ją cy  we  wzorze  (3.8)  moż na  róż niczkować  czterokrotnie,  w  wyniku  otrzymując  szereg 

zbież ny,  gdyż  współczynniki  B„  są  rzę du  1/n3,  a  wyrazy majoranty  szeregu  (3.8)  są  rzę du 

l/n6.  Równanie  czę stoś ci  własnych  otrzymamy  przyrównując  do  zera  wyznacznik  układu 

równań  (3.12): 

(3.13) 

det 

ER„ sin xL  cos nn | к2  + 

+ (1)1 

ERn  sin xLcos2nn  | x2  + 

( 

— sin  xL 

(chxLcosnn—  1)

(2 — cosxL 

cosnń ) 

ER  (cbxLcosnn—l)

(2 — cos xL •  

cos л я) I x2+   |  ^  |  I  cos//.r 

ER„shxLcosnn

ER„ sh  xLcos2nn

— cosxL  +  chxL  shxL 

0. 

Równanie  (3.13)  ma  postać  bardzo  niedogodną  do  obliczeń,  wobec  czego  w  celu  wyzna
czenia  równania  czę stoś ci  pójdziemy  inną  drogą.  Całkę  ogólną  równania  róż niczkowego 
jednorodnego  obliczymy  bezpoś rednio  z postaci szeregu  cosinusowego.  Najproś ciej  moż na 
to  uczynić  za  pomocą  skoń czonej  transformacji  całkowej  Fouriera. Wykonajmy  transfor
mację  cosinusową  na  równaniu  (3.5) 

(3.14)  | д | ^ | ^ еЛ с о ^Ал  + Л р ' Ч 1 , ) (  1 Г  г) ' ' ' ( 0 )  г ; ' ( Ь ) ( )̂  ( 1)"  + 

,,^1п п \2Л  L  _  Г  ,  ,  Inn  T \  nn  .Inn  „\ 1 
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gdzie 

L 
An  =  J  v(x)cos^xdx. 

o 

Zgodnie z wyraż eniem  (3.4) jest 

(3.15)  An=B„^sb 

i  współczynniki  B„  okreś lone  są wzorem 

2J>{« ' " (0)V" ' (L )  (   iyv'(0)  ( ^ ) 2  W ( L ) ( ™ )*  (1)"} 
(3.16)  B„   = 

Ш ч Г Г* ( т ^ № Н т » ) ] 1' 
Porównajmy  powyż szą  zależ ność  z  wyraż eniem  (3.10).  Rozpisując  zależ noś ci  wewną trz 

—=\  ,  ( — 1)" i  porównu

jąc  z  wyraż eniem  (3.16)  otrzymujemy: 

e".'(o) = «'[С з г с х ], 
v"'(L)  = x3[  — C,cosxL  + C2sin)iL  +  C3chxL+CA.shxL], 

(3 17) 

»'CŁ)  — «[CxCosxZ,—C2 sin xL+C3  eh x L + C 4 s h x L ] . 

Tutaj  wyraż enia  typu  COSKL,  sin*:L, ... są  liczbami,  C; są dowolnymi  stałymi.  Również  

wyraż enia  po lewej stronie  znaku  równoś ci  są liczbami.  Tak więc  zależ noś ci  (3.17)  opisują  

przejś cie  od stałych  C; do stałych o'", v'. Wynika  stąd  wniosek, że zależ noś ci  (3.10) i  (3.17) 

są  identyczne. Jeż eli  chcemy zbadać  drgania  płyty  utwierdzonej w ś ciankach  należy  przyjąć  

v'(0)  = v'(L)  = 0 

i  z zależ noś ci  (3.4)  i  (3.17)  otrzymamy  funkcję  ugię cia w postaci 

00  00 

(3.18)  v  =  v"'(0)  y^cos~x+v"'(L)  У^(l)"cos^x. 

л — 1  n=* 

Pozostałe  dwa warunki  brzegowe 

v{0)  = v(L)  = 0 

dają  układ  równań  

v,'\0)^Rnv
,',(L)flRn{\f  ==0, 

(3.19)  " = 1 

CO  CO 

o"'(0)  VRn(lTv"'(L)£Rn  = 0, 
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z  którego  otrzymujemy  równanie  czę stoś ci  własnych 

(3.20)  Z  Rn  2  Rn=0. 
л = 1 , 3 , 5 . ..  и = 2 , 4 , б . .. 

Amplitudy  drgań  własnych  okreś lone  są  z  dokładnoś cią  do  stałej  przez  zależ ność  

(3.21) 

со  У  (7  ( — IV   0 0 

W ,  1 V I  rm  „ t ' ,  " V  '  \ 1  л я  

=  ^>  G „ (  l ) " c o s —x  2j  Gncos—x, 

л =1 

w  +eh\ 

8 
nn  ,  / nn  \ 

t I t " ) 
W  przypadku  płyty  swobodnie  podpartej  o  wiele  wygodniej  jest  zastosować  skoń czoną  
transformację  sinusową.  Wówczas  otrzymujemy  nieskoń czony  układ  równań  na  wyzna
czenie  współczynników  B„.   Z  wyznacznika  tego  układu  dostaniemy  równanie  czę stoś ci 
własnych. 

4.  Drgania  wymuszone 

Zajmiemy  się  przypadkiem  wymuszonych  drgań  stacjonarnych,  przy  założ eniu,  że 
wzbudzenie  zewnę trzne  przedstawić  moż na  w  przedziale  <C>, L>  szeregiem  cosinusowym 

CO 

(4.1)  с , =  еш  У  Qncos^x. 
л =1 

W  podobnej  postaci  przedstawimy  potencjał  przemieszczeń  % oraz  funkcję  ugię cia  w 

CO 

(4.2)  % =  eis< J£  Д ch jr(z  #)cos  ™  x, 
л =1 

CO 

(4.3)  w =,e'*' 2  ̂ B„^shHI  cos  —=x, 

л =1 

gdzie •& oznacza czę stość wzbudzenia. Szeregi  (4.1)  r (4.3)  sumujemy  od  wyrazu  z  indeksem 
и  =  1, gdyż wyraz  n  =  0 odpowiada równomiernie  rozłoż onemu ciś nieniu, które jest całko
wicie  przejmowane  przez  ciecz,  ze  wzglę du  na  jej  nieś ciś liwość  [8]. 

Równanie  drgań  wymuszonych  ma  postać  

nn 
I cos —= x  + 

(4.4)  В^ е,^=у У вп  W f  t f U f  s h f f  t f l , 

CO 

Y" "  и л: 

+2, 
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Po  wykonaniu  na  równaniu  (4.4)  skoń czonej  transformacji  Fouriera  oraz  postę pując 

w  sposób  podany  w  rozdziale  3  otrzymujemy,  dla  przypadku  płyty  utwierdzonej,  współ

czynniki  B„ 

(4.5)  B„   = 

^[v"'(L)(iy  +  v"'(0)]Qn 

oraz  ugię cie  płyty 

00  00 

(4.6)  w  =  e,9t^\^[v''\0)v''\L)(l)4R*cos^xeiB'^Q„R*cos ~LX> 
n=i 

gdzie 

RH 

Wykorzystanie  warunków  brzegowych  v(0)  =  v(L)  =  0  daje  układ  równań  na  wyzna

czenie stałych v"'(0)  i  v"'(L): 

(4.7) 

skąd 

(4.8) 

CO  CO  00 

V"'{O)^R;V'"{L)  (  W  =  ^  ^ a , * . , 
n=l  « =1  л =1 

CO  00  co 

v">(0)]?  (iyR*v"'(L)К   = ^   Ł<2.Ы1У , 
n=l  n=l  ««==1 

n  n  n  n 

л  л  л  л  

Mianownik  w  wyraż eniach  (4.8)  jest  identyczny  z  lewą  stroną  równania  czę stoś ci  własnych 

(3.20),  skąd  wynika  wniosek,  że  jeż eli  czę stość  wymuszenia  & bę dzie  równa  jednej  z  czę

stoś ci  własnych  wystą pi  zjawisko  rezonansu.  Moż na  wykazać,  że  dla  tego przypadku  am

plitudy  drgań  bę dą  z czasem  narastały.  W  tym  celu  należy  przyjąć  

(4.9)  q  = smtfr   У   &.CO S  —  X, 
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(4.10)  X =  tcos&t  ^?B„ 
,  . nn  \  nn 

ch I —  HI cos —  x 

oraz  zastosować  znaną  już  procedurę  postę powania.  W wyniku  otrzymuje  się prawo na

rastania  wychyleń  w  czasie 

(4.11) 

nn  .  I nn 
tcos&t  x n  L  \  L 

w  =  — ———  \ 
2&  ZJ  ,  nn  . 

tri   е й — th (x») 
nn 

cos  y  * . 
Li 

5.  Przykład 

Jako  ilustrację  przedstawionej  metody  rozwią zania  zagadnienia  sprzę ż onych  drgań  

układu  płytaciecz  podaje  się wyniki  obliczeń  czę stoś ci  drgań  własnych dla  nastę pują cych 

danych: 

L  =  2 m,  h =  0,5 cm,  Я  =  1/10 L,  1/4L, 1/2L, L, 

Q = 7,8 t /m3 , E  = 2,1 • 106 kG /cm2 ,  у  =  1  t /m3 . 

W  tablicy  1  przedstawiono  pierwsze  czę stoś ci  drgań  własnych  pasma  sprzę ż onego 
z  cieczą,  przy  wykorzystaniu  wzoru  (3.20).  W  tablicy  2  dla porównania  przedstawiono 
czę stoś ci  drgań  własnych  samej  płyty  obliczone  według  wzorów  ś cisłych  i  z  równania 
(3.20),  przy  założ eniu  у  =  0. W tablicy 3 podano  czę stoś ci  drgań  własnych  samej  cieczy. 

N a  rys. 3 przedstawiono  postacie  drgań  własnych  odpowiednio dla układu  sprzę ż onego, 
samej płyty i samej cieczy.  Przykład  służy jako weryfikacja metody  rozwią zania  zagadnienia 

b) 

i 4 
n2 

2 * 

/7=0 

c) 
/7=3 . 

V 

• *  z'— 

/72  /7=7 

Rys.  3.  Postacie drgań własnych:  a) układ  sprzę ż ony,  b)  płyt a  bez  cieczy,  c)  ciecz  bez  płyt y 
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Tablica 1. Czę stoś ci  drgań  własnych  co„ [s _ 1 ]  pasma  sprzę ż onego  z cieczą.  Górne 

liczby  odpowiadają  6  wyrazom  równania  czę stoś ci,  dolne  4  wyrazom 

szeregu 

\ .  n 
1  2  3  4 

1  18,8  62,295  139,631  244,45 

T o 
19,736  65,35 

1 
26,925  76,418  154,874  328,951 

4  27,532  79,235 

1 
30,315  78,358  157,293  157,293 

У  
31,225  81,414 

1 
31,346  78,358  157,293  331,699 

1 

32,229  81,414 

Tablica  2.  Czę stoś ci  drgań  własnych  płyt y  [s_ 1] 

"  0  1  2  3  4 

Obliczenie  wg 

wzorów  ś cisłych 
41,388  114,287  223,687  369,729  552,341 

Obliczone  ze  wzoru 

(3.20)  przy  zało

ż eniu  у  =  0 

107,768  208,208  381,87  557,689 

Tablica  3.  Czę stoś ci  drgań  własnych  cieczy  [s 1] 

1  2  3  4 

1 

T o 
2,164  4,142  5,831  7,236 

i 

T 
3,178  5,315  6,736  7,833 

1 

~2 
3,758  5,539  6,797  7,849 

1  3,915  5,55  6,797  7,849 
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drgań  płyty  sprzę ż onej  z cieczą.  Na jego  podstawie  moż na  wycią gnąć  kilk a  ogólnych  wnio
sków,  które  ponadto  wynikają  z analizy otrzymanych wyników  ogólnych.  Czę stoś ci  drgań  
własnych  układu  sprzę ż onego  są  niż sze  od  czę stoś ci  drgań  samej  płyty,  co  moż na  wytłu
maczyć  wię kszą  bezwładnoś cią  układu.  W  obliczeniach  inż ynierskich  czę sto  stosuje  się  
przybliż ony  sposób  rozwią zania  zagadnienia  drgań  układów  sprzę ż onych  przez  wyzna
czenie masy  towarzyszą cej  cieczy  [14, 18]. 

Postacie  drgań  własnych  charakteryzują  się  wystę powaniem  punktów  wę złowych, 
których  liczba  jest  równa  numerowi  kolejnej  postaci  drgań.  Kształt  funkcji  własnych  jest 
taki  sam  jak  w  przypadku  samej płyty,  przy czym  ze wzglę du  na  nieś ciś liwość  cieczy  nie 
wystę puje  funkcja  odpowiadają ca  n  = 0.  Ponadto,  funkcje  własne  układu  sprzę ż onego 
(rys. З а) muszą  spełniać  warunek  (3.9), co powoduje  pewną  deformację  ich kształtu  w  sto
sunku  do  funkcji  własnych  płyty  (rys.  3b).  Poprawność  otrzymanych  wzorów  moż na 
sprawdzić  przez  porównanie  czę stoś ci  własnych  samej  płyty,  otrzymanych  ze  wzorów 
ś cisłych  i  ze  wzoru  (3.20).  Błąd  przybliż enia,  spowodowany  uwzglę dnieniem  6  wyrazów 
szeregu, jest  rzę du  kilk u  procent. 

W  pracy  przedstawiono  rozważ ania  na  temat  sprzę ż onych  drgań  układu  płytaciecz. 
W  pierwszej  kolejnoś ci  otrzymano  rozwią zanie  dla  płyty  nieskoń czonej.  Jeż eli  założ ymy, 
że nie ma płyty  {D  =  QII  = 0) wówczas  z zależ noś ci  (3.7) otrzymamy  czę stość  swobodnego 
falowania  cieczy.  Przy  założ eniu,  że nie  ma  cieczy  (y  =  0)  otrzymujemy  wzór  na  czę stość  

równoznaczny  z  zależ noś cią  x*  =  (rm/L)*.  D la  tego  przypadku  rozwią zanie  szczególne 
równania  ruchu  (3.5)  moż na  otrzymać  metodą  uzmienniania  stałych,  która  jest  jednak 
mało  efektywna  ze wzglę du  na  całkową  postać  funkcji  ugię cia  i uniemoż liwia  interpretację  
fizyczną  przypadku  x  =  п л /L.  Badając  płytę  nieograniczoną  otrzymujemy  tę  interpre
tację  natychmiast,  mianowicie  przypadek  и  =  п т г /L  oznacza,  że  płyta  drga  niezależ nie 
od  cieczy jedną  z jej postaci własnych  (nie ma sprzę ż enia  drgań ). W przypadku płyty o  skoń
czonej  szerokoś ci  problem  ten  nie  wystą pi  ze  wzglę du  na  zaburzenia  brzegowe.  W  przy
padku,  gdy  w  równoś ci  (3.7)  pominiemy  masę  towarzyszą cą  cieczy  otrzymamy  czę stość  
drgań  własnych  płyty  na  podłożu  typu  Winklera  o  module  podatnoś ci  yg. 

W  poszukiwaniu  rozwią zania  dla  płyty  o  skoń czonej  szerokoś ci  moż na  pójść  dwiema 
drogami.  Sposób  pierwszy  polega  na  przedstawieniu  rozwią zania  w  postaci  liniowej 
kombinacji  (3.8)  niezależ nych  rozwią zań  jednorodnego  równania  ruchu  i całki  szczególnej 
równania  niejednorodnego.  Po  wyznaczeniu  współczynników  B„   otrzymano  wyraż enie 
na  ugię cie  w  postaci  szeregu  zbież nego  (3.11),  którego  jednakże  nie  wolno  było  róż nicz
kować,  gdyż  w  wyniku  otrzymywano  szereg  rozbież ny.  Tak  więc  zamiast  róż niczkować  
wyraż enie  (3.11)  róż niczkowano  zależ ność  (3.8).  Otrzymane  tym  sposobem  równanie 
czę stoś ci  posiada  złoż oną  postać,  niedogodną  do  obliczeń  numerycznych.  Drugi  sposób 
rozwią zania  równań  zagadnienia  polegał  na  zastosowaniu  całkowych  transformacji  Fou

6.  Zakoń czenie 

(6.1)  co 2 



16  A . SAWICKI 
riera,  które  w prosty  sposób  pozwoliły  otrzymać  wyniki  dogodne  do obliczeń  numerycz

nych.  Poprawność  przedstawionej  metody  rozwią zania  zagadnienia  potwierdził  przykład 

liczbowy. 

W  zagadnieniach  teorii  drgań  waż ną  rolę  odgrywają  problemy  tłumienia.  W hydro

sprę ż ystoś ci  może  wystą pić  tłumienie  dwojakiego  rodzaju:  zwią zane  ze  strukturą  wew

nę trzną  układu  sprę ż ystego  i  lepkoś cią  cieczy  oraz  tłumienie  hydrodynamiczne  zwią zane 

z  rozpraszaniem  energii,  która  zostaje  zamieniona  na  energię  fal powierzchniowych. 

W  analizowanym przypadku badano  ciecz idealną  i płytę  idealnie  sprę ż ystą,  wobec  czego 

tłumienie  wewnę trzne  nie wystą piło.  Podobnie z tłumieniem  hydrodynamicznym, które ma 

znaczenie w przypadku nieograniczonych  układów  ciekłych  i fal progresywnych  (w bada

nym  zagadnieniu  drgania  mają  charakter  fal  stoją cych). 
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Н Е К О Т О Р ЫЕ  В О П Р О СЫ  Г И Д Р О У П Р У Г О С ТИ  п л ит  

В  р а б о те  р а с с м а т р и в а ю т ся  с т а ц и о н а р н ые  с о п р я ж е н н ые  к о л е б а н ия  с и с т е мы  п л и т а —ж и д к о с т ь. 

П л а с т и на  п о к о и т ся  на с в о б о д н ой  п о в е р х н о с ти  ж и д к о с ти  з а п о л н я ю щ ей  о г р а н и ч е н н ую  ж е с т к ой  п о

в е р х н о с т ью  о б л а с ть  п р о с т р а н с т в а.  И с с л е д у е м ая  м о д е ль  о х в а т ы в а ет  н е к о т о р ый  к л а сс  з а д ач  г и д р о
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п р у г о с ти  п л и т,  к о т о р ым  в  д е й с т в и т е л ь н о с ти  м о г ут  с о о т в е т с т в о в а ть  н а т у р а л ь н ые  и ли и с к у с с т в е н

н у ы е,  н а п о л н е н н ые  ж и д к о с т ью  е м к о с т и,  на п о в е р х н о с ти  к о т о р ых  п о к о и т ся  у п р у г ая  п л и т а.  П р е д

с т а в л ен  о б щ ий  м е т од  р е ш е н ия  с  и с п о л ь з о в а н и ем  с о б с т в е н н ых  ф у н к ц ий  с в о б о д н о го  в о л н е н ия  и д е

а л ь н ой  ж и д к о с т и.  М е т од  и л л ю с т р и р у е т ся  д и н а м и ч е с к им  а н а л и з ом  с о п р я ж е н н ой  с  ж и д к о с т ью  

п о л о с ы. 

S u m m a r y 

C E R T A I N  P R O B L E M S  OF  H Y D R O E L A S T I C I T Y  OF  P L A T E S 

The  paper  deals with considerations  of stationary,  coupled vibration s of the  system:  plateideal  liquid * 

The  plate  lies on a free  surface of  liqui d  fillin g  the space being bounded by a  rigid  surface. 

The  model  investigated  describes  a  certain  class  of  hydroelasticity  problems  of  artificia l  or  natural 

liqui d  reservoires  with  elastic  plates  resting  on  their   surface. 

The  general  method  of  solution  is  based  on  the  application  of  eigenfunctions  of  free  oscillations  of 

liquid .  The method  is  illustrated  by  dynamic analysis  of  a plate  strip  coupled  with  liquid . 
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