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1. Wprowadzenie

W wielu zagadnieniach mechaniki stoimy przed koniecznoscia konstrukcji pelnych
- nieliniowych réwnan ruchu [1], czy tez linearyzacji uktadu réwnan nieliniowych i zagad-
nieniem na warto$ci wlasne macierzy stanu. Problemy te sa stosunkowo proste w przy-
padku, jezeli rozpatrywany uktad mechaniczny lub elektromechaniczny mozZna opisaé
za pomoca niewielkiej iloSci stopni swobody, oraz gdy geometria i kinematyka takiego
ukladu nie jest zbytnio skomplikowana. Inaczej sprawa przedstawia sie dla ukladéw
o wigkszej ilodci stopni swobody i skomplikowanej geometrii ruchu. Typowym przyktadem
moze byé pojazd jedno§ladowy. Opisanie pojazdu jednosladowego bez uwzglednienia
podatno$ci pneumatykéw za pomocg tylko 4 wspétrzgdnych uogélnionych prowadzi do
bardzo skomplikowanych, nieliniowych réwnan ruchu. Tak np. réwnanie ruchdéw prze-
chylajagcych zawiera przed uporzadkowaniem rdéwnania okoto 300 skiadnikéw typu
AZ], gy cosq; singy [4, 7]. Podobnie, chociaz w mniejszym stopniu, ztozone sg pelne réwna-
nia nieliniowe obiektow latajacych z uwzglednieniem wychylefi powierzchni sterowych, czy
tez elastycznosci konstrukcji. W znanych pracach problem ten byt czeSciowo omijany
poprzez linearyzacj¢ energii kinetycznej zlozonego ukiadu mechanicznego, a nastepnie
budowg liniowych réwnari ruchu. Trzeba podkresli¢, ze postgpowanie takie nie zawsze
upraszcza prace nad konstrukcja réwnan ruchu w sposéb dostateczny. Ponadto nie mozna
wykluczy¢ bledu przy takim postgpowaniu, gdyz moze si¢ zdarzyé, ze linearyzacja energii
i nastgpnie budowa liniowych réwnan ruchu oraz linearyzacja réwnan nieliniowych dadza
inne wyniki.

Celem przedstawionej pracy jest budowa calej rodziny macierzy o nieskomplikowanych
wyrazach, a nastgpnie pokazanie, jak za pomocg przeksztaicen algebraicznych mozna
-doprowadzi¢ ukiad nieliniowych réwnan rézniczkowych do postaci normalnej, nadajacej
si¢ do numerycznego scatkowania za pomoca znanych procedur.

2. Oznaczenia stosowane w pracy

i,r,a, A, 0,4 indeksy zmienne od 1 do n,
J,J° indeksy zmienne od 1 do 3,
indeks zmienny od 1 do /|
indeks zmienny od 1 do b,
liczba réwnan wiezé6w nieholonomicznych,
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liczba stopni swobody ukladow,

liczba wspoirzednych uogélnionych,

wspdiczynniki transformacji prostej i odwrotnej przy przejéciu z ukladu pred-
kosci uogodlnionych do ukladu quasi-predkosci,

wspOirzedne 1 predkosci uogélnione,

quasi-wspotrzedne i quasi-predkosci,

gtowny, centralny moment bezwladnosci bryty wzglgdem osi ',

masa bryly,

sila uogdlniona odpowiadajaca quasi-wspélrzednej £,

energia kinetyczna bryly wyrazona odpowiednio w predkosciach uog6lnionych
i w quasi-predkosciach,

sktadowa predkosci srodka masy bryly w kierunku osi /,

sktadowa predkosci katowej bryly w kierunku osi j’,

trojwskaznikowe symbole Boltzmanna,

macierze kolumnowe odpowiednio predkosci liniowej i katowej bryly,
macierze pochodnych czastkowych odpowiednio predkosdci liniowej i katowej
bryly wzgledem kolejnych quasi-prgdkosci, pomnozone odpowiednio przez masg
i momenty bezwladnosci [wzory (9)],

macierze pochodnych czastkowych odpowiednio predkosci liniowej i katowej
bryly wzgledem kolejnych quasi-wspoéirzednych pomnozone odpowiednio przez
mase 1| momenty bezwladno$ci [wzory (9)],

macierze pochodnych czastkowych energii kinetycznej wzgledem quasi-predkosci
i quasi-wspélrzgdnych odpowiednio {wzory (10) i (11)],

macierz ‘okreslona wzorem (35),

macierz «reszt» przy roézniczkowaniu energii kinetycznej wzglegdem quasi-
predkoscei,

macierze wspdlczynnik6w rozkladu predkosci odpowiednio liniowej i katowej
wzgledem quasi-predkosci [wzory (12) i (13)],

wektor quasi-predkoscei,

macierze «reszt» (nie zawierajace quasi-predkosci) odpowiednio predkosci
liniowej i katowej [wzory (13)],

macierz zdefiniowana wzorem (15),

macierz zdefiniowana wzorem (16),

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vo i Qp,

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vg i g,

macierze pochodne odpowiednio macierzy Vp i Qp,

macierz wspolczynnikéw Boltzmanna-Hamela,

macierz sif uogblnionych,

macierze okreslone wzorami (22),

macierze A i B dla i-tej bryly wchodzacej w skiad ukladu mechanicznego.

3. Réwnania Boltzmanna — Hamela dia ukladu nieholonomicznego w zapisie macierzowym

Réwnania Boltzmanna-Hamela dla ukladu nieholonomicznego opisuja bardzo szeroki
krag problemdw spotykanych w mechanice analitycznej [2]. Mozna pokazaé, jak z réwnan
Boltzmanna-Hamela wynikaja réwnania Maggi oraz Woronca dla uktadéw nieholo-
nomicznych, zarébwno w quasi-wspdirzgdnych, jak i we wspétrzgdnych uogdinionych.
W przypadku gdy nie istnieja réwnania wigzéw nieholonomicznych, réwnania Bolt-
zmanna-Hamela opisuja ukiad holonomiczny w quasi-wspélrzgdnych. Jezeli zwiazki
transformacyjne z ukladu predkosci uogdlnionych do ukladu quasi-prgdkoéci sa
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catkowane, to wtedy réwnania Boltzmana-Hamela przechodza w znane réwnania La-
grange’a 11 rodzaju. Jednak zasadniczym powodem rozwazan wlasnie nad réwnaniami
Boltzmanna-Hamela jest fakt nastepujgacy: najwigksze trudno$ci w konstrukeji nielinio-
wych réwnan ruchu stwarzaja pojazdy kolowe i obiekty latajgce. Réwnania ruchu dla
tych obiektdow najwygodniej jest budowac¢ w ukladzie wspdirzgdnych zwiazanych z obiek-
tem, a wiec w pewnym ukladzie quasi-wspoirzednych. Najlepiej do tego nadaja sig¢ wigc
réwnania Boltzmanna-Hamela [6].

Roéwnania Boltzmanna-Hamela, na podstawie [2], zapisano nastgpujaco:

— réwnania ruchu

oT+\ _ ot .
(I) (awk)_ ank 2/ yak A (’)a Qk’

— réwnania wigzow

n

% .
2 Wrypp = ‘2, a,p.,G5 = 0,

2=1

-—— réwnania transformacji z uktadu predkosci uogdlnionych do uktadu quasi-predkosci

2 .
3) Wy = Z A, 54955
i=1

gdzie r,a, A=1,2,...,n, pB=1,2,..,b, k=1,2,..,1 przy czym b+/=n.
Gdy b = 0, to / = n (ukfad jest holonomiczny).
Trdéjwskaznikowe symbole Boltzmanna mozna obliczy¢ z definicji

aarrr a,
(4) yka 2 2 ( aqﬂ £ ) b/l’\ baav

0

gdzie

[be.e] = [ el ]

[@145.6]

lub tez ze zwiazkow przestawialno$ci mechaniki analitycznej [2], w postaci

) dbr,~ ddr, = D) N yr dr, br,.

n=1o0=1

ZaloZono, ze ukiady mechaniczne, do ktérych mozna stosowaé réwnania Boltzmanna-
Hamela dadza si¢ przedstawi¢ w postaci zbioru bry! sztywnych lub elastycznych, potaczo-
nych wzajemnie przegubami, i Ze ukiady takie mozna opisaé¢ za pomoca skonczonej liczby
stopni swobody. Aby nie komplikowaé zapisu, rozwazono zagadnienie dla jednej tylko
bryly sztywnej calego uktadu. Pokazano dalej, jak zagadnienie mozna uogdlnié¢ w przypadku
n bryt.

9 Mechanika Teoretyczna
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Korzystajac z twierdzenia Koeniga, energie kinetyczng bryly sztywnej wyrazono
w quasi-predkosciach

3 3
o T .1\
©) TH =M Va0
J=1

=1
Okazuje sig, 2e ze wzgledu na prostote zapisu warto niekiedy skitadowe predkosci §rodka

masy V; wyrazi¢ w innym ukladzie wspdtrzednych niz sktadowe predkosci katowej £2;..
Nastgpnie wykonano operacje okre§lone w réwnaniach Boltzmanna-Hamela (1)

3 3
oT* \’ ov.; \ 082,
L v, w2l Lo T Mt id
(7) 6wk Zl UM (?a)k + 2{ 7 6wk ’
J= £
oT* : 0 : 092
r T2 Mt 2,
®) omy = 2 VM G D g

.
I

i'=1
Wprowadzono oznaczenia:

V(]) = [Vrj]’ SZ(.]’) = [‘Qj’]’

ov.; 3 00"
VQ(k7,,)= [M J]’ QQ(k?,l)=|:'lj' j],

C) w, Jwy
N oV,; o~ 092,

Vn (k,j) - [Mi@nk ]> Szn (kyj) - [jj’ aTCk ]

W symbolice macierzowej wzory (7) i (8) przyjmuja postacé

oT* R iy "

(10) To(k) = [ka—] = Vo(r, V() +8 (r. /)2(),
aT* . . 7 M

(n To(k) = [ — ]= Vo (k DV() 48 0k, 1R

k

Okre§lono nastepnie wspdtczynniki rozkiadu predkosci liniowej i katowej wzgledem
quasi-predkosci ,

()
ow;

(1) o wun= 50 e -
Wzory (12) pozwalaja na nastepujace rozkiady pr@dkoécizl
— predkosci liniowej

V() = Ve (s Dw (@) + Ve (i),
— predkosei katowe;j
(3 Q) = 27, 1 () + L.
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P . d|[oT*
Na podstawie (10) i (13) okre§lono operacje ar ,

awk
d[oT* : oo -
= VoV + Vo (Vew+ Vi 6+ Vi) +82,Q + Qo(Rpw +Rp 60+ 85) =
= (VQVP"}‘QQQP)(;)"}'C = A(:O+C,
gdzie

(16) C(k) = Vop(k, NV (j) +Rqp(k, ) (j) +
+ Vo (kN [Vep (s 1) 0 (i) + Vip (D] +80 (k, /) [Rep (Jy ) @ (i) +Rrp ()],
przy czym
| Vor(o) = Vo)), Rarlh,)) = Lok, )),
Ver() = Vi(),  Rep() = & ()>
Ver(oi) = Vo (i i), Rpp (1) = 50, 1).

Oznaczono macierz tréjwskaznikowych symboli Boltzmanna przez T

an T(r, k, 0) = [yl
oraz macierz sil uogélnionych odpowiadajacych przyjetym quasi-wspdéirzgdnym przez Q
(18) Q(k) = [QX].

Korzystajac z oznaczen (9)-(11) oraz (14)-(18) réwnanie (1) zapisano w postaci jednego
réwnania macierzowego :

(19) AG+C-T,+TiTw = Q.

Wprowadzono oznaczenia :

(20) B(k) = —C(k)+T,(k)~T(NT(r, k, ) () +Q(k).

Z (20) wynika, Zze macierz kolumnowa B jest sumg iloczynéw macierzy, ktére zawieraja
kombinacje wspdirzednych uogdlnionych i quasi-predkoéci, nie zawieraja natomiast
pochodnych quasi-predkosei, tzn.

A =A(w,q), B=B(w,q).

Fakt ten ma w dalszych rozwazaniach znaczenie zasadnicze, gdyz pozwala na zapis ukiadu
réwnan rézniczkowych w postaci normalnej.
Roéwnanie (19) po wprowadzeniu oznaczenia (20) przyjmie posta¢ nastgpujaca:

1) A® = B.

Réwnanie (21) moze byé rozwigzane wspdlnie z réwnaniami wigzéw (2) i réwnaniami
transformacji (3). Jezeli przy prébie rozwikiania rownan (2) i (3) wzgledem g, napotykamy

!

91
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trudno$ci rachunkowe, to mozna to zrobi¢ na maszynie cyfrowej, zapisujac réwnania
(2) i (3) w postaci macierzowej. W tym celu wprowadzono nastepujace oznaczenia:

22) S B R:[J@ﬂ—l
0 [al+ﬂ,7.]
0
o

Korzystajac z (22), réwnania (2) i (3) przedstawiono za pomoca jednego réwnania
mMacierzowego
(23) z=R-q.

Z powyzszego wynika, jak zmieni si¢ postepowanie, gdy bedzie m bryt sztywnych lub
elastycznych. Wtedy nalezy dla kazdej bryly oddzielnie zbudowaé macierz A; i B;, a nastep-

nie utworzy¢ sumy
m m
A = 2 Ai’ B - ZB[.
i=1

i=1

Tak wigc uktad mechaniczny skiadajacy si¢ z m bryl sztywnych lub elastycznych moze
by¢ opisany za pomoca dwéch réwnan macierzowych
24) Ao =B, Rq=-z ,

Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage na metody rozwiazania ukiadu nieliniowego
réwnan rézniczkowych (24). Standardowe procedury w dostepnych maszynach mate-
matycznych pozwalajg na rozwiazanie ukiadu réwnan rézniczkowych nieliniowych w po-
staci normalnej, tzn. X = F(x). Doprowadzenie uktadu (24) do postaci normalnej mozna
«pozostawi¢» samej maszynie cyfrowej, stosujac przed kazdym krokiem catkowania
znane procedury na odwracanie i mnozenie macierzy. W efekcie otrzyma si¢ ukiad réwnan
rézniczkowych
(25) w=A"'B, {q=R'z

Uktad rownan (25) jest najbardziej ogélnym opisem matematycznym wilasnosei dy-
namicznych badanego modelu fizycznego.

4. Réwnania Boltzmana-Hamela dla ukladu holonomicznego w zapisie macierzowym

Jezeli uktad mechaniczny nie jest skrgpowany wigzami nieholonomicznymi, to wtedy
odpadaja réwnania wiezéw (2). Shuszne sa w zwiazku z tym nastepujace zaleznosci:
=0, [=n.

Réwnania transformacyjne (3) przyjma postac

(26) o0 =) ahr-dis
i=1

gdzie k = 1,2, ..., n przy czym '
@27y , [65,e] = [as, 07"
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Wszystkie nastgpne operacje podane w rozdziale 3, okre§lone wzorami (5)-(21),
pozostana bez zmian. Wzory (22) przyjma postac

(28) w=uw, R=]g;,

Tak wiec matematyczny opis ukfadu holonomicznego w quasi-wspéirzednych spro-
wadza si¢ do nastgpujacego ukiadu réwnan rézniczkowych:

(29) Ao =B, Rj=w.

Jest to uklad n+n = 2n réwnan rozniczkowych nieliniowych T rzedu.

5. Rownania Lagrange’a w zapisic macierzowym

Zalozono, ze macierz I'(r, k, o) okre§lona wzorem (17) jest tozsamo$ciowo rdwna
zeru. Oznacza to, ze wszystkie tréjwskaznikowe symbole Boltzmanna sa réwne zeru.
Wtedy transformacje okre§long wzorami (3) oraz (26) mozna interpretowad jako przejécie
od jednego ukiadu wspéirzednych uogdlnionych do innego ukiadu wspdirzednych uogdl-
nionych. Uklad mechaniczny moze by¢ woéwczas opisany réwnaniami Lagrange’a II
rodzaju. Energia kinetyczna (6) jest funkcja wspolrzednych i predkosci uogélnionych
1 bedziemy ja oznaczaé przez T. Ponadto spelnione sa zwigzki

(30) G = Ts G = T = @y,

Wszystkie operacje okre$lone wzorami (6)-(21), pozostaja bez zmian. Aby jednak
uktad réwnan (21), ktéry jest ukiadem réwnan roézniczkowych II rzgdu, mozna byto
rozwiazaé na maszynie cyfrowej, nalezy go sprowadzi¢ do ukfadu rzgdu I stosujac podsta-
wienie, ktdére stanowi analogie do zwigzkéw (23), w postaci

@n w=4q.

Ostatecznie otrzymano, Ze gdy holonomiczny ukiad opiszemy za pomocg wspoirzed-
nych i predkosci uogdlnionych, to matematyczny zapis ruchu stanowig nastgpujgce réw-
nania rézniczkowe I rzedu '

(32) A w)o = B w), §=ow. |
Zaznaczmy ponownie, ze sprowadzenie ukiadu (32) do postaci normalnej moze do-
konaé¢ maszyna cyfrowa wykonujac operacje odwracania i mnozenia macierzy

(33) ® =A"' (g wB(w), q=o.

6. Linearyzacja nieliniowych réwnan ruchu

Z rozdzialéw 3, 4 i 5 wynika, Ze aby zapisa¢ i rozwiaza¢ nieliniowy uktad réwnan
ruchu ukiadu mechanicznego, nalezy okreéli¢ cala rodzing macierzy na podstawie znajo-
moéci:

a) rozkiadu predkosci liniowej $rodka masy i predkodci katowej bryly,

b) réwnari wigzéw nieholonomicznych (jezeli istniejg),
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¢) réwnan transformacyjnych z ukladu predkosci uogélnionych do ukiadu quasi-
predkosci,
d) sil uogdinionych dzialajacych na ukfad.
Sa to nastgpujace macierze:
v, 2(j),
Volk, /), Q(k, ),
Valk, j), . Sk, j),

Ve(is £), 26(j, 1),
(B4 Ve(j), 2:()),

Vorlk,j), R0k, )),

Vre(j), 4r(j),

Ver(j, 1), S2pp(j, i),
T(r, k, ), Q(k), R(@Gr).

W ogdélnym przypadku nalezy zbudowaé 19 macierzy wyjSciowych na podstawie
“znajomoéci uktadu mechanicznego. Ponadto w celu ufatwienia zapisu programu dla
maszyny cyfrowej nalezy zadeklarowaé dalsze 5 macierzy: To(r), Tp(k), C(k), Ak, i),
B(k) i «zleci¢» maszynie ich obliczenie na podstawie znajomos$ci 19 macierzy wyjsciowych.

W najbardziej ogdlnej postaci ukiad réwnan (25) posiada nieliniowe prawe strony,
tzn.

® =AY (w,q,1)B(w,q,1),
q=R"q,1)z.
Liniowym ukfadem réwnan rézniczkowych bedziemy nazywaé uklad réwnan wy-
nikajacy z (25), zapisany w nastgpujgcej postaci:

& =A1OB(,2) = A ()D()z,
q=R1'0z.

gdzie A(t), D(), fl(t) sa macierzami stalymi wzglgdem w i q (tzn. nie zawierajacymi
w i q). Macierze te moga by¢ jednak nadal dowolnymi funkcjami czasu. Uzywajac dalej
terminéw macierze liniowe i stale, bedziemy pod tymi okresleniami rozumieli liniowo$¢ '
lub stalo$¢ wzgledem w i q bez wzgledu na zalezno$¢ tych macierzy od czasu. Ponadto
nie bedziemy zajmowaé sie¢ okre§leniem warunkéw, przy ktérych linearyzacja uktadu
réwnan jest dopuszczalna ze wzgledu na jakosciowe zachowanie si¢ rozwiazan tych réwnan.

Aby zlinearyzowaé uklad réwnan rézniczkowych (24) lub (25) nalezy z macierzy
A i R wyodrebnié czefci stale, a z macierzy B czgé¢ liniowa i stata. Z (15) wynika, Ze aby
macierz A byla macierza stalg, to macierze V,, £, Vp, p musza byé stale. Podobnie
z (22) wynika, ze aby macierz R byfa stala, to musza by¢ stale macierze:

— macierz okre§lajaca transformacje z ukladu predkosci uogdinionych do uktadu
quasi-predkoéei [wzér (3)] ~

[alc.i.])
— macierz okre$lajaca réwnania wigzéw nieholonomicznych [wzér (2)]

[al+ﬂ./1]-
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Macierz B jest nastgpujaca kombinacja macierzy wyjsciowych:
B = —~VgpV—Q0pQ—Vo[Vpp 0+ Vip] 20 [Rpp 0 +Qpp]+ VpV+ 2,2 —
—[VoV+2,2]"Tw+Q.

Azeby macierz B byla macierza co najwyzej liniowa (tzn. aby nie zawierala elementéw
kwadratowych i wyZszego rzedu) kolejne macierze musza spelnia¢ nastepujace warunki:
Vor, o, musza by¢ liniowe. Macierze te nie zawierajg elementéw statych, gdyz
Vor = Vo oraz Qqp = Qq. Nalezy podkresli¢, ze zadanie, aby macierze Vyp, 245 byly
liniowe nie jest sprzeczne z poprzednim warunkiem, aby macierze V,, £, byly stale,
pomimo ze Vop = V, oraz Qqp = ©,. Wynika to z faktu, iz warunki narzucone na
macierze wyj$ciowe tworzace macierze A i B s3 od siebie niezalezne, gdyz sa spowodowane
“réznymi zadaniami (stato§¢ macierzy A oraz liniowo$¢ macierzy B);

V, £2 muszg by¢ stale, gdyz beda minoZone przez macierze liniowe;

Vrp, 82pp muszg byé stale, gdyz beda mnozone przez macierze liniowe;

w jest liniowa;

Vier, 2pp musza byé liniowe. Macierze te nie zawieraja elementéw stalych, gdyz
Vip = Vg oraz Qpp = p:

Vo, §2o musza by¢ stale, gdyz bedg mnozone przez macierze liniowe;

Vo, &, w zaleznosci od badanego obiektu fizycznego i jego modelu, macierze te w po-
staci wyjéciowe], niezlinearyzowanej moga zawierac elementy state, lub tez moga zawierac
tylko elementy liniowe i wyZszego rzedu. Tak np. dla przedniego zestawu kotowego po-
jazdu ogumionego i'tylko dla rozwazanych ruchéw antysymetrycznych macierze te zawieraja
tylko elementy liniowe 1 wyZszego rz¢du. Natomiast dla ruchéw symetrycznych obiektu
latajacego macierze te zawieraja réwniez elementy state. Wobec powyiZszego macierze
V118, po linearyzacji, w pewnych przypadkach moga zawierac elementy stale oraz liniowe.
Jezeli macierze V,; i £, nie zawieraja elementéw statych, to macierze V i £ mnozone
lewostronnie przez Vp i £, musza by¢ stale. Gdy jednak macierze Vj; i £, zawieraja
elementy stale, to nalezy pomnozy¢ te macierze prawostronnie odpowiednio przez liniowe
macierze V i £, a nastepnie wyodrebnié¢ czeSci state i liniowe z macierzy wynikowych;

I, V,,R,,V,Q muszg by¢ stale, gdyz ich kombinacje bgdq mnozone przez liniowa
macierz w; o

Q po linearyzacji moze zawieraé tylko elementy liniowe i stale.

7. Macierzowy zapis operatora Lagrange’a dia ukiadow o prostszej geometrii ruchu

Pod okresleniem <{bryia o prostszej geometrii ruchu» bedziemy rozumieli bryle znaj-
dujaca sie w takim ruchu, w ktérym zdefiniowana ponizej macierz Ty, dla wybranych
wspotrzednych, uogdlnionych i quasi-predkoséci nie jest zbytnio skomplikawana, tzn.
nie zawiera zbyt dlugich wyrazow. Podzial na bryly o prostszej i bardziej skomplikowanej
geometrii ruchu nie jest oczywiécie jednoznaczny i zalezy od oceny komplikacji dalszych
operacji rézniczkowania macierzy Ty,.

Dla bryt o prostszej kinematyce nie warto rozpoczynaé budowy réwnan ruchu od zbu-
dowania macierzy predkosci liniowej §rodka masy i predkosci katowej. W takim przypadku
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: , d [ oT* aT*
wystarczy operator Lagrange’a L =

— ——— zapisa¢ (za pomocg macierz
dt om,, P (za p ? &

dwy,
nastepujaco:

d d . L.
(35) L= —d;TQ—Tn = 'E”(TQ(“(J)'FTR)“‘T” = Twa+Twa+TR—Tn,

gdzie

Tok) = [5’3—]

L
Too = () = [T,

gdzie T, oznacza macierz «reszt» przy rdézniczkowaniu energii kinetycznej wzgledem
quasi-predkosci. '

Dobrym przykladem ilustrujgcym zastosowanie powyzszych metod jest konstrukcja
réwnaf ruchu pojazdu jedno$ladowego. Aby zbudowaé pelne nicliniowe réwnania ruchu
pojazdu jedno$ladowego, nalezy podzieli¢ go na trzy umowne bryly sztywne: (1) przedni
zestaw kierowniczy wraz z przednim kolem bez uwzglednienia ruchu obrotowego przed-
niego kola, (2) tylna rama wraz z tylnym kolem bez uwzglednienia ruchu obrotowego
tylnego kota, (3) koto tylne i przednie przy uwzglednieniu rzeczywistych ruchéw tych
kot wraz z obrotami wlasnymi kot (w celu uwzglednienia efektéw giroskopowych). W celu
otrzymania czlonédw réwnan wyniktych z ruchu bryly (1) nalezy zastosowaé petng metode
podang w rozdziale 3; w celu otrzymania cztonéw wyniklych z ruchu bryt (2) i sprz¢zen
pochodzacych od umownie wyréznionej bryty (3) nalezy zastosowaé uproszczona wersje
metody macierzowej, podanej w rozdziale 7.

8. Osiggniete rezultaty

Przec?stawiona w pracy metoda pozwala na zapisanie ukladu réwnan rézniczkowych,
opisujacych wlasno$ci dynamiczne uktadéw mechanicznych dyskretnych poprzez zbudo-
wanie 19 macierzy wyjéciowych. Metoda posiada dwie zasadnicze zalety w stosunku do
metody tradycyjne;j. '

1. Niektére macierze, np. Vg, sa wykorzystywane wielokrotnie w konstrukcji réwnan
(24). Ponadto mnozac macierze przez siebie operuje si¢ wielokrotnie na elementach tych
macierzy. Maszyna cyfrowa przed wykonaniem kazdego kroku w procesie catkowania
musi wczesniej policzy¢ elementy macierzy A i B. Ale dla przedstawionej metody maszyna
zrobi to tylko jeden raz. Natomiast dla uktadu réwnan rézniczkowych wyprowadzonych
tradycyjnie i rozpisanych w jawnej postaci, maszyna bedzie niektére z elementdéw liczyta
wielokrotnie ze wzgledu na powtarzanie si¢ tych elementéw. Przedstawiona metoda
skréci czas liczenia maszyny cyfrowej.

2. Wypisanie macierzy wyjéciowych bez wykonywania bardzo czasochtonnych mnozen
macierzy przez siebie daje olbrzymia oszczedno$é czasu przy konstrukeji réwnan réznicz-
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kowych. Ponadto metoda stwarza mozliwos¢ tatwej kontroli w celu uniknigcia blgdu przy
wypisywaniu réwnan. Latwo przeciez skontrolowaé nawet kilkanascie macierzy o prostych
wyrazach, natomiast prawie niemozliwe jest, by znalez¢ blad w réwnaniu, ktdre ma kilkaset
czlonow.
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Peswme

MATPUYHAST 3ANIMCL HENJUHENHLIX YPABHEHUN OBVXKEHUS,
ITOPOXIAEMBIX METOIOM JIAIPAHXKA

B pabore paccMaTpuB2aeTCA CTENEHb OCIIOMKHEHMIT, BBICTYNAIOLIMX BO BPEMsl KOHCTPYMPOBAHHS He-
. JIMHEHHBIX YpaBHEHHH OBIYKEHMSI MEXaHIYecKoll CHCTeMBbI, uMeloleil GOJblloe KONMHYeCTBO CTeneHei
CBOGOABLI U CJIOKHYIO T'eOMETPHUIO JBHYKEHHSI.

HccnemoBana rpymna »KeCTKHX WIH YIPYTHX TeJl ¢ KOHEUHBIM UMCJIOM CTerneHeil CBOOOIbI, coeau—
HEHHBIX IPH NOMOLUU 1IAapHUpOB. JIIa Takoi COBOKYIMHOCTH TeJ1 BBeJdeHa mMaTpuuHad (opma Herojom-
HBIX ypaBHEeHMiT Bonpumana-Iamens. JokasaHo, uto cucremy OubeperHaIbsbIX YpaBHEeH B Mar-
PHUYHON 3aIMCH MOXKHO NPHBECTH K HOpMaNbHOMY BUAY. Kax yacTHBIE CIyyal pacCMOTPEHbI TOJIOHOMHU-
YecKasd CHCTEMA B KBa3HCKOPOCTAX M TOJIOHOMHMUECKAA CHCTeMa, IJIA KOTOpOH BO3MOMKHA 3aIMCh NPH
nomoLM ypaBHeHua Jlarpaxska.

OmnucaH MeTOA JNHHEapu3aLMKM MaTPHUHON CcuCTeMbl ypaBHenuii. ITokazapa BO3MOYKHOCTH NpuMe-
HEHHA MATPUUHONH cucrembl RuddepelaNbHbIX YPaBHEHHH ST YHCIEHHOIO MHTErPHPOBaHHA.

Summary

MATRIX REPRESENTATION OF A NON-LINEAR EQUATIONS OF MOTION DERIVED BY
THE APPLICATION OF LAGRANGE’'S FORMALISM

The matrix form useful for the numerical calculations of the nonlinear equations of motion for a non-
holonomic system of finite number of degrees of freedom is derived by the application of the Boltzmann-
Hamel method and written in quasi-velocities and generalized co-ordinates. Advantages of the matrix
description and of the method of linearization of the equation in the matrix form are shown. In particular,
the case of a holonomic system is discussed in detail.

INSTYTUT TECHNIKI LOTNICZEJ I MECHANIKI STOSOWANEJ
POLITECHNIKX WARSZAWSKIEJ
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