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1. Wstep

Materialy sypkie wykazuja cechy sprezyste i plastyczne. Spr¢zys$cie zachowuja sig
w poczatkowej fazie obciazenia oraz w czasie odciazania i dociazania, kiedy stan napreg-
Zenia lezy wewnatrz powierzchni plastycznodci. Sg to procesy silnie nieliniowe nawet
w zakresie maltych deformacji. Ponadto maja one inny charakter przy pierwszym cyklu
odciazenia niz przy wielokrotnym odciazaniu i dociazaniu (por. [3]). W czasie pierwszego
odcigzania z danego stanu naprezenia zachodzg w materiale efekty mikroptyniecia pla-
stycznego i dopiero po pewnej liczbie cykli odciazania i dociazania zachowanie si¢ materiatu
jest czysto sprezyste (catkowita odwracalnoéé¢ odksztalcen przy zamknigtych cyklach od-
ciaZenia i docigzenia). Pomijajac mechanizmy stanéw przejéciowych, celowe jest w pewnych
przypadkach oddzielne traktowanie pierwszego odcigzenia oraz ustalonego odciazenia
idealnie sprezystego.

Za przyczyng tak silnie nieliniowych efektéw w materialach rozdrobnionych uwaza
si¢ na ogol znaczne zmiany gesto$ci zwigzane z deformacja materiatu, Model matema-
tyczny plastycznego zachowania si¢ cial o zmiennej gestoéci sformulowano w pracy [1].
Wplyw zmian ggstosci na sprezyste i plastyczne cechy materialéw zanalizowano w pracy
[2] zakladajac, na podstawie przeprowadzonych eksperymentdw w zakresie sprezystym,
zalezno$ci stycznych moduldw sprezystoéci od odwracalnej zmiany gestoéci. Zalozenie
takie dopuszcza wspomuiane mikroefekty plastyczne przy odciaZeniu oraz pozwala na
znaczne uproszczenie opisu materiatu [11].

W pracy pokazemy wlasnoéci prostych (tj. liniowych tensorowo) nieliniowych fizycz-
nie zwiazkéw opisujacych cechy sprezyste materialdw rozdrobnionych. Na podstawie zna-
nych warunkéw catkowalnoéci i potencjalnosci takich zwigzkéw zbadamy réZnice wystepu-
Jace przy réznych sposobach ich formulowania. Okazuje sig, Zze na ogdét znane zwiazki dla
materiatéw sypkich nie opisujg efektow czysto sprezystych; mozna je wigc odnosi¢ wytacz-
nie do pierwszego odciaZenia. Z drugiej strony wielu efektéw nieliniowych o charakterze
sprezystym nie mozZna opisaé w zakresie maltych deformacji przez zwigzki tensorowo
liniowe.

Rozwazaé bedziemy odwracalna czg$é przyrostowego zwiazku sprezysto-plastycznego,
ktdra zapiszemy w postaci

(1.1 deij = Ajjudoy
lub tez
(1.2) do; = Bijuden,

gdzie dej; jest odwracalnym przyrostem odksztalcen, doy ~— przyrostem naprezen, a A
stanowi macierz funkcji materialowych, ktéra wyznacza si¢ do$wiadczalnie, przy czym
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“jest ona, z uwagi na nieliniowo$¢ omawianych proceséw, funkcja stanéw naprezenia lub
odksztalcenia. )

Z charakteru hipotez, opartych na wynikach doswiadczen dotyczacych postaci tej
funkcji, wynikaja odmienne konsekwencje, ktore ograniczaja zakres stosowania postulo-
wanych zwiazkéw. Formutowanie tych hipotez odby_wa si¢ w dwojaki sposéb. Po pierwsze,
mozna przyjac, 2e na podstawie danych do$wiadczalnych da si¢ wyznaczyé jednoznaczna
zalezno$¢ (moduly sieczne) migdzy tensorem napreZenia o,; i tensorem odksztalcenia
sprezystego e;. Zrdzniczkowanie takiej zaleznodci daje zwigzek (1.1) lub (1.2). Po drugie,
powyZsze zaloZenie moZe by¢ niesprawdzalne do$wiadczalnie, natomiast udaje sie¢ z da-
nych do$wiadczalnych znalezienie zwiazkéw migdzy przyrostami do;; oraz de;; (moduly
styczne). Oznacza to, Ze takim samym przyrostom napr¢zenia w réznych stanach napre-
zenia (czy odksztalcenia) odpowiadajg rdzne przyrosty odksztalcenia. Tym samym, ko-
lejnych stanéw napreZenia i odksztalcenia niec mozna ze soba w ogélnosci powigzaé jedno-
znacznie.

Ponizej oméwimy, w §wietle wynikéw uzyskanych dla zwiazkéw ogdlnych, [7, 12],
wilasno$ci szczegdlnych postaci réownaf konstytutywnych majacych zastosowanie do
opisu oérodkéw rozdrobnionych (por. [8, 9, 5, 6]).

2. Wlasno$ci moduléw siecznych

W ogélnej formie zwiazek o;; = o0y;(¢;,) dla ciala izotropowego mozna zapisaé jako [4]

2.H oy = Do 0+ D e;+ D, e 61
lub /
2.2) ey = Yo 0i;+ ¥, 04+ V04045,

gdzie @y, D,, D, oraz ¥,, ¥,, ¥, sa dowolnymi funkcjami niezmiennikéw tensora od-
powiednio &;; oraz o;;. Zachowanie si¢ materialu opisane przez powyzsze zwiazki znane
jest jako sprezysto$¢ w sensie Cauchy. Procesy deformacji mogg byé w tym przypadku
dysypatywne, tzn. przy pewnych zamknietych cyklach w przestrzeni naprezen (albo od-
ksztalcen &;) material moze dysypowaé energi¢ mechaniczna (albo pobieraé ja z otoczenia,
czy zrédel pozamechanicznych, przy cyklach odwrotnych). Opis przez réwnania (2.1)
lub (2.2) moze by¢ stosowany do pierwszego odciaZenia z danego stanu napreZen, a funk-
cje inwariantéw @D, czy ¥, sg dowolne.

Szczegolng postacig zwiazkéw (2.1) lub (2.2) s3 zwiazki potencjalnej spr¢zystoscei
(w sensie Greena) lub hipersprezystoéci, kiedy zachodzi

ou
: L= . dla 2.1
(2.3) 0ij d¢l, 2.
lub
, v
& =
b= dla  (2.2),

a funkcje inwariantéw U i V sg potencjalami odksztalcen ¢j; i naprezen o;;. Rozpatrzmy
konsekwencje wynikajace z zatozenia (2.3) dla nieliniowych zwiazkéw tensorowo liniowych
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(tj., dla ktérych @, = 0, ¥, = 0), stosowanych w mechanice o$rodkéw sypkich. To ostat-
nie zalozenie pozwala rozprzac réwnania (2.1) i (2.2) na czgSci dewiatorowa i kulista.
Zapisujac np. (2.1) w formie powszechnie stosowanej, mamy (D, jest tu jednorodna funk-
¢ja &)

(2.4) Ok = K(«‘?/'.-k, o) Exks Sij = G(ew, E:m:)@:'j'
Znajdzmy pracg elementarng
(25) dU = Ukkde;'k +S,'jde;j,

bedaca w ogdlnosci forma Pfaffa. Wielko$¢ U jest tylko wtedy niezalezna od drogi catko-
wania, gdy wyrazenie Pfaffa dU jest rézniczka zupeina (dU = dU), tzn., gdy zachodzi
(2.3)1, czyli o = 0U/dery i s;; = 0U/dey;, przy czym spelnione sa zwigzki

(30,,k (3s,' (73," 8sk,
2.6 = L I = .
2:6) odei; Oepr’ dey de;;

Podstawiajac do tego ostatniego warunku zwiazki fizyczne (2.4), widzimy, Ze aby dla
materiatu opisanego przez nie istniat potencjat U, moduly K i G muszg spetniaé warunki

27 OK ehx, )l _ O[G(eiu, ci)ely]

dey;  Oepy
Podobnie, dla tensorowo liniowego zwiazku typu (2.2)
(2.8) ek = %(Ouks $i7) Okt = W(Opiy Sij) S

mozna sformutowaé¢ warunki potencjalnosci

9 el 5)ow] _ 0o, sp)s]

0s;; 00wk
Spetnienie warunkow (2.8) lub (2.9) nalozonych na moduly sieczne materiatu zapewnia,
2e zachowanie si¢ materiatu jest hipersprezyste, tzn. energia spr¢zysta nie zalezy od ko-
lejnosci poprzednich stanéw deformowania materiatu, lecz od aktualnej deformacji czy
napr¢zenia. Mozna zatem w ten sposdb opisywaé odciazanie w stanie ustalonych wia-
snosci.

Przy wyznaczaniu funkcji materiatowych dla opisu idealnie sprezystego zachowania
si¢ materialu wymagane jest wigc spetienie przez te funkcje dodatkowych wigzéw poza-
ich niezmienniczo$cia. Spelnienie tych wigzéw okresla efekty fizyczne, ktdre model moze
opisa¢ wykluczajac inne. Takie efekty wskaZzemy na przykladzie dwéch zwiazkéw kon-
stytutywnych typu (2.4) i (2.8) stosowanych w mechanice gruntéw [5, 6]. Niech zachodzi
odpowiednio '

(2.10) K=K(@), G=0G({) da (24,

do' /(0" +00) = dew
i
@.1n 2= x(onw), o =w(oy) da (2.5).
Fizyczny sens przyjecia moduldw jako funkcji gestoéci czy cisnienia $redniego jest
zwigzany z interpretacja zmiennej porowatosci w pierwszym, a sit kontaktowych migdzy
ziarnami w drugim przypadku, jako przyczyny zmian wlasnosci materiatu przy deforma-
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cji. Materialy te, jak fatwo sprawdzi¢ podstawiajgc (2.10) lub (2.11) do zwiazkéw (2.7)
czy (2.9), nie sa sprezyste w sensie Greena. Na przykiad dla (2.10) zachodzi

Okl _ o , IIG(Emen]

(2.12) 66_21 (38,(,(

Warunek (2.12) jest natomiast spelniony dla réwnaf (2.10), (2.11), gdy moduly G(ep) =
= const, czy w(oy) = const, a zatem gdy odciazZenie jest liniowe. Oba zwigzki, (2.10)
1 (2.11), mozna wigc stosowaé do opisu pierwszego odciaZenia, jeZeli zatozy sie, ze obok
odksztalcent sprezystych zachodza procesy mikroplyniecia®.

Takie opracowanie wynikéw do$wiadczen przy nieliniowych krzywych odcigZenia,
gdy tensor materialowy A;;; spelnia warunki potencjalnosci, a wigc istniejg pewne wigzy
na stale materialowe, wymaga albo sprawdzenia tego a posteriori lub zgadnigcia postaci
potencjatu sprezystego, a nastgpnie okre§lenia zwigzku konstytutywnego i wyznaczenia
jego statych z do$wiadczen.

Przyrostowe zwigzki dla materialéow nieliniowych mozna otrzymaé przez rézniczko-
wanie réwnaf (2.1) i (2.2).

W szczegdlnosei dla zwigzkdw (2.4) 1 (2.8) mamy

dow, = Adey + E;;dei;

2. dl: 2.4),
213 ds;; = Cijudey+ Dijder,,, a (24

gdzie
A = LIKE:nm'i'K,
Ok
, 0K
Ej = e ?;j,
G |,
Cijkl = _a’e’;(' ei_]+G(S‘k(S,j),
oG
Dy =———¢
0T e Y
oraz
2.14) deiy = Adowc+Eydsy g g
dejj = CTUkldskl'i_D,'de'kk,
. gdzie
n 0% = Ox
4= aU'lm Tuk+ %, Eij - Ukk?lj,
= ow dw
Cijkl = »Esu+w6;k (S,j, ‘DU — ms’j'

D Zauwazmy, ze czgsto tego rodzaju zwiagzki sa stosowane do opisu calkowitej deformacji o$rodka,
z nieuzasadnionym, jak widaé z (2.12), zalozeniem pelnej odwracalnosci odksztatceri (np. [9, 10]).
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Z powyzszych zwigzkdow wida¢d, ze zachodzi sprzgzenie izotropowych i dewiatorowych
czesci przyrostdw, tzn. przyrost ci$nienia $redniego powoduje przyrost odksztalcen de-
wiatorowych, a wzrost naprezen dewiatorowych wywoluje przyrost objgtosci. Ponadto
z uwagi na nieliniowo$¢ zwigzkow (2.4) i (2.8), mimo iz tensory o;; oraz ¢;; maja wspdlne
kierunki gléwne, tensory ich przyrostéw moga w ogdlnosci nie by¢ wspdlosiowe. Sprzezenie
to zalezy od wielkosci odksztalcen (czy naprezen), od ktérych liczymy przyrosty, a w sta-
nie naturalnym znika.

Dla pewnych materialéw rozdrobnionych sprzeZenie przyrostéw izotropowych i de-
wiatorowych jest uwazane za efekt nizszego rzgdu. Nalezy wéwczas zalozy¢, Ze dla wszyst-
kich oy, i €]; wspolezynniki E;; = D;; = 0 oraz £; = Dy; = 0. Ze wzoréw (2.12) i (2.14)
wynika wowczas, Ze )

(2.15) K= K(er), G=0Gley) 1 x=mn(ow), =awl).

Zauwazmy wreszcie, ze materialy, dla ktdérych przyjmujemy wspdélosiowoéé przyro-
stow tensoréw naprezenia i odksztalcenia e;;, wyrazajaca si¢ zwigzkami
(2.16) doy, = Adey,, ds; = Gdej;
muszg spetnia¢ warunek G = const.

Jezeli zatem zakladamy izotropi¢ materialu hipersprezystego i wspdlosiowo$é tenso-
réw przyrostéw, to nie mozemy opisaé nieliniowego zachowania si¢ materiatu przy $ci-
naniu. Podobny wniosek mozna otrzymaé z (2.14). Dodajmy, Ze zalozenie wspélosio-
wosci w sprezystym prawie przyrostowym jest bardzo konsekwentne dla zwiazkdéw spre-
zysto-plastycznych, dla ktérych nie zaklada si¢ wzmocnienia anizotropowego. Réwno-
znaczne jest to z przyjeciem, Ze proces sprezysto-plastyczny nie wywoluje w materiale
zadnej zorientowanej struktury.

3. Wiasnosci moduldw stycznych

Przyrostowe zwiazki (2.13) 1 (2.14) majg te wilasno$¢, Zze zachowanie sig¢ materiatu
wokot pewnego stanu napreZen czy odksztalcen wyznacza jednoznacznie zachowanie sig¢
tego materiatu dla wszystkich innych standéw, na réznych drogach obciaZenia czy defor-
macji, a wigc zwiazki o;;—¢j;. ' ‘

Dla niektérych materialéw rozdrobnionych takie stwierdzenie moze byé niesprawdzaine.
Obserwowalny jest natomiast zwigzek pomiedzy przyrostami doy; i dej;. Prawo fizyczne
wowczas wyraza jednoznaczng zalezno§¢ miedzy przyrostami dla danego stanu ciala.

Taki jednoznaczny obiektywny zwigzek pomigdzy wymienionymi tensorami przyro-
stéw oraz samym tensorem odksztalceri [4] mozna zapisaé przy pominchi\u nieliniowych
czlonéw wzglgdem de;; w postaci
3.D do = agd+a, 8 +o,de +ase’2+a,(e'de’ +de’e’)+ as(e'*de’ +ds’'e'?), .
gdzie ag, o, , a3 sa funkcjami niezmiennikéw

J; = 8;ck) J; = 8;18217 JI; = 8l,<n18:nl£;k;

Yo = dewx, Y) = eudeny, Yy = ex&imdem,
a oy, a4, os s3 funkcjami jedynie niezmiennikéw Ji, J3, J3. Zalézmy dla dalszych celdw,
ze zwiazki (3.1) maja postaé zwiazkéw proporcjonainych (1.2), tzn. «q, «,, @3 pozostang
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zalezne jedynie od niezmiennikéw mieszanych Y;. Woéwczas rozbijajac (3.1) na czesé
dewiatorowa oraz izotropowa otrzymamy ukiad réwnan

dO'kk = Fde;(k‘i'H,'jde;j,

3.2 p ,
3-2) ds;j = My dey+N;dey,,

gdzie F, H;;, Miju, N;; sa funkcjami tensora odksztalcen ¢;; oraz jego niezmiennikow.
Przyrostowy zwiazek typu (3.2), w ktérym wielkosci te zaleza od tensora napr¢zen oraz
jego niezmiennikow, jest rownowazny zwigzkowi hiposprezystemu.

Rozpatrzmy obecnie na przykladzie zwigzkdw (3.2) warunki, jakie musza spetniad
zwiazki przyrostowe, aby opisywaly one prawo nieliniowej sprezystosci. (Sa to warunki
analogicznc do warunkéw dla hiposprgzystosci — por. [7]). Okre§lenie jednoznacznej
zalezno$ci o;;—¢;; ze zwiazkéw przyrostowych (3.2) wymaga zalozenia ich catkowal-
nosci. Ponadto, jesli otrzymany zwiazek o;;—¢;; ma opisywaé sprezysto$é, musi spelnia¢
warunki potencjalnoéci. Rownania (3.2) stanowia, z uwagi na niezaleznos¢ ich prawych
stron od naprezen, dwie formy Pfaffa. Sa one zatem catkowalne w sposob zupeiny wtedy,
gdy tozsamosciowo zachodzi

AP/ TR < (T /']
(.3) dei; Ot~ del Dei; ’
66;.,. h ae;(l ’ ael,nn a ae;(l ’

natomiast wspolczynniki F, H;;, M;;, oraz N;; sa odpowiednimi pochodnymi czastkowymi

o 00k

0sy; 0sij

) i
AN ij — V) ~ = -

0€kk aé’“‘

3.4 F= i T
oy a0

Mijkl =

Zatem dla okre§lonych do$wiadczalnie zwiazkéw (3.2), spelniajacych warunki (3.3), mo-
zemy okresli¢ jednoznaczne zwiazki o = ow (e, €ij) oraz s;; = s;;(exy, €iy). Zwiazki te
stanowig potencjalne prawo sprezystosci, o ile elementarna praca wyrazona przez réwnanie
(2.5) stanowi rézniczke zupeina, tzn. kiedy beda speinione warunki (2.7). Poniewaz z za-
lozenia catkowalnosci wynikajg zwiazki (3.4), warunki potencjalnosci (2.7) mozna wyrazié
w postaci dalszych wigzéw na wspdlczynniki w zwiazku (3.2)

(-5 . Hi; = N Miju = Mu;.

ijs

Latwo sprawdzi¢, ze réwnania (2.13) spelniaja warunki (3.3) i (3.4) tozsamos$ciowo. Po-
dobne warunki mozna uzyska¢ dla materialéw hiposprezystych.

W $wietle powyzszego widzimy, Ze materiat przyrostowy o stycznych modutach za-
leznych od biezgcej zmiany gestosci, bedacy szczegdlna postacig materiafu (3.2) o réw-
naniach

doy = Kdey,, dsy = Gdey,

(36) ’ 7 ’ 2 ’
K = K(o'), G=G(), do'/(eot+0') = dei,

spetnia warunki (3.3) jedynie dla przypadku, gdy G = const. Podobnie dla materiatu
o modutach zaleznych od ci$nienia $redniego oy, jest on hiposprezysty tylko wtedy, gdy
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jego modul styczny jest staly, @ = const [8]. Jako przyktad mozna tu poda¢ zamknigty
program (cykl) obcigzen dla materialu (3.6), po dokonaniu ktdrego w materiale pozo-
staja odksztafcenia trwale.

Sk N

A B
sS4,
- 4 Oy
o I 0'3
kk /
o= 196(93)
X =196(9;)
O

Rozwazany przyrostowy cykl naprezen OABCO (rys. |), zawarty catkowicie wewnatrz
powierzchni plastycznoSci, skfada si¢ ze $cinania z nalozonym §ciskaniem hydrostatycznym
powodujacym zageszczenie maleriatu; cykl zamyka si¢ zdjeciem obcigZenia $cinajacego,
a nastepnie ci§nienia hydrostatycznego. Na odcinku 4B wielko$§¢ o” wzrasta, zatem wzra-
sta takze modut G, a przez to odcigzenie BC zachodzi juz przy innej warto§ci modutu,
odpowiadajgcej wigkszemu ¢’ niz w punkcie 4. Po zamknigciu petli OABCO pozostaje
wigc pewne odksztalcenie postaciowe, a ponadto magazynuje si¢ w materiale pewna ener--
gia, odpowiadajaca zakreskowanemu polu na rys. |. Przy cyklu odwrotnym, OCBAO,
energia ta przybiera warto$¢ ujemna.

Réwnania (3.2) moga by¢ calkowalne réwniez w sposdb niezupeiny. Zachodzi¢ to
moze wzdluz drég, w cewien sposéb sparametryzowanych, w przestrzeni odksztalcen.
Na przyktad w przypadku drég radialnych, gdy przy stalym &g

’ 0 ’ 0
(3.7 &yl = Eql, degy = eqdr

réwnania (3.2) sa réwnaniami zwyczajnymi o rozdzielonych zmiennych. W podobny spo-
s6b mozna stwierdzi¢, Zze praca wzdhuz tych drdg jest jednoznacznie okre§lona przez zmien-
‘ng r. Wynika stad istotny wniosek, ze prowadzac do$wiadczenic majgce wykry¢ odwra-
calno$¢ odksztalcen na zamknietych cyklach musimy z tych eksperymentéw wykluczy¢
cykle po drogach radialnych jako nieczute na efekty niepotencjalnosci.
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4. WiasnoSci pewnych nieliniowych potencjalow sprezystych

Dobér funkcji materialowych K, G czy » i w z danych do$wiadczalnych w taki sposéb,
aby spelnialy one warunki ustalonej sprezystodei jest praktycznie bardzo trudny. Znacznie
latwiej jest postulowac istnienie potencjatu sprezystego o przepisanej formie, a nastgpnie
dobieraé jego stale. Konieczna jest w tym celu znajomo$¢ wlasnodci réwnan konstytu-
tywnych wynikajacych z danej postaci potencjahu.

Rozpatrzmy tensorowo liniowa postaé réwnania (2.1) wyprowadzonego z potencjatu
U = U(J,J3;) (przez U ; oznaczono dU/dJ7)

oy = 3U, (J1, J3)+2U ,(J1, J3)J1,
{sij = 2U.2(J1,J£)C’;j-

Widzimy, Ze niezaleznie od szczegdinej postaci potencjatu U, dewiatory s;; i ¢i; sa wspél-
osiowe i proporcjonalne, natomiast wielko$ci oy 1 &4 nie sa proporcjonalne, dopdki U,
nie jest jednorodng funkcja J,. W zaleznosci od postaci funkcji U, a w szczegSlnosci U,
w przypadku czysto postaciowych deformacji, J; = 0, stan napre¢Zent moze mie¢ zaréwno
skladowa dewiatorowa, jak i izotropowg. Ten ostatni efekt (odpowiadajacy dylatacji)
jest typowy dla osrodkéw sypkich.

Przyrostowa forma zwigzkdw (4.1) jest nastgpujaca:

doy = 3[U [ +2U ,J;+2U, +2(3U.12+2U.22J{)J;]d6§,+2(3U_,2+
+2U.22J;)e;dde;d,

@.1)

42)

2 ? ’ ’ / ’?
dS,‘j =2 U_12+ S—- U.22J1)eijd8kk +2(U_226,'j€k1+ U.g 6“6["').

3

Omoéwimy whasno$ci kilku form potencjatow U.
a) Potencjal bi-eliptyczny: _
4.3) U= a Ji{+a,J2, oy >0, «,>0.

Réwnanie konstytutywne ma postaé

. I I
4J1[(°‘1+—9—°‘2)J12+ —:_;_aZJZdJ’

1 ’
ZITJ"2+J’2"] ejj-

Oy

(4.4)

Sij

Zatem dla czystego odksztalcenia postaciowego (J; = 0) nie wystepuja naprezenia hydro-
statyczne. Niemniej, nicliniowe moduly sprezystoéci zaleza zaréwno od odksztatcen posta-
ciowych, jak i objetoéciowych. Z tej przyczyny W}'Stqu_]C sprzeZenie przyrostowych efek-
téw izotropowych i dewiatorowych

doy; = 3[(12a1+ 634 )J’2+IT6ozzJZd]de,,+160(21l eydey,
#), 16 1
ds,'j = "5 O‘zJI P;jdel’(k+4a2le;jeil(TJ12+J’2d)6k161j:|d8;d'

Zauwazmy, Ze sprzezenie to dla szczegdlnych stanéw J; = 0 lub J3; = 0 znika. Potencjal
(4.3) jest wypukly z uwagi na dodatnia okre$lono$¢ w przestrzeni Jy, J34.
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b) Potencjal zlozony z paraboli i kola. Istotna trudno$¢ stanowi opisanie materiatu
wykazujacego sprzezenie dewiatorowych I izotropowych czgsci samych tensoréw oy, &i;.
Wymaga to zaloZzenia niesymetrycznych wzgledem J;, postaci potencjalu w przestrzeni
Jy iJ5,. Przyjecie w tym celu powierzchni ekwipotencjalnej, np. w formie obréconej elipsy
speiniajacej powyzszy wymdg, prowadzi do lokalnej wkleslosci potencjatu®, a takze do
osobliwosci w stanie czysto hydrostatycznym, wynikajacej z niegladkoséci potencjatu dla
J34 = 0. To samo zachodzi dla potencjaléw typu cosinusoidy itp. (rys. 2a, b). Trudnosci

Do a) W’ b)

o
AN

Rys. 2

2

te mozna omina¢ postulujac potencjal ziozony z paraboli w czgéci odpowiadajacej roz-
cigganiu oraz stycznego do niej okregu dla strefy $ciskania. Réwnanie potencjalu ma
postac (rys. 3)

N T /
(4.6) YU = —hitls g
1l —o
Ji = VI + (=) (s +ml 2,
Hza”
Yo} U=const.
J,'

Rys. 3

o, f— stale materialowe; m = 1 dla J; < 0, m = 0 dla J| > 0, cze$¢ kolowa linii ekwi-
potencjalnej (dla rozciggania) wyrazajaca si¢ dla U = U, przez réwnanie U, = B[(J;—
—¢)*+J34) = 0 o promieniu Y/ Uy,/B i $rodku okregu w punkcie J; = ¢ = « V Uo/B,

2 Zachodzi wowczas niejednoznaczno$é rozwigzania problemu brzegowego. Prowadzié¢ do tego moze
miedzy innymi pelne rozwiniecie wielomianowe funkcji potencjatu U = U(J1, J34) por. np. [12], a takic

[91.
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przecina of odcigtych J; w punkcie J| = — /' Uy/f (1 +a); natomiast czesé paraboliczna
(dla éciskania) o réwnaniu U, = B[J24—~2¢J; +c?], styczna do okregu w punkcie J;| = 0
przecina o§ J; w punkcie J| = 171/?/@» —.

Roéwnanie konstytutywne odpowiadajace potencjalowi (4.6) daje
__otJ{_i2J{ m+a*(l—m)] B

0. = R == AR —
" aJiJa+J,2 1—a?’
4.7) o
R (VR A
i —oaJiJa+J2 =2

Zgodnie z zatozeniem, proces czystych deformacji postaciowych wywoluje naprezenie
hydrostatyczne o wielkosci

o = - P --:____l ——
I—a? /7.1 = o?)
oraz odwrotnie, stan czystego $cinania wywoluje odksztalcenia objetoSciowe (rozluznia-
nie). Ponadto material inaczej zachowuje si¢ w stanie czystego $ciskania niz rozciagania.
Réwnania konstytutywne (4.7), mimo ze stowarzyszone z dosy¢ prostym potencjalem
(4.6) (rys. 3), maja bardzo zfoZona postaé; analityczne odwrdcenie tych zwiazkéw jest
skomplikowane.

5. Whioski

Whioski z powyZszych rozwazan sg nastgpujace. Przystgpujgc do matematycznej
aproksymacji wynikéw do$wiadczalnych ustalonego odcigZenia sprgZystego wykazujacego
sprzezenie efektéow dewiatorowych i izotropowych nalezy postulowal niesymetryczng
forme potencjalu sprezystego i wynikajace z niego rownania konstytutywne dopasowad
do krzywych eksperymentalnych. Potencjaly dopuszczajgce sprzezenie prowadzg do zlo-
zonych 1 trudnych w interpretacji i zastosowaniu rownan konstytutywnych. Prostsza formeg
réwnan mozna uzyskaé wprowadzajac symetryczne potencjaly, dopuszczajace sprz¢zenie
przyrostéw, poza drogami J; = 0 i J3; = 0. Najprostsze postacie réwnan konstytuty-
wnych spelniajace warunki potencjalnosci, nieuwzglgdniajace sprzgZenia, nie opisuja
niektérych istotnych efektow nieliniowych. Wydaje sie wiec celowe dla obliczen inzynier-
skich stosowanie prostych w budowie zwigzkow fizycznych o fatwej interpretacji do$wiad-
czalnej niespetniajgcych warunkéw potencjalnodci. Zastrzec nalezy przy tym dopuszczalny
zakres ich wazno$ci (drogi radialne i do nich zblizone). W pracy [2] podano konkretng
postaé takiego rodzaju zwigzkéw opierajac si¢ na wynikach przeprowadzonych do$wiad-
czen oraz przedyskutowano procedur¢ wyznaczania funkcji materialowych.

Zauwazmy, Ze uwagi odnodnie catkowalnosci oraz potencjalnosci zwigzkéw dyskuto-
wanych w p. 21 p. 3 odnoszg sie takze do zwigzkSw, w ktérych wprowadza si¢ rozmaitego
rodzaju uogélnione nieliniowe moduly Younga i zmienne wspoélczynniki Poissona [8 - 10].

Autor wyraza swojg wdzieczno$¢ Panu profesorowi Z. MRozOWI za liczne uwagi
i pomoc przy opracowaniu tego artykutu.
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Peswme

K BOMPOCY OB ONUCAHUN ®PU3UYECKN HEMWHENHOHN VIPYTOCTHU
ChIIYUYHNX MATEPHAJIOB

B pabore npuseneHbI pa3aiMyUHble BADHAHTHI (DU3HUECKHX yPABHEHHH, KOTOPBIE MOT'YT OBbITH HCIIOb-

30BaHbI [UIA ONMCAHUA CBOWCTB ChINYUHX MaTepHasoB.

Simmary

ON THE DESCRIPTION OF NON-LINEAR ELASTICITY OF GRANULAR MEDIA

Various physical laws are proposed in the paper aimed at the application to the description of granular

materials.
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