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1. Wstep

W pracy [1] opisano metode rozwigzywania problemdéw dynamiki plyt wykorzystu-
Jjaca znane czesto$ci i postacie drgan wlasnych ptyt podpartych swobodnie na dwu przeciw-
legtych brzegach. Rozwigzanie zagadnieri drgan swobodnych i wymuszonych uzyskuje si¢
w niej przez rozpatrzenie drgan wymuszonych plyt zastgpczych o bardziej elementarnych
warunkach brzegowych, na czgéci powierzchni ktérych przylozone jest obciazenie uzupel-
niajace stuzace do realizacji dowolnych warunkéw brzegowych. Przyjecie tych obciazen
uzupelniajacych opisanych odpowiednio gladkimi funkcjami pozwala na efektywne obli-
czanie sit wewngtrznych w rozpatrywanych ptytach. Celem obecnej pracy jest zastosowanie
omawianej metody do problemdéw dynamiki ptyt z uwzglednieniem sit tnacych i bezwlad-
nosci obrotowej.

Dotychczas uzyskane wyniki dotyczace probleméw plyt z uwzglednieniem si tnacych
i bezwladnosci obrotowej sa nieliczne, a rozwiazywanie zagadnien dotyczacych dowolnych
warunkow brzegowych napotyka duze trudnosci obliczeniowe.  Zasadnicze trudnoéci
wystepuja réwniez i przy zastosowaniu do’takich piyt metody elementéw skoficzonych
ze wzgledu na zle uwarunkowanie macierzy sztywnosci [4].

2. Postacie drgan wlasnych plyty podpartej swobodnie na dwu przeciwleglych brzegach

Stosujgc oznaczenia przyjgte w [2] mozna zapisaé rownania rownowagi plyty drgajacej
swobodnie nastgpujaco:

D , AN ( w\y e,
' Dl vz P]_,. ( .6W.)_ on®
7[(1 nV %+(1+v)W] k*Gh wy+W = 7@

k2Gh(V*w+ D) = —phw?w,

) 0 .
gdzie @ = ?;" + ;})}” , za$ ., v, sa funkcjami obrotu. ‘

‘W pracy - [3] uzyskano. rozprzezenie powyzszego uktadu réwnan oraz wykazano, Ze
w:przypadku plyty podpartej swobodnie--na dwu przeciwleglych brzegach istnieje $ciste,
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zamknigte rozwigzanie postaci drgan wilasnych (przestepne réwnanie czgstosci mozna
rozwigzaé¢ metodami przyblizonymi):

. H
W = X,,,,,(x)sm-—bjzy,

2.2) Pemn = X1 (x)sin ’Z’ y,

1
Yymn = X (X) cos—'rl—;z y.

3. Drgania plyty wspornikowej

Zastosowanie proponowanej metody pokazane zostanie na przykladzie obliczenia
czgstosel 1 postaci drgan wilasnych plyty wspornikowej. Schemat realizacji warunkéw brze-
gowych w przekrojach y = ¢, y = b—c¢ plyty zastgpczej pokazano na rys. 1.

qm(x,y)/ ¢

b
7 9’/(X’y) CI
NLLLLL L Ldd e L el el bt x
Rys. 1

Amplitudy obcigzen uzupelniajacych ¢'(x, y) i ¢’'(x, y) zakiada si¢ w nastgpujacej
postaci:

3
G.1) g, y) = D) (@10, )+ miix, ) +mli(x, ),
i=1

gdzie g/(x, y) oznacza obciazenie normalne do powierzchni piyty, m;(x, y), mi(x, y) —
— obciazenia momentami.
Nalezy stwierdzi¢, ze do realizacji warunkéw brzegowych mozna przyjac:

3
g,y =D alx, ),
i=1

tzn. mi(x, y) = 0, mi(x, y) = 0.
Taka postaé obcigZenia, odznaczajaca sie prostota, nie jest jednak — jak to zostanie
pokazane dalej — korzystna ze wzgledu na zbiezno$¢ szeregdw opisujacych odksztalcenia.

Wi — 3-8



ZMODYFIKOWANA METODA SIL 587

Przyjeto nastepujaca budowe sktadowych obliczen:

ql(x, y) = gl fix),
(32) mii(x, y) = gl (x),
myi(x, y) = GI() Y (x).

Funkcje g/(x) sa dobierane tak, aby speilnialy konieczne warunki szybkiej zbieznosci
omdwione w pracy [1]. W przypadku funkcji Gi(y) nalezy speini¢ nastgpujace warunki:

2j+1072d
A0 g o j=0,1,2.. 01,
dy2j+1 =0

(3.3) ' PG
J = =t = P =
GiWy=c =0, o7 - 0 dia j=1,2...k.

Obcigzenia (3.2) przedstawia si¢ w postaci szeregow:

qi(x,y) = vaf;’ci,,,, X,,,,,(x)su; 5
G4 () = éuzwﬁxmmm%n
e, ) = 2L2wxwmmm%%
gdzie a¥/ — oznacza wspoélczynniki sinusowych szeregéw opisujacych gf(y), by — wspot-

czynniki consinusowych szeregéw opisujacych funkcje G{(y).
Ze wzgledu na szczegdlna budowg funkcji obcigzenia (3.2) mozna wykazaé istnienie

zwigzkow:
D X = D) HX(0),

5

(3.5) DX = D XL,

5 5

Z%w@—z%wm

. . . . h .
MnoZac pierwszy ze zwigzkéw (3.5) przez hX,, sz”T"ty, drugi przez WX,{,,sm2 —nbly,

. nm
ostatni przez X Hcos? —— =L sumujac je stronami, a nastqpme catkujac obie strony

12
powstalej réwnoséci po obszarze piyty zastepczej otrzymuje si¢ zaleznosci:

o iy
(36) . Ckn = Uxp Z Csr in’

s
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gdzie:
1
Upy = - e e I )
P, 2
ff /1 Wk,,+ E(/‘pxknﬁ'/‘pykn) dx{iy
bkn ff [(/1/‘/5,- an X.\r X ) Sinz nb X.{rl ancos b ]dXdy

Zwiazki (3.6) pozwalaja wyrazi¢ wspolczynniki cf), przy n # r przez cfl. Obciazenie (3.2)
wywoluje odksztalcenie plyty, ktdére zapisa¢ mozna nastepujgco:

Wi, ) = D) > W Wn(x, 2),

m n

3.7) Yhi(x, y) = Z Th:‘:mnm(x )

prt X,¥y) = 2,12:/%"%""(Y »).

Podstawiajac (3.4) i (3.7) do réwnan drgan wymuszonych, wykorzystujac warunek
ortogonalnosci, otrzymaé mozna zwigzki:

u -S-
(3 8) hu — c [x.lk
. mn 2 2 kn®mn >
W =Wy, P

gdzie

[r‘njk = ff [a (Wkn Wmn + kan "/’xmn) + b wykn wymn] dXdy

Podstawiajagc do réwnan opisujacych warunki brzegu swobodnego dla y = ¢ funkcje
odksztalcen opisane zalezno$ciami (3.7), (3.8) i ortogonalizujac wyrazenia stojace po
lewej stronie otrzymanych réwnan wzgledem X;.(x) otrzymuje si¢ po uwzglgdnieniu (3.6)
réwnania:

LIn
58] S g s 3 e St .
m m 'l#r
L1
(3.9) Z ZZC Z e it D, Z kl“"']"cﬁm be..u:,.t“‘rf,,,. =0,
m  n#r
3 Lirr
22& Z kl”"’ tish+ ) Y s be..un.l'nsj =0,

i=1 J 5 m  n#Er
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gdzie:
gi, = |- ﬂbn XL X dx+v ‘ (Xﬁ,,,)'Xj,t/x] sin % c,
' - 0 0

]

ri, = Lnbn J Konn X jpdx+ ’ X,’,,’,,Xj,(/x] cos ’?-c,
0 0

7

Shy = Lf (XY X dx+ —Zl fX,’,.,,Xj,z/x] cosnb—”c, .
0 0 -

Warunkiem, ktéry pozwoli uprosci¢ uklad rownan (3.9) doprowadzajac do réwnosci
cil = ¢l oraz usunie konieczno$é spelnienia warunkow brzegowych dla y = b—c jest

r

w przypadku postaci symetrycznych dobér obcigzen ¢’(x, y), mi(x,y) symetrycznych

b . . .
wzglgdem y = 5 co sprowadza si¢ do rownosci:

gi(y) = gi"(b-y),
oraz antysymetrycznych obciazen my;(x, y):
GI()) = —GHMH(b—y).
W przypadku postaci antysymetrycznych nalezy speinié:
gl = —gl"(b-»),
Gl(y) = GI'(b-)).
Ograniczajac liczbg wyrazow szeregdow

otrzymuje si¢ uktad 3L réwnan.

Rdéwnanie czg¢sto$ci wynika z'warunku istnienia nietrywialnego rozwigzania.

Znaczne uproszczenie obliczen mozna osiagnaé przy takiej konstrukeji funkeji g7(y)
i GI(»), ktéra doprowadzitaby do réwnosci wspolezynnikéw a¥ = bY. Przyjecie obcig-
Zenia w postaci:

g, ) = h N D a Wy, ),
. h3 B .. .
(3.10) e, ) = 1 31 Dl chpennx, ),

LA N TR
m;,'(.\‘, y) = ]2 21 ‘2/ anjcn{nwymn(xb y)
upraszcza zwigzki (3.8) do postaci:

1 .

iJ iJ
- _2:_2_'0" cm".
o(w*—wi,)

(3.11) Y —
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Poniewaz w tym przypadku wspolczynniki 4 nie wyrazaja si¢ przez wszystkie wspot-
czynniki ¢/ k =1,2,3 ..., jak w przypadku zwiazkéw (3.8), nalezy sadzi¢, ze oprécz
uproszczenia obliczen, mozna ta droga zwigkszy¢ zbiezno$¢ szeregdw opisujacych od-
ksztatcenia ptlyty.

4. Uwagi koncowe

Stosowanie proponowanej metody wymaga znajomo$ci czesto$ci i postaci drgaa
whasnych plyt zastgpczych lub ich uprzedniego obliczenia. Natomiast jej zaletg jest mo-
zliwos¢ efektywnego zwigkszenia zbieznosci szeregdw opisujacych poszukiwane odksztal-
cenia oraz sily wewnetrzne.
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Peaome

MOIUPHUMPOBAHHLIII METOM CHJI HOBAUKOI'O B JUHAMUKE IUIACTHH
C YYETOM UHEPUMWIM BPAMIEHHNS 11 NEPEPE3LIBAIOUIMX CHJI

B paGorte mpeacraBieno npuMcHeHHE MeToda cuil HoBauioro i npobdyieme coGCTBEHHBIX KONEOaHMI
KOHCOJIbHOH TUIACTHHBI. DTOT METON MOMKHO MPUMEHATh K PEUIEHHIO JMHAMHUECKHX 3a1ay IS IPSAMO-
YTOJIbHBIX IUIACTHH C PA3VTHYHBLIMI KPaeBbLIMH yCHOBHAMM. JIpeHMYLIECTBOM METOA ABJIACTCH BO3MOMK-~
HOCTL 3(pHEKTHUBHOIO yYBEIHUEHMSI CXOAHMOCTH PALOB, ONpeNe/IAIOIHX HCKOMbIC YCHIIMA.

Summary

THE MODIFIED NOWACKI METHOD IN DYNAMICS OF PLATES, THE INFLUENCE OF
SHEARING FORCES AND THE ROTARY INERTIA BEING TAKEN INTO ACCOUNT

This paper presents the application of the modified method of Nowacki to solving the boundary-
value problem of a cantilever plate, account being taken of the shearing forces and rotary inertia. This
method can be used in dynamic problems of rectangular plates with arbitrary boundary conditions. Advan-
tage of this method consists in the possibility of increasing the convergence of the series for the displace-
ments and internal stresses.
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