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ZASTOSOWANIE ZASADY GAUSSA W MECHANICE OSRODKOW CIAGLYCH

N.Ja. CycaNnowa (WOLGOGRAD)

Pierwsze zastosowanie zasady Gaussa w mechanice kontinuum znajdujemy w pracy
CzeTAJEWA [1], pos$wigconej zagadnieniu ewolucji idealnej gasnacej gwiazdy. Za pomoca
tej zasady CZETAJEW otrzymat kryterium, pozwalajace z kilku mozliwych w okolicy punktu
bifurkacji stanéw réwnowagi wybraé taki stan, ktéry odpowiada rzeczywistej ewolucji
ciala cieklego.

Ewolucja gasnacej gwiazdy polega na kolejnym przechodzeniu z jednej statecznej
konfiguracji do drugiej. CzETAJEW ujal to zagadnienie w taki sposéb: nalezy wyznaczyé
ciag statecznych konfiguracji dla stanéw réwnowagi jednorodnego ciala cieklego, obraca-
jacego si¢ wokot osi przechodzacej przez §rodek ciezkoSci i kurczacego si¢ ze stalg pred-
kosciag w kierunku radialnym pod wplywem wzajemnego przyciagania czastek cieczy.

Taki ciagg statecznych konfiguracji CZETAJEW otrzymal za pomoca twierdzenia Lagran-
ge’a o statecznosci w przypadku istnienia funkcji U.

~Stan réwnowagi dla wartosci parametréw zaburzen 4, 4,, ..., A, spelniajacych uklad
réwnan

oU

(1.)‘ oA 0
jest stateczny, jezeli tym warto§ciom parametréw odpowiada max U. Wartoéci parametréw
i funkcji U sa zmienne w czasie, zatem konfiguracje stateczne tworzg zbidr ciagly.

Traktujac czas ¢ i parametry A; okre$lajace konfiguracj¢ stanu réwnowagi, jako wspéi-
rz¢dne w przestrzeni n+ l-wymiarowej; moZemy odwzorowaé w tej przestrzeni ciagg sta-
tecznych stanéw réwnowagi w postaci krzywej przecigcia powierzchni (1). W ogdlnym
przypadku krzywa ta dzieli si¢ na kilka galezi, ktédre moga réwniez przecina¢ si¢. Kazdemu
ciggowi stanéw réwnowagi odpowiada okre$§lona galaz (C). Jezeli punkt M galezi (C)
nalezy jednoczeénie do innej galezi, nazywamy go punktem bifurkacji. CZETAJEW pokazal,
ze zasada Gaussa pozwala wybra¢ w punkcie bifurkacji galaZ stanéw réwnowagi odpowia-
dajaca dalszej ewolucji ukladu. , ,

W rzeczywistym ruchu ciala cieklego moment pedu wzgledem osi obrotu pozostaje
staly, Jezeli 0§ z jest osig obrotu, to warunek ten mozna zapisa¢ w postaci
@) o [ (+yDdm = C,

gdzie w oznacza prgdkos$¢ obrotu. W przypadku kurczenia si¢ ciala warunek (2) wymaga
wzrostu w, a tym samym i wzrostu sity odsrodkowej. Relacje¢ (2) mozna traktowaé jako
réwnanie wigzéw. Ruchem swobodnym w danym zagadnieniu jest ruch bez ograniczenia
(2), czyli ruch ze stala predkoscia obrotu. Tak wige, w ruchu swobodnym nie uwzglednia-
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my sity powodujacej promieniowe kurczenie si¢ ciala. Odchylenie ruchu rzeczywiste"o
od swobodnego dla czastki masy dm ma nastgpujace wspotrzedne (pomUamy w1elkoscn
infinitezymalne trzeciego rzedu):

xwdwdt?, ywdwdt?, 0.

Wymuszenie dla calego ciata wynosi
Z = dt*o Z(aw)zf(x +y?)dm.

Z warunku minimum wymuszenia wynika, ze rzeczywistej zmianie konfiguracji stanu
réwnowagi odpowiada minimalny przyrost predkosci obrotowej dw. Poniewaz z warunku
(2) mamy
‘ 6f(x +yH)dm

o = ~C- “dm
¢ [ G2+ ydm]”

to modut przyrostu momentu bezwladnosci ciata wzglgdem osi obrotu
|6 [ 2452 dm|

réwniez osigga minimum. W takim razie rzeczywista galq% ewolucji w punkcie bifurkacji
okresla maksimum momentuf (x*+y*)dm.

1. Prace Tamuzia’

! . . .
W pracy TAMUzA [2] zasada minimum wymuszenia zostala przeniesiona na cialo

sztywno-plastyczne bez wzmocnienia. Autor rozwaza cialo sztywno-plastyczne, ktérego
objeto$¢ ¥ ogranicza odcinkowo gladka powierzchnia S. Na czgéci tej powierzchni Sy
dane sa sily powierzchniowe T;, a na pozostalej czgsci S, — predkosci v;. W okreslonej
chwili czasu ¢ = 14 znane sa predkosci v (x, y, z, t) w obszarze ¥, czyli znane s3 réwniez
predkosci odksztalcen

. |

8?‘_,- = 71}[""‘,-—}—7)"’?_ .

Predkosciami dopuszczalnymi sa takie v;, ktore spetniaja warunki kinematyczne na
S,, warunek niesci§liwosci w V 1 postulat ciggtosci ciata. W chwili ¢ = ¢, dopuszczalne
predkosci sa jednocze$nie rzeczywistymi: '

'U,-(.X, Y, 2, t)l:lo = ‘vl*(x7y7 Z, tO)'
Dopuszczalne predkosci odksztatcen &; i kinematycznie dopuszczalne naprezenia oy;

spetniaja prawo plynigcia dla danej funkeji f(oy)):
1.9/

60, ;

&y =

Dopuszczalne przy$pieszenia w; i dopuszczalne przy$pieszenia odksztalcen &;; definiowane
$a nastepujaco:

avi(x,y’ Z, t)
Wy = — FTE ij

1
= 5 (wy+wy).

7’
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W dalszej czeéci pracy analizowane s3 ograniczenia na €;;, wynikajace z prawa plyniecia
dla réznych przypadkéw powierzchni plynigecia [3].
Jezeli powierzchnia
Soiy) =0

jest gladka i wypukta; to prawo plynigcia ma postaé

. af |A=0, jezeli f <O,
(1_1) Eij = 28— { R
o;; | 420, jezeli f=0.

Roézniczkujac po czasie, otrzymujemy:

of of

(12) fij = A 60',-}' +)L_(')_t_(6a,-j

2: 0, 2=0, jezeli £ <0,
) 220, jezeli =0, =0,
A dowolne, jezeli 2 > 0.

W dalszym przypadku dla 2 = 0 mamy

.é,'j = 2.. af >
00,
czyli dopuszczalne przy$pieszenia odksztalcen spelniaja prawo plyniecia. W trzecim przy-
padku brak ograniczen na &;;.
Upg(’)lnione prawo plynigcia dla odcinkowo-liniowej powierzchni plynigcia f, = a;y.- 0y
ma postac
. X e =0 , jezeli f; <O,
Eiy = Agd;; . .
v RN =0, jezeli fi = 0.
Rézniczkujac wzgledem czasu, otrzymujemy

_ d =0, jezeli fi <0,
(1.3) 'B.u‘ = Zka”k )I.k > O s jeiell _/;( = 0, Zk = O,
' l'k — dowolne, jezeli 2, > 0.

Tak wiéc dla 1, = 0 przy$pieszenie odksztalcenia §;; spelnia uogdlnione prawo plynigcia.
W przypadku 4, # 0, 2, = 0, fi < O(k # r), przyspieszenie €, jest prostopadle do po-
wierzchni f, = a;;,-0y;, lecz moze mie¢ zwrot w kierunku wngtrza obszaru wypuklego.
Jezeli stan napreZen odpowiada wierzchotkowi powierzchni plynigcia, to nie ma zadnych
ograniczen na ;. Zasada minimum wymuszema ma w tym przypadku taka posta¢: funkcjo-
nal wymuszenia

I = f "y fp widV — } Tiw,dS+ fa,-,.'é,.,.dV,
W 1) )
gdzie P; sa sitami masowymi, a m gestoscig materialu, osigga minimum dla rzeczywnstych

wk, €%, oy; w klasie wartosci kinematycznie dopuszczalnych wy, &;, o;;. -
Dowod tego twierdzenia oparty jest na analizie réznicy wartosci funkqonalu I*—1
dla pél rzeczywistych i dopuszczalnych. Wykorzystujac fakt, ze rzeczywiste przyspieszenia

w¥ i naprezenia o speiniaja rownania ruchu

of+ Pi—mwf =0,
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a o}; dodatkowo — statyczne warunki brzegowe
otn =T,
mozna wyrazenie I* — [ sprowadzi¢ do postaci
* __ —w 2
1= — f mwE—w)” gy f Fy(ok—oi,)dV.

2
" W)

Na podstawie warunkéw (L.2), (1.3), ktdre spelniajg dopuszczalne przyspieszenia

odksztalcen dla réznych powierzchni plynigcia, mozna wykazaé, ze wyraZenie

€(0fi—1)
nie jest dodatnie. W takim razie I*—1 < 0, czyli I* < I. Nastgpnie udowodniono jedno-
znaczno$¢ pola przyspieszen w dowolnej chwili czasu. '

W pracy TAMUZA zawarte jest réwniez wazne z punktu widzenia zastosowan prak-
tycznych uogdlnienie zasady minimum wymuszenia dla pdl przy$pieszen majacych nie-
ciggloéci na powierzchniach, dzielgcych ciato na skofczong liczbe podobszaréw o cigglych
przyS$pieszeniach.

2. Prace Reitmana

Zasada Gaussa zostata uogdlniona dla szerokiej klasy cial odksztatcalnych w dwdch
publikacjach ReitMaNa [4, S]. Funkcjonat wymuszenia dla dowolnego ciata odksztaical-
nego przyjeto w postaci

@.1) I= f o) 4y fp i dV — fT W dS + fcr,ke,de
(57 )
ktéra mozna otrzymac blorqc za punkt wyjécia wzdor na wymuszenie dla uktadu punktow

materialnych
3n
: 2 I D A
Z = 2 7ml(xi— mi) .

Poniewaz sily i masy nie podlégajq wariacji, prawa strong tego wzoru 'mozna zapisac,
- jako

-

3n

m;X? .
D7 xi).

i=1

W przypadku ciala stalego, zamlast poszczegblnych mas skupionych, mamy elementy
3n ? . )

objetoset dV. Zatem sume Z —m,x, zamieniamy na catke

oii?
f X av,

w ktorej wystepuja gestosé o i sktadowe %y przy$pieszen.
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Sumowanie

D X%
i=1

jest réwnowazne trzem pozostalym cztonom catkowym we wzorze (2.1). Jak wiadomo,
sity zwigzane z dowolnym cialem odksztalcalnym mozna podzieli¢ na zewnetrzne i we-
wnetrzne. Z kolei sity zewnetrzne dzielimy na masowe Pyi powierzchniowe T;. Odpowia-
daja im druga i trzecia catka w wyrazeniu (2.1). Natomiast trzecia catka zwigzana jest
ze stanem sit wewnegtrznych, czyli naprezen. Zamiast sktadowych przy$pieszen przemiesz-
czefi wystgpuja w niej przy$pieszenia odksztafcen ;. Kinematycznie dopuszczalne przy-
$pieszenia odksztalcen ZWiqzane sg rownaniami '

(2.2) ' ( ik + uk_,)

z przy$pieszeniami przemieszczen, a rzeczywiste przy$pieszenia spelniaja réwnania ruchu

Réznica wartoéci funkcjonatu 7 dla ruchu rzeczywistego i kinematycznie dopuszczalnego
moZe byé zapisana w postaci
--._ -c'* 2 ¢
1—'1(=—, fggjéuj)-d[/‘f‘ f.éjk(ajk_gfk)dV'
) ", )

Z tego wzoru REITMAN otrzymat warunek dostateczny na minimum funkcjonatu wymu-
szenia. Warunek ten zada identycznoéci naprezen odpowiadajacych ruchowi rzeczywistemu
i dopuszczalnemu w rozwazanej chwili czasu:

(2.3) Ojp = .

Warunek ten jest spetniony w cialach sprezystym i sprezysto-plastycznym opisanym w ra-
mach teorii deformacyjnej, jeZzeli w danej chwili czasu okreslone sa odksztalcenia. Nato-
miast dla ciata sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, opisanego w ramach teorii plynigcia,
wystarczy ustali¢ predkosci odksztalcenn zwiazane z naprezeniami przez prawo plynigcia.
W przypadku oérodka lepkiego, w ktérym do. jednoznacznego okreélenia naprgzen po-

rzebne sa odksztalcenia i predkosci odksztalcen, nalezy zatozy¢ wartosci predkosécei od-
ksztalcen J

Reitman stosuje zasadQ minimum wymuszenia do zagadnienia proporcjonalnego
obcigzenia ciala sztywno- plastycznego ktore jest wazne z praktycznego punktu widzenia.
Cialo zachowuje przy tym swdj ksztalt, czyli spetnia warunek

(2.4) Cw= S0,

gdzne n; nie za]eiy od 1. ‘
Podstawienie wzoru (2.4) do Q.D)z uwzgledmemem (2.2) prowadzi do warunku

(2.5) . (K+N—=2Z)/M = max.
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Wprowadzono w nim takie oznaczenia:

M= f@’?;‘de, Z=— ijk(njk‘i'??kj)dV,
) (V8] \

K= [ Tyyds, N= [Ppmav.
(S1) %)

W przypadku P; = 0 warunek (2.5) redukuje si¢ do postaci
(K—2Z)*|M = max,

ktéra wyraza warunek Rzanicyna dla sztywno-plastycznych belek i plyt [6], otrzymany
z zasady minimum Lagrange’a.

Zasade Gaussa zastosowal Reitman rowniez dla zagadnien powlok sztywno-plastycz-
nych. Wymuszenie sit wewngtrznych

J‘ Ujk.éjk av
)
w przypadku takich powlok ma postaé

E i { ";‘I/Z Vpi—q=psi+Z%p;

)
gdzie o; oznacza intensywno$¢ napreZenia, a p;, pyy, p sa kwadratowymi wielomianami
lliuszyna, w ktoérych wystepuja przys$pieszenia odksztalcen.

Dla przypadku czaszy kulistej z materialu sztywno-plastycznego bez wzmocnienia

Reitman otrzymalt wzory obliczeniowe, stosujac minimalizacj¢ funkcjonalu wymuszenia.

3. Zastosowanie zasady minimum wymuszenia w teorii filtracji

W pracy KILCZEWSKIEGO i SZEPELEWSKIEJ [7] pokazano, Zze zasada Gaussa w postaci
zmodyfikowanej wynika z réwnania ruchu

QA _ Vo adp—k
3.D T a gradp—ky
dla przeptywu filtracyjhego cieczy. We wzorze tym y = gg oznacza cigzar wlasciwy, v —
predkosé czastki cieczy, p — ci$nienie hydrodynamiczne, kK — wektor jednostkowy w kie-
runku pionowej osi z, k — wspétezynnik filtracji, o — porowatosé osrodka filtrujacego.
Jezeli ciecz jest niescisliwa a osrodek filtrujacy — nieodksztalcalny, to

(3.2) div(du) = 0,

gdzie du oznacza wektor wirtualnych przemieszczen czastek cieczy. Z twierdzenia. Ostro-
gradskiego warunek ten mozna przepisa¢ w postaci globalnej

(3.3) [ [[ divewyav = [ [ nouds = o.
(%)

)
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e . .

Warunki (3.2) i (3.3) sa roéwnaniami wigzéw. Sily Z AV dzialajace na element objg-
tosci AV traktowane sa jako aktywne, a sily gradp 1% —'—_j'_-ako reékcje wiezow.

Nastepnie wprowadza si¢ pojgcia wigzéw idealnych. Wigzy_zc;iefiniowane warunkami
(3.2) i (3.3) sg idealne, jezeli wirtualna praca reakcji tych wigzéw jest nieujemna:

(3.4) 84 = — [[[ sigradpay > o.
) . )
Na podstawie relacji (3.2) i (3.3) mozemy napisac

(3.5) 84 = — [ [ pnouas.

ZaloZono, Ze powierzchnia ograniczajaca przeplyw filtracyjny skiada si¢ z czgsci po-
wierzchni warstwy wodoszczelnej, sztywnych $cian, powierzchni depresji, odcinkéw wycieku
oraz z przepuszczajacych ciecz granic basendw wodnych. Jezeli ciecz przeptywa z basenu
A o glebokodci H, do basenu B o glgbokosci A, i warstwa wodoszczelna jest pozioma, to
warunek idealnosci wigzéw (3.4) jest spelniony, gdy

(3.6) J [ H=2)10u-dS, > [ [ (Hy—2) 16w, -dS5.

(Sa) . (Sp)
W ten sposob wigzy idealne muszgy spetniaé¢ warunki (3.3), (3.2) i (3.6).

Wymuszenie
I \O R? .
Z=— 2 — .
2 m;’

i=

gdzie R; oznacza reakcje wiezéw idealnych, dla przypadku cieczy filtrujacej ma posta¢

{ - {
— Liim N (eradp-aviy,
Z = lim 2 v, (eedp AV,

o
lub

l o
(3.7 Z=5— f f f (gradp)*dV.

(%)
Wykorzystujac réwnanie ruchu (3.1) mozna zapisa¢ wymuszenie w postaci ,
_ 2

(3.8) Z=—;%fff (%%+%5+ky) dv

V)
lub pomijajac sily bezwladnosciowe i staly mnoznik zredukowa¢ do wzoru nastgpujacego:
(3.9) : Z = %fff [2+v2+ (v, +k)?*]dV,

V)

gdzie v,, v,, v, 0znaczaja sktadowe wektora predkosci o w uktadzie wspéirzednych, ktdrego
punkt poczatkowy usytuowany jest na warstwie wodoszczelnej.



154 ) N. Ja. Cyganowa

Nastgpnie wykazano nieujemno$¢ wariacji wymuszenia:
)

(3.10) 8z = [ [ [ .8, 40,80, + (v, +k) 6v,1d¥ > 0.
Wynika to z tego, Ze warune(l:) (3.9 ’xﬁoina zapisa¢ w postaci

(.11 [/ ['vxéw,{+'vy6wy+(v,+k)6wz]dV2 0,
zakladajac "

w=%@mm,

gdzie dw oznacza wariacje przys$pieszenia, i pomijajac sily bezwladno$ciowe. Przy tym
wariacje dw,, dw,, ow, spelniaja warunki wigzéw (3.2), (3.3) i (3.6).

Zamieniajac wariacje przy$pieszenn we wzorze (3.11) na wariacje pregdkosci spelniajgce
identyczne warunki, otrzymano warunek (3.10). Wyraza on zmodyfikowang zasadg Gaussa:
warto$¢ wymuszenia (3.9) dla pola rzeczywistych predkosci cieczy filtrujacej jest mniejsza
od warto$ci wymuszenia otrzyrr{anej dla dowolnego pola predkosci spetniajacego warunki
(3.2), (3.3), (3.6). Stad na podstawie wzoru (3.7) wyplywa wniosek, Ze catka '

fff (gradp)2dv

. (9}
osigga dla przeptywu rzeczywistego warto§¢ minimalna.
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