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1. Wprowadzenie '

W pracy rozwaza si¢ pole naprgzen w obracajacym sig ze staly predkoscia katowa w,
nieskonczenie dtugim walcu kolowym, ktérego pobocznica poddana jest dzialaniu odcin-
. kami stalej temperatury, bedacej funkcja kata opasania (rys. 1). Zagadnienie rozpatrywane
jest w cylindrycznym ukiadzie wspétrzednych r, ¢, z, sztywno zwiazanym z walcem. We-
wnatrz walca panuje plaski stan odksztalcenia; temperatura, przemieszczenia i naprqiema
sa zatem funkcjami zmiennych przestrzennych r, ¢ oraz czasu t.

PoniewaZ zagadnienie rozpatrywane jest w ukladzie wspdirzegdnych sztywno zwigza-
nym z walcem, w réwnaniach ruchu dodaje si¢ czlon uwzgledniajacy sile odérodkowa.
Pomija si¢ natomiast sil¢ cigzko$ci. Zagadnienie to rozwazane jest na gruncie teorii na-
* prezen cieplnych. Zaktada sig, ze w chwili poczatkowej temperatura walca byla réwna 7.

Rys. 1. Rozklad temperatury na brzegu walca w chwilif; > 0

Ponadto przyjmuje si¢, Ze pobocznica walca jest wolna od obciaZen. Rozklad temperatury
w przekroju poprzecznym walca, wywolany przytoczonym zespolem warunkoéw, wyzna-
czony zostal w pracy [I]. W tej pracy wyznaczono dla rozwazanego walca pole naprezen
cieplnych, jakie powstaje podczas tzw. regularnego rezimu cieplnego [por. I, 11, 12].

*) Praca nagrodzona 1 nagroda na konkursie naukowym na prace teoretyczne z mechaniki, organizo-
wanym przez Oddzial PTMTS w Poznaniu w 1976 r.
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2. Podstawowe zwiazki i metoda rozwiazania zagadnienia

Punktem wyjscia sa réwnania ruchu [2]:

70(:,, —l 30, 4 8 Opr =~ Opp FX, = ool
or r Og r
M l 06,y + 1 doy, 20,,,, +X, i
or r O Colty>

z warunkami brzegowymi dla r = a

{Gn(a,@p,t) =0,

2) arpla, p,t) =0.

Tutaj u,, u, oznaczaja wspotrzgdne wektora przemieszczenia, o,5 — wspoirzedne tensora
napr¢zenia (o, f moga przyjmowaé wartosci r, ¢, z), X,, X, — sily masowe, 0, — gesto$¢é,
a(’)
or

Powyzsze zagadnienie brzegowe mozna — wykorzystujgc zwigzki Duhamela~Neuman-
na dla plaskiego stanu odksztalcenia [2]:

a — promien walca, (7) = -

G = (A4+2u) epp+ Aep, —90,  0pp = 2ue,,,

3 Cop = (A42p) €4p+ 2e., — 0,
’ | zz 4 (Grr qu) ald 0
2040 pE

oraz zwiazki pomigdzy odksztalceniami i przemieszczeniami [2]:

_ Ou, 1 ('iu_,(L u,
@ rr = "o 6""”_—1‘—0(]9 r’
| 1 ( 1 ou, Cu, uq,)
brp = = |— b gl — L
2 \r O or r

— sformulowaé w jezyku przemieszezen. Przyjmujac ponadto, ze X, = gorw?, X, =0,
otrzymuje si¢ nastepujacg postac¢ zagadnienia (1) - (2):

df1 ou 10 ) 1( qu,)]

SR Dl ST " —ya Ze

(A+u) o |7 o + PP (m,)}+u[V U= 3 u,; + 5 ) +

(1) - 4 +0orw? = Qoi"r'*'yﬁs

o [16u, 10 , _1_(*@)_.. v 00

(l+ ) r op [7% +757(ru,)]+ylv Up= 7\ Mo 2 dpl] Qolly op -
(A+2 )—+l( 17_0‘\u2+ u,) = y0(a, , 1),

@) | rop o r [ r=a
iaur a_l’{‘i’ u?’ _0
r dp o F lrea
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gdzie 4, # oznaczaja stale Lamégo, y = (34+2u)a,, o, — wspolczynnik rozszerzalnosci
cieplnej, § — temperature;
0? 1 0 1 92
[y = r=ar = E

Dodanie do zwiazkéw (1), (27), warunkéw poczatkowych dla naprgzen lub prze-
mieszczen zakonczyloby formulowanie zagadnienia dynamicznego. Jednakze przy roz-
wigzywaniu tego zagadnienia otrzymuje si¢ niestychanie skomplikowane tranéformaty
Laplace’a potencjaléw termosprezystego przemieszczenia [11], ktdrych odwrécenie jest
bardzo trudne nawet przy zastosowaniu metod przyblizonych.

W celu ominigcia tych trudnodci:w dalszych rozwazaniach dokonuje sie¢ uproszczen,
wykorzystujac pewne wilasnoéci funkeji 0(r, @, 1), okreslajacej w rozwazanym przypadku
pole temperatury.

Jak wspomniano we wprowadzeniu, funkcja ta zostala wyznaczona w pracy [1] i jest
okreslona nastepujaco:

«©

(5) | 0(r,p,t) =to(r, 1)+ E [1n(r,t)cosn{p—mt)+13(r, t)sinn(p—wit)],

n=1

gdzie (por. [1])

N 0
_ 2 \j Jo(rsoi) —s2
Io(r, ’) = th ll —_ —a— ,]é_l/ ,.8‘0,-.]1 (2150'-). € 0. 5

o0
2 \ g, '
(6) ti(r,t) = ) tha 2 COS Op; s ('S'") {e—sfi“’ cos[nwt+ 9,]—cos Oy},

— mJn (aylrl)
2\ o (r5,0)
Sy 1) = — - ——J yl _—
t5(r, 1) Lou .: cos O, 5., (as,) {e sin [nowt+ 6,]—sin d,;}.

W zwiazkach (5) i (6) oznaczono:
i ‘ 2 . nd . nA
toa = B O, Aoy +0,405), 1, = == [015111 & 2a‘- +02(—l)”sm—n- 20(2-], 0, =T,—T,,

0, =T,—T,,0 = T—T,; (por. rys. 1), J,(z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego

rzegdu [3, 4], s, — pierwiastki réwnania J,(as) =0 (n=0,1,..; i=1,2,..)
3 '
% = wspdlczynnik przewodzenia temperatury, cosd,; = - - 2 —;  sind,; =
\ [ urs ik +nto?
nw aJy (x) X
l/” s,,,+n2w2 s In(x) = i ; katy e, i Ao, zaznaczono na rys. 1.
1 06

Funkcja 0(r, @, t) jest rozwiazaniem rownania przewodnictwa cieplnego V20 — T

= 0 z warunkiem poczatkowym 0(r, ¢, 0) = 0 oraz warunkiem brzegowym 0(a, ¢, 1) =

=toa+ D, tyacosn(p—wt) [1].

n=
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"Ze wzordw (5) 1 (6) wynika, Ze po pewnym czasie !, okre$lonym nieréwnoscig ¢ >
> 0,5a%/x (podczas tzw. regularnego rezimu cieplnego [por. 1, 11, 12]), pole temperatury
opisane bedzie funkcja, w ktorej wplyw czlonow eksponencjalnych jest pomijalnie maly.
Funkcja ta zalezy w tym przypadku od dwdch zmiennych: r oraz ¢—wt. Przechodzac
do nowych zmiennych, okre§lonych transformacja

. J r* =,

@) : |<P* = @p—wt,
t* = t,
latwo mozna zauwazyé, ze czlon inercyjny w obu réwnaniach (1") prZyjmuje postaé
2 2 : 2 '
0o (%T —ZwFqu)*— +w? 02*7) u, (x=r,qp),.

w ktérej — wobec powyzszych uwag — mozna dla t* > 0,54 /% pomingé ‘pochodne po
zmiennej ¢*, Zatem dla t* > 0,54/

2 2
Pu, Zaua

Qo otz = QoW ‘6{;)*_2’

rownania (1) za§ przyjmuja postac

ot ou, 1 @ [ dug \
v g | S ey, o2 W) J+evor -
. _ , 62u,_+ 6@
® T g e
e [1 ou, 1 a . L 611,)]_
(A+u)-,;---a¢—,,;[,. Fre - (rur )]+u Viup— 5 | p— 2 )|~
, O,y 00
= 00('J a(psz +-,.7 6(})*7'

W zwiagzkach (2') w miejsce zmiennej ¢ nalezy polozy¢ qa* W réwnaniach (8), a takze
w nastgpnych zaleznoéciach, pominigto gwiazdkg przy r oraz przy operatorze V, gdyz
nie prowadzi to do nieporozumien.

Funkcje 0(r, ¢*, t*) dla t* > 0,5a%/x zapisa¢ mozna w postaci

(9) ’ 6(}‘, ‘P*, t*)ll'>0.5a’lx = th+6*("1 (p*)v

gdzie ‘ ' '

(10) : 6% (r, g*) = D {95 () cosng* +05 (r)sinng*}.
n=1

Tutaj

‘

oo

2 2 J ('Slll) c
< = - — I N’ * 2
19‘"(I‘) a ’nu 2 cos (S,” ",J" (asnl) (I‘ t )n'l >0,5a x>

i=1

(1

o2}

1 B
85(r) = — }_/ §in20,, VJJ(r(S"’)) 50 1) o 05000
m nl

i=1
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Rozwiazan réwnan (8) poszukiwaé bedziemy w postaci sumy
(12) Uy = ugtug +up (e =r,¢),
gdzie poszczegolne skladniki opisuja przemieszczenie wywolane, odpowiednio, przez
sile odSrodkowa g, rw?, temperaturg fo, oraz temperaturg 0%(r, ¢*).
Podobnie naprezen poszukiwaé bedziemy jako sumy
(13) Uaﬂ = U:ﬂ+0£ﬂ+grﬂi (a’ﬂ =r, e, Z)‘

Przemieszczenia i napreZzenia w wirujacym walcu sg znane i wynosza [5, 6]:

. w?r a?
0O — 2 el Ty w 0
(14) . u 8c2 [a re+ l—cz]’ uy ,

2
o= 0 @) @-e), o =0,
(15) |

: | i
oy = -211—(0290 (@*=r3)(2—cH)+ —2~-wzr~goc2,

A42u ' u 3

. 2 2

gdzie =, =", =,
Qo Qo C‘.

Przemieszozenia i naprezenia wywolane ogrzewaniem Calej pobocznicy walca staly
temperatura réwniez sg znane. W bfzypad ku zagadnienia dynamicznego posta¢ ich mozna
znalez¢ m.in. w pracach [7, 8, 9]; dla zagadnienia quasi-ustalonego sa one odpowiednio
réwne [5, 10]: '

2 OO_Y 1 —,uz-Fo
16 0 = 2amt,, _ & o €0 = 0i
(6w o {4(1—c2) —c? & pd ©
\T V1 (opoi) —l'éiF"l 0
+ Z G — € ; iy = 0;
ﬂ%i-’o(ﬂqi) ] ¢

” 1 —,:Z.Fo J (()‘u )
0% = —4ycito, Z e ¥ (l 4 S0V
° — /‘(2):' oJo (/"05')

2 \1 | —ngiFo Ji(opo) | toido(0to)
(17 6% = —4ycity, e Y (1—»5,‘ d — 1,
" veto .21 8 0Jo (&o:) Jo (1o1)
0',(-),,, =0, ‘ |
. y ro xt . . . .
gdzie m = 20l @ =, Hoi = GSos, Fo = Pl jest liczba Fouriera (bezwymiarowy
¢ goti .

czas). Z ograniczenia narzuconego na czas ¢t wynika, ze naprezenia podane w zwigzkach
(17) sa pomijalnie mate (Fo > 0,5), wobec czego w zwiazku (13) mozna pomina¢ skiad-
nik of; . Ponadto z poréwnania zwiazkéw (12), (14) i (16) oraz (13), (15) i (17) wynika,

* _ *
Ze ug =-u, oraz o}, = g,,. ,
{
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Do wyznaczenia pozostaly nastepujace wielkosci: u) i ofy («, f = r, ¢). Aby je znalezé,
nalezy rozwiaza¢ uklad réwnan

olrew o 2*1(* ou ’
(;»+/,L)W|i7 a(},’ +',_’ '0,- (Ill,-) +,U« \Y U, _-;i_ U, +20(;<4 =

o
(18) T 0 G2 T g

10 |1 oub | o N - 1 { . ou’
2| | AT e xia] B

Op*
o 02_u;'f }a 00*
SO g2 Ty O’

z warunkami

b ou*  u*

o V. or — E sk
r opr Ty ) y0* (@, ¢*),
Dowf owp upl o

r Op* or ro| ’

fr=a

Oy
(A+24) °§’,f +/1(
(19) E

Przemieszczen u} i uj poszukuje si¢ przy pomocy przedstawienia Lamégo [2]:
|u:" (0D I 1 oY I

or

0

IR
%1 I v B Gy

Posta¢ naprezen, przy wyznaczonych potencjatach @ i ¥, uzyskuje si¢ ze zwiazkéw:

(20)

, 2P 1[0 1) o¥ "
ot = w02y v G2 L - 1) 2| el
. P 1[0 1) ov
2y iy = Qocl {VZ(D_ZCZ [ &z T (_61'. - —,) 0<p*] _,,79»},
2{0 1\ 0P o /
x _ o2 lgays, £ S et i
Orp = QoC2 {V v+ - (0,. ,.) dop* 2 or? }

3. Wyznaczenia potencjaléw @i W

Potencjaly @ i ¥ musza speinia¢ rownania

? 1o 1 2crz) 0 “051_
(22) ["‘0,:'2'+',. 0,.‘+(7—(U {62} Bt |\ T

oraz warunki

(1 =269 V24262 - 9 LN 0 @, g7,
(23) 2 A

. o1 o0 v

CZIZ0 S

_Lz o) [r a(pi: a,_ ]

or
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Funkcji @ i ¥ — wobec (10) — poszukiwa¢é bedziemy w postaci

i R

(24) v 17” cos nep* 4 1,1/ } sinng*.

Wspdtczynniki @5, @5, Vi i Vs spelniajq nastepujace réwnania:

d? _-,.ii no. _nz 1 s _ 195}

dr? = & e | T 2| \®s _mﬂ;’

d? 1 d no n? IIYJ;

{drz'+7'a’7+|_( c,) ?}llvf: =0 m=h2

Rozwiazania tych réwnan maja postac

D5 (r)) 2mc O [ —cos? Oni Ja(r8,) Bﬁl ne
26 L . SANRLIZA . -
(26) @; (r )] Fna ’Z:; Lin 0,; COS (3,,1} (1Pw?—c?s2) sy s (a8 + {Bf,l In ( ¢, ’)’
P ) C o . .
01 I e e W

gdzie By, B;, C:, C; oznaczaja stale.
Dla r = a, funkcje ®@Z, @5, W< i Y¥s musza spelniaé zaleznosei:

(25)

d? 1 d n n{d 1 '
1—-2¢2 B 7T 24 Ays —
( )( T 2) p ¢ +2¢ p (a’r r)j" e My,

12 ‘
28) dr o dr X \dr T ] e
n{d 1 d? 1 d n? d? !
2__ e @s o e ¢ | —
r (a’r ) (d) 2T dr 2 )'J” 2 dr? T"|,.=a 0.
1 I’l’ dz
— 2 | . . _lyrs_ Sy ljc —
I ( ) ( Iz ,. )I d 2 ‘[ —a 0.

Podstawienie zwiazkéw (26) i (27) do zaleznoéci (28) pozwala zapisa¢ uklad réwnan
na stale B:, B, Ci1 Cs:

o0

P (1, 2,)Bf+2¢%nR, ( o ) Cs = dma®c?t,, Z c0s? &, (u2i— A4,
i=1
A w .
2¢*n R, (7) B+ P, (1, c") Cs = —4ma*c*nty, Z 082 O (mi— An) ™%,
i=1 ,

(29)

o

’ ©
N c0sd,;sind
") C¢ = —dmac?t,, 2 e oo ol

Pn 1’An :_2 2 -Rn
( /B “r (C i Poi =~ A

An\ e O cos 051N 0,
2¢2n R, (A,) BS— P, (1, . ) C¢ = 4dma®c3nt,, 2 -ty L




342 K. Grysa

gdzie oznaczono:

Po(y, x) = [2¢*n (n=1) = (pA)°1J, (xp) +2¢2xy Joy 1 (x),
Rn (X) = (ﬂ— l)‘," (X)—XJ,H. 1(x)7
anw
o= 250 = as..
n cl > [LLIH aSI”'
Uklad réwnan algebraicznych (29) otrzymano wykorzystujac wzory na sumy szeregéw
Fouriera-Bessela, wyprowadzone w pracy [13]. Rozwiazania tego ukladu sa nastgpujace:

B p 2.\ N\ [~ c08? b
R s (A (B R ] DO W (R

n

(30)
(O

o .
€08 d,;8in J,;
Ca

} = —4dmna*c*,, S [P, (1, A,)+2¢*R, (1,,)]2{ , Z— D1,
=1 |cos?

gdzie S, = P,(1, 1,) P, ( };) 4¢ nZR,,(l,,)R,,(};").

Wykorzystujac zwigzki (30) (27), (26) i (23) otrzymuje si¢ nastepujaca postac potencja-
16w @i W:

qn@¢ﬂ=zmwgg{m{ZS"Wﬂffﬁgmgﬂ*”“]+

n=1 i=1

2 Y . i85
2621, J,(0A) S5 [P,,(l , —CL) +2¢2n?R, ( ’l )] Z cos BH'C%ME ,
=1 ni— fn

(31)/ "
Yo, ¢*) = —dma’c? 2 {1,.4”5,71[1’(1 s 2n)+2¢%R, (}»n)j X
. i=1
W ) )
gdzie /
L cos 0, = — i ,  SInby = — {J_A"T_—_— )

Vb D222 Vi + LR

ac : r
L:: 1 _ : .
» s 0 a5 9€<0: l>

4. Przemieszczenia i napreienia

Przemieszczenia u} , u} oraz naprezenia o}, 0%,, o} uzyskuje sig, wstawiajac do wzoréw
(20) i (21) wyznaczone postaci potencjalow @ i ¥. Podwdjne szeregi Fourlera—Bessela
poprzez ktére wyrazaé si¢ beda poszukiwane wielkosci, mozna sprowadzi¢ do pojedyn-
czych szeregéw Fouriera, wykorzystujac wzory [13]:
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-

 Ja(opa) 0" Juled)
(/“nl_)‘n),unl‘] (;um) 213 2)"3']"(2") ’

Josrlop) —_ Jura(0hn)
(‘Lt,,, )':%)J (/l,,,) 2j‘n']n()'n) ’
J (Q,unl) — 9"
(32) 24 WAL R pidy ) 2072 T

M, (eVLA,) _— _
2L2)2i4{ (VL) cos[0,(ey/LA,) —0,(V L)),

S _ Hnidulopm) M"(L'/D—L - T T
{ it LA ) 212, M, (VLE,) sin [0, ()/ L2,) =0, (V LA,)],
o0 ,,+1(Q,um) n+1(QVL)Ln) [ _— i nl
= e Ons1(0)/ LA)=0,(VLA)— ],
Z b+ LI ) 2LAaY LI M, (Y 13,) €08 O (00 LA)=00 (V L0) =
Oo' ‘Lt,,, ll+l(01u"l) ll+l(0 I/Ll) [ R T 75]
=—- 0, L) —0,(V LAy~ 7|.
,.Z, +L2/12)J ) 2y Li M, (v LA) sin | Ones @V LAn) =00 (1 L) =
Tutaj
M,(z) = VberZz+bei2z, 0,(z) = arctg %ell___ '

gdzie ber,z, bei,z 0znaczaja funkcje‘ Kelvina [3, 4].

Po zmudnych rachunkach i wykorzystaniu wzoréw (32) otrzmeJe si¢ nastgpujace
postacie przemieszczen i naprezen:

’ S
(33) | u¥(o, ¢*) = _'zz;g Z (t,,,, cos oc,,[ In (QI};;) _;1:;()91") sin (ng* —a,) —

n=1

_ nMy(eVLh) sini [ng* — atp — 0,0/ LA) +0, (VLA,)] +

Li,M{/L1,)
QMn+1(Ql/L}'n)__ : [ % _ 0. . ; LT -6 H— _ﬁjl_
+ —Vm M,.(]/iﬁ,,) sin | ng* — a,+0,, i (0 VLA,) n(l/ ) 3
I ) o M (VIA) [ oy
. ¢ {—LJ,. T sin (ng* — )+]/Ll M(]/Ll ) ne*—oy,

0 (VL2 +6, (VL) + %]} Si {[P ( = ) +2cR, ( Ac_)] x

<R+ R @i o %) e ws2e )

)
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(34)

(35)

(36)

K.-Grysa

Jl }'" P
uy (0, p*) = _n;)a_ Z (nt,,a Ccos &, [L’l’ ‘(;J (;? y cos (np* — o) —

03 y w' Pll n, }‘ll
Opp (0, 9¥) = ——0/7 Z(t,mcosa., “ L)(J (/1))

n=1

M,,(Q] LE )
— cos [np* —a,—0, L)+ 0./ L)+
Lo, M, (' L) b (VR +0u() LI)]

Ly
+ 2c2= nen(h) o (np* — o) — M"__T—L—(l/ "_), - cos [n(p* — o, —
"( ") ‘/Ll" M"(VLXH) h

0 (VIR + 0,V TR)+ || s 1A 420, G

: [J,, [ )enle)|-nemlanle ) T ])

OO

4 \' . P, (Q~ ;_)_ H % __ _
= ( fya COS Oy [ LT (L) sin (np* —ay)

n=1

1 M.(oy/L2)
L)‘n Mn (l /.L/?'u)

/7 :
M (0 ' L)")— sin [’77’ O 0n+1 (0 ]/L)‘" +

V LM, (YLT,)

G LR) ¢ *Z] 257! {S (0)+2¢n IP,. (0, 4 R, ( & ) _

—[2¢2 (n—1)—(04)? sin [ng* —o,—0, (0 |/]7m) +

+0, (Y L2,)]+2¢%0

¢ JH[ n .
_'Pn (l’ }'M)Rn (Q_)Cl)” { LJ ((l)) Sln ("‘P —(Z,,)—'

M., (VL2) sm[n(p o, 0,00 (1 L2:) =0,/ L2,)~ ]}])

]/LAM,, % (VIZL)

n=1
ln‘]n(e/%") } i ? [M" (0 VLA' )
+2 (1 —cH)p? "2 0 sin (ng™ — o, [2¢2n (n—1)+
A=y 15 0™ L aa(yay (B 0D

+ (0An)2] sin [np* — o, — 0, (0 ]/LZ,,) + 0,,(‘|/L7» —20%c?L2, cos [np* —

=0, @V +0, (/TR + 20 VLR

VLM, (VLA

ey (o )40,/ T + |2 st 0+

sin [nqg* —

+2¢%n? [P,,(Q, AR, (A) P, (1, l,,)R,,( A")]+2(1—c2)(@l,,)2><
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Y

o ) +2¢%n*R, (

}‘" ‘ n+1 }‘n .
x J, (04s) [Pn (1 , p )” X {JLJ,,((A,,)_ sin (ng* — o) —

Moei(VL2) [};qf==—a,.+0..+x(l/L—ln)—9n( l/]“_l")"%]”);

VL, M, (YL

2 R, (oA,
37 ok (0, %) = 2;5 Z (nt,,a coS a, [Ll .(;(l)) cos (np* —a,)—

n=1

_ (—)M, (VL)
L, M, (;/Ll )

— BTt V20T os|ng® —ay—0,4 1 (0 VL) +0,(V LAY+ —| +
ViM, (VLhy LT #1 @V LA +0u (Y LA+

“{S.?‘*(e)—ilc2 [P,.(l, l")R,.(aln)—P,. (9, ;;")R,. (ln)]}x

Jn+l(}‘n) * n+1(]/L}‘ ) [ *
Sl " — cos| ng* — o+
8 { L,y SO S ey ey U

w0,z -6, - % 1])

cos [np* — aty—0, (0 Y L) 46, (Y L2,)]—

Zwiazki (33) - 37) opisuja przemieszczenia i naprgzenia w walcu wirujacym z pred-
koscig katowa w, wywotane przylozona na jego pobocznicy temperatura 6*(r, ¢*). Obowig-
zujg one dla czaséw ¢* > 0,5a%x~ 1. W poszczegolnych wzorach zastosowano dodatkowe
oznaczenia:

510 = Palo. 2P 1, 72) et G 0 2),

S:lk* (0) = P,,(l > l,,)P,,' (@’ }:) —404I12Rn (an) Rn ( ): ) .

Aby otrzyma¢ rozkiad naprezen i przemieszczen w rozwazanym na wstepie walcu,
nalezy zwiazki (33) - (37) oraz (14) - (16) wstawi¢ do wzoréw (12) i (13). Otrzymane
sumy bgda okres$la¢ odpowiednio pola przemieszczen i naprQLen jakie powstang w walcu
podczas regularnego rezimu cieplnego.

Wyznaczone w ten sposdb przemieszczenia i naprezenia sa funkcjami dwéch zmien-
nych: bezwymiarowego promienia ¢ = r/a oraz kata ¢* = p—wt. Ponadto zawieraja

. ¢ aw
trzy stale parametry bezwymiarowe: ¢ = =, L=, A = —;l,, =7 Istotna role
Cl 7 ’ 1

odgrywa takze wielko$¢ Fo = %ﬁ— (liczba Fouriera), gdyz przedstawione wyzej wyniki
maja sens fizyczny dla czasu ¢ okreslonego nieréwnoééiq Fo > 0,5 [1, 11, 12].

‘4 Mechanika teoretyczna 3/77
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Wspomniane wielko$ci bezwymiarowe, a wiec o, ¢*, Fo, ¢, L oraz 4 utwc;rzone sa
przez dziewig¢ parametrow: r, @, 1, A 1, #, 0o, W OTAZ @; stanowia one podstawg wielkosci
bezwymiarowych okre$lajacych rozpatrywane zagadnienie [l4]. Zatem warunki stalosci
tych szesciu bezwymiarowych parametréw stanowia dla rozpatrywanego problemu kryteria
podobieristwa. Widoczne jest, ze np. zwigkszenie predkosci katowej w przy jednoczesnej
statosci parametréw L i /1 powoduje skrécenie czasu trwania czysto niestacjonarnego
rezimu cieplnego; stato$¢ parametrow L i A'mozna uzyskaé dobierajac walec o np. odpo-

. wiednio zmniejszonym promieniu a i wspdéiczynniku przewodzenia temperatury .

Bezwymiarowe liczby L i /1 osiagaja dla metali wartosci, ktérych rzad wielkosci mozna
stosunkowo dobrze okre$li¢. Z uwagi na to, ze wtedy ¢; ~ 10% cm/s oraz  ~ 107! cm?/s
mamy L ~ 10%, A ~ 107 5%qw.

Rozwazmy przypadek, gdy @ ~ 10? rad/s. Przyjmijmy réwniez, 2e @ ~ 10 cm. Wéw-
czas L ~ 107, 4 ~ 1072, LA ~ 103, |/17~ 3x102%. Ponadto, ograniczajac si¢ do.
pierwszych N (gdzie N ~ 10?) wyrazow rozpatrywanych szeregdéw, mozna przyja¢ a, = 0.
Przy takich zatozeniach mozliwe jest przedstawienie naprezen ofs (o, # = r, ¢) W postaci
prostszej, dobrze przyblizajacej ich warto$¢ $cista dla ¢ € {0,5; 1>. Pomijajac mianowicie
w szeregach, okreslajacych te naprezenia, skladniki’ proporcjonalne do L~' jako male
w poréwnaniu ze skladnikami proporcjonalnymi do L~%3 oraz wykorzystujac wzofy
przybllzone dla funkgji M,,(z) i 0,(2) duzego argumentu [3, 4]:

M, (z) = °"p(.i/'[) 0,(2) = -
V2nz
otrzymuje si¢ dla p € (0,5; 1):

N . , -
38 o (o, qa“)~-2g~c—_’;t..a —]/—9— exp[ (1—9)]/ ]sm [mp*—
sm(mp + 4)
—(1—)]/——-+ ] - : —{S*(g)+2c‘

S,/ L,

[P e 2m (") -ra wrfe 2.

N
(39) %0, 9*) & —2—ZC—21,.H VECXP[—(I—Q)]/ chos [mp +

n=1

| . ThE |l
+(l— )]/ ] v-f—sml <p*—(1—g)]/ +,] +
e l/ - n 2 2 [

M)

sm(mp + 4)
e ¢

~P,(1, ) R, (@_%)]u(n—&) (04:)* T (04n) [Pn(l,%)”” (ic“)]][ ;

>

7T h7n

z
/z § T2

{S (o) +2¢°n [P (e, M) R, (
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N . -
. 2pc¢r L2,
(40) aflp(e) ‘7"'"") ~ _?;_2'_ 2/ "tna —l/‘L expl 0) V ]
n=1

T
cos (mp* + —)
‘X cos [mp —(l—n)]//——+ n] —__4{5:*(0)—

SaV/ L,
l

—2¢? [P,,(l A )R (04,)— P, (@, )L") Rn(ln)][ .

Zwiqzki (38) - (40) sa dobrymi przyblizeniami wyrazen (35) - (37) dla we
€ (¢ x.102; e x 10%) rad/s, gdzie ¢ ~ I: Wynika z nich, ze przy wzro$cie predkosci katowej
w, obszar, w ktorym naperema gléwne przyjmuja wartosci roznlqce si¢ istotnie od zera,
lokaIIZUJe si¢ coraz blizej powierzchni bocznéj walca Jednocze$nie malejq naprezenia

ok i a¥, (gdyz rosnie L), a zwigksza si¢ wartosé or,,,,,,

Dla predkosci katowych w rzedu wyzszego niz 10* =+ 10° rad /s wzory (38) - (40) przestajq
obowiazywaé.

Na zakonczenie rozwazmy przypaaek, ady w <1 rad/s. Przyjmujac podobnie jak
w poprzednim przypadku a ~ 10 cm mamy L ~ 107, 4 < 107%, LA < 10, l/m < 10.
Ponadto, ograniczajac si¢ do pierwszych,ﬁ (gdzie N ~ 10%) wyrazéw rozpatrywanych
szeregéw, mozna przyjaé «, ~ 0. Zastgpujac funkcje Bessela J,(4,) = J,(nA) pierwszymi
wyrazami ich rozwinig¢ w szeregi pothowe, otrzymuje si¢

2 3 ~1 .
40 ak (o, (Pk)|w<l yc > (n(ZZ )—{9"smn(p*—

M, (e VLA, ) e — e
ey VL) sinlg —on(gl/u,,)wn(/um)} T

{ n+1(°l/L/1)Sm["<P +0,,+,(01/L)) e(l/u)__]_

— 0" "M, (y/L2,)sin lmp* +0,,,(VLA)—6,(/L2,) - T]})’

- * 3 2yc? O n(n—1) [ . £
(42) 050 (0> PNwar & — "-02- "2:{ na (Ll lg'sm w / _

| Ma(eyLA) [ —6,(o)/ LA +6,(VL “

(/i e R o |+
o*M,(eVLA) o /T +6,(/LA

+ = M,,(g i) COS[I(]) 0,,(0] m+ ,.(1/1]
- VETMQ(','/}:}“)" {Mm (o V/L2,)sin ln<p*+0,.+1_(9 VLA=0,(VLR) - |+
£0n ) My, (V) s [ 0,0, (V22 -0,/ 2R~ 2.

4 .



348 K. Grysa
i
T\l

- . 2yc? - n—11 )
@ o ea v 25 Y[ rcosnmy -

n=1

o

M, (V' L2,) [ . — = ]}
-~ =Y cos|np*—0, (0 /L2,)+0, /L) ¢ +
2,(/L1) ¢*=0,(01 (vL2,)

0

e VLA, “4+0,, (o VLA)—0,(VL2,) -
T (/Ln) {MH (0 V/LA,) cos [ng* +6,., (o VLA,)—0,()VL2,)

_ %]“e"“ M,y (y/L4,) cos ["fp" 0e (VL2)=0,(V L) - %]})

Gdy o = 0, otrzymujemy oy = 0 (o, f = r, ).

5. Podsumowanie wynikow

Wyznaczone w pracy naprezenia i przemieszczenia skiadaja si¢ z dwdch zasadniczych
skiadnikéw: pierwszego — pochodzacego od ruchu obrotowego walca, oraz drugiego —
bedacego skutkiem ogrzewania jego powierzchni bocznej. Pierwszy skiadnik byt znany
w literaturze; drugi zostal wyznaczony dla chwil czasu odleglych od chwili poczatkowe;j.
Sprowadzenie zagadnienia dynamicznego przy pomocy transformacji ukladu wspél-
rz¢dnych do quasi-statycznego pozwolito okreslic wielkosci u}, a¥; (o, f =1, ¢) na
stosunkowo prostej, cho¢ rachunkowo Zzmudnej drodze. Otrzymane wyniki wskazuja,
Ze napreZenia w wirujacym walcu, grzanym na pobocznicy, sa periodycznymi funkcjami
czasu (gdyz ¢* = ¢—wt). W zaleznosci zatem od réznicy temperatur dziatajacych na
poboczniceg (por. rys. 1) naprezenia bedg oscylowaé w czasie z mniejsza lub wigksza ampli-
tuda. W przypadku, gdy temperatura pobocznicy jest stata, napreZenia o,p s3 réwne zeru
(gdyz t,, = 0).

Interesujace sa wnioski wynikajace z rozwazan dotyczacych duzych oraz malych pred-
kosci katowych w. W: przypadku duzych predkoséci katowych mamy do czynienia ze spie-
trzeniem naprezen obwodowych przy pobocznicy walca, napr¢zenia za§ promieniowe
i §cinajace sa bardzo bliskie zera. Na brzegu walca warto$¢ o, jest w przyblizeniu réwna
_2762 (6((1, P, t)_th)-

Dlaw bliskieglo zeru réwniez najwigksze warto$ci osiaga o, ; gdy w = 0, mamy w calym
przekroju poprzecznym walca oj3 =0 («, 8 = r, ¢). Ten ostatni wynik jest zgodny
z twierdzeniem dotyczacym naprezen cieplnych przy ustalonym rezimie cieplnym (por.
np. [15], s. 161).

Przedstawione wyniki maja postaé szeregéw Fouriera o dosyé skomplikowanych -
wspoéfczynnikach, Zaleta jednak takiego przedstawicnia jest fakt, ze wspdlczynniki te
zaleza tylko od czterech bezwymiarowych parametrow, w tym od bezwymiarowego pro-
mienia p. Otrzymane wyniki stanowia zatem wygodne narzedzie do badain modelowych.



NAPREZENIA | PRZEMIESZCZENIA W WIRUJACYM WALCU 349

Literatura cytowana w tekscie

1. K.(GRYSA, Nieustalone pole lempemm‘ry w wirujgcym walcu kolowym, wywolane utrzymywang na jego
pobocznicy odcinkami stalq temperaturq, Mech. Teoret. i Stos., 2, 15 (1977).

2. W. NowAckl, Teoria sprezystosci, PWN, Warszawa 1970.

.1G. N. WATSON, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge University Press, Cambridge
1962.

. N. W. MCLACHLAN, Funkcjie Bessela dla inzynieréw, PWN, Warszawa ]964.

. S. TIMOSHENKO, I. N. GOODIER, Teoria sprezystosci, Arkady, Warszawa 1962,

Y. C. FuNG, Podstawy mechaniki ciala stalego, PWN, Warszawa 1969.,

. T. MURA, Dynamical thermal stress due to thermal shocks, Res. Rep. Faculty of Engng., Meiji Univ.,
8, 1956.

8. W. Dersk1, A dynamical problem of thermoelasticity concerning a thin circular plate, Arch, Mech., 2,
© 13 (1961).

9. K. Grysa, M. KWIEK, Stan naprezenia w walcu kolowynt wywolany przylozeniemn stalej temperatury na

pobocznicy, Mech. Teoret. Stos., 1, 15 (1977).
10. H. PARKUS, Instationdre Wirmespannungen, Springer-Verlag, Wien 1958; tum. ros., Moskwa 1963.
11. X. GrYSA, Rozklad temperatury i naprezenn w walcu kolowym, wywolany ruchomym niesymetrycznym
ogrzewaniem pobocznicy, Rozpr. doktorska, Politechnika Poznariska, 1975.

12. A. . XarnamoB, Hiasepenue menaonpogoonocmu meepovix mea, ATOMU3ITAT, Mocksa 1973.

13. K. GRYSA, O summowaniu pewnych szeregow Fouuela-Bessela Mech. Teoret. Stos., 2, 15 (1977)

14. L. 1. SIEDOW, Analiza wymiarowa i teoria podobienstwa w mechanice, WNT, Warszawa 1968.

15. H. V. Mvcxenuwsuiy, Hexontopsie ocnognsie 3adauu samemanurieckolk meopuu ynpyzocmu, Han.

Hayxa, MchBa 1966.

(]

\l?\l}!-ﬁ

Pesome

HATIPSOKEHUA U IEPEMEIIEHHS B KPYTJIOM BPAIAIOIEMCSA
LUJIMHIOPE ITPU HECUMMETPUUECKOM HAI'PEBE EI'O
BOKOBOMH ITOBEPXHOCTH

vaa60TC NPUBEIACHBI HANIPSDKCHUA H NEPEMELKCHUS B KPYIJIOM BPALAIOLECMCA IIHJIHHADPE BO BpeMSA
peryJjIipHOro TEMJIOBOIO DEI<HMa. HOJIy‘lCHHOC PEeUICHHE HMMECT BUA PANOB dDpre, NpEeRCTaBIICHHBIX
IpH NOMOUIH 6e3pa3M€prlx KOOpAaHHAT 1 napaMmeTpoB, COACPMKALLHNX CbHSH‘leCKHC KOHCTAHTBI,

Summary

THE STRESSES AND DISPLACEMENTS IN A ROTATING C]R_CULAR
CYLINDER DUE TO AXJIALLY NON-SYMMETRICAL HEATING OF ITS
LATERAL SURFACE
The problem of stress and displacement distributions a rotating circular cylinder heated on its lateral \
surface is dealt with in case of a regular thermal process. The solution is given in a form of Fourier series
involving dimensionless variables and dimensionless parameters determined by the mechanical and thermal
properties of material.
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