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DYSKRETNE MODELE DYSLOKACJI

R O M U AL D K O T O W S K I (WAR SZ AWA)

1. Wstêp

Dyslokacje s¹  to jednowymiarowe defekty sieci krystalicznej. S¹  one odpowiedzialne
za plastyczne zachowanie siê cia³ sta³ ych. Istnienie ich zosta³o potwierdzone eksperymen-
talnie przy u¿ yciu promieni Roentgena i mikroskopu elektronowego. Teorie opisuj¹ ce
zachowanie siê dyslokacji, ich oddzia³ ywanie wzajemne oraz z innymi defektami sieci
krystalicznej, np. z defektami punktowymi, ich wp³yw na w³asnoœ ci mechaniczne cia³ s¹
przedmiotem badañ od przesz³o osiemdziesiê ciu lat. Stanowi¹  one dzia³ mechaniki cia³a
sta³ ego. Przez wiele lat dyslokacje z du¿ ym powodzeniem badano w ramach kontynualnej
teorii oœ rodków ci¹ g³ych. Pozwala³o to na stosowanie dobrze rozpracowanego aparatu
analizy matematycznej. Istnieje jednak wiele takich zagadnieñ, gdy konieczna jest wiedza
na temat szczegó³ów dyskretnej budowy kryszta³ u, a wtedy powy¿ sze podejœ cie staje siê
niezadowalaj¹ ce. Jednym z takich problemów jest zagadnienie naprê ¿ enia Peierlsa, czyli
minimalnego naprê ¿ enia, które musi byæ przy³ o¿ one z zewn¹ trz do kryszta³u, aby spowo-
dowaæ ruch dyslokacji. Zak³ ada siê, ¿e dyslokacja podczas ruchu pozostaje prostoliniowa.
N ie uwzglê dnia siê równie¿ wp³ywu temperatury.

Dyskretne modele dyslokacji maj¹  znaczn¹  niedogodnoœæ polegaj¹ c¹  na ogromnych
trudnoœ ciach rachunkowych. Z tego wzglê du stosuje siê szereg przybli¿ eñ , co powoduje,
¿e otrzymane wyniki nie zawsze s¹  wiarygodne.

W niniejszej pracy przedstawiono przegl¹d dyskretnych modeli dyslokacji, w których
podjê to próby wyliczenia naprê ¿ enia Peierlsa. Zaprezentowano modele Frenkla- Kontorovej,
Peierlsa- Nabarro, Maradudina, Sandersa i Roguli oraz wspomniano o pó³dyskretnych
modelach stosowanych w komputerowej symulacji dyslokacji w kryszta³ach.

2. Model Frenkla- Kontorovej

Model zaproponowany przez Frenkla i Kontorova by³ jednym z pierwszych, w którym
starano siê oddaæ dyskretn¹  naturê dyslokacji w krysztale.

W modelu tym kryszta³ jest podzielony myœ lowo na dwie czê œ ci: górn¹  i doln¹. Czê œæ
górna jest zast¹ piona przez jednowymiarowy ³ añ cuch punktów materialnych (atomów)
po³ ¹ czonych identycznymi sprê ¿ ynkami o sta³ej sprê ¿ ystoœ ci k. Oddzia³ywanie obu pó³-
kryszta³ów uwzglê dnia siê przez umieszczenie ³ añ cucha atomów w nieruchomym okresowym
potencjale W{x), o okresie równym b, gdzie b jest odleg³oœ ci¹  miê dzyatomow¹.
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Dyslokacjê krawê dziow¹  wprowadza siê dostarczaj¹c lub usuwaj¹c jeden atom z nie-

skoñ czonego ³añ cucha (rys. 1).
Energia potencjalna kryszta³u wynosi

CO

(2.1) U = y J T { f J+

gdzie % jest wychyleniem atomu o numerze j z ./ - tego minimum potencja³u. Ró¿ niczkuj¹c

(2.1) wzglê dem ipj, otrzymujemy warunek stanu równowagi ./ - tego atomu

dW(w- )
(2.2) % , + ,  -  2 fj +  % _t ) -  — g ^ £ = 0,

który g³osi, ¿e atom znajduje siê w stanie równowagi wtedy, gdy si³y sprê ¿ ystoœ ci sprê ¿ ynek
s¹  równowa¿ one si³ami potencjalnymi zwi¹ zanymi z potencja³em W(x).

(c)

l O O O O O O O O O O

(d) b
O O O O O O g g « »

(e) ( • • 8 8 0 0 0 0 0 0

- 2 - 1 0 1 2 —JT X

Rys. I , Dyslokacja krawê dziowa w modelu Rys. 2. Dyslokacja œ rubowa w modelu Frenkla-
Frenkla- Kontorovej; (a) kryszta³ idealny; gdy Kontorovej
minimów potencja³ów O 1 wiê cej ni¿ atomów: •  atomy ³añ cucha, O atomy sieci (wg [1])
(b) konfiguracja stabilna; (c) konfiguracja nie-
stabilna; gdy atomów o 1 wiê cej ni¿ minimów
potencja³u: (d) konfiguracja stabilna; (e) konfi-

guracja niestabilna

W oryginalnej pracy Frenkla i Kontorovej, jako potencja³ przyjê to nastê puj¹ c¹
funkcjê:

(2.3) j

i rozwi¹ zano zagadnienie dynamiczne

(2.4) m~w~=

k³ad¹c

idx2

gdzie skorzystano z przybli¿ enia d³ugofalowego [1].
W modelu Frenkla- Kontorovej mo¿ na badaæ równie¿ dyslokacjê œ rubow¹. W tym celu

nale¿y rozwa¿ yæ jednowymiarowy ³ añ cuch atomów ruchomych le¿ ¹ cy na dwuwymiarowej
siatce atomów nieruchomych (rys. 2). Ruch dyslokacji w kierunku x sprowadza siê do
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kolejnego przemieszczania siæ atomów ù añ cucha na odcinku o dù ugoú ci 1 w kierunku y
na drodze Ay = b z jednego prostoliniowego szeregu atomów sieci na nastæ pny. Zakù ada siæ,
ýe atomy z ù añ cucha oddziaù ywujà z atomami sieci za pomocà potencjaù u, np. typu (2.3);
a energia oddziaù ywania atomów z ù añ cucha miæ dzy sobà zaleýy od ich wzglæ dnego prze-
mieszczenia w kierunku y i wynosi

gdzie rjj  jest przemieszczeniem j- tego atomu z ù añ cucha. Równanie równowagi dla atomów
ù añ cucha zapisuje siæ wtedy nastæ pujà co:

^ L = o

i problem sprowadza siæ do zagadnienia dyslokacji krawæ dziowej.
Równanie (2.2) z potencjaù em (2.3) byùo rozwià zywane przez róý nych autorów, ale

przez sprowadzenie równania róý nicowego do róý niczkowego. Pierwsze dokù adne nume-
ryczne rozwià zanie równania róý nicowego dla konfiguracji symetrycznych pojedynczej
dysù okacji podali HOBART i CELLI [2], otrzymujàc wyniki w postaci zbieý nych szeregów
potæ gowych przemieszczeñ atomowych.

HOBART W pracy [3] przedstawiù metodæ obliczenia napræ ý enia Peierlsa w modelu
Frenkla- Kontorovej, korzystajàc z równania (2.2) zapisanego w postaci

(2.5) WW Yip

Staùe k i A dadzà siæ przedstawiã za pomocà staù ych spræ ý ystych v, JJ, i E [3], gdzie
v — wspóù czynnik Poissona, fi,— moduù ú cinania, a E— moduù Younga, w nastæ pujà cy
sposób:

(2.6) A- 4^- , k=
b(l- v2)'

gdzie a jest odlegù oú cià miæ dzy pù aszczyznami równolegù ymi do pù aszczyzny poú lizgu,
a dbc jest objæ toú cià komórki elementarnej. H obart wykazaù, ýe napræ ý enie Peierlsa jest
proporcjonalne do siùy Rmstx dziaù ajà cej na atom n = 0 potrzebnej do utrzymania go
w odlegù oú ci y0 od poù oý enia równowagi i wynosi

(1 1\  rt ~ - "max

gdzie w{s)b jest szerokoú cià dyslokacji, gdy znajduje siæ ona w poù oý eniu sb dla 0 < s ^ 1.
Energia Peierlsa jest równa pracy, jakà musi wykonaã owa siùa i? podczas cià gù ego

przejú cia dyslokacji od jednej konfiguracji równowagi do nastæ pnej

yl1

(2- 8) £P = ^f R(yo)dyo.
o

Rachunki moý na wykonaã tylko numerycznie. Metoda jest na tyle ogólna, ýe moý6
mieã zastosowanie równieý do innych potencjaù ów. H obart wykonaù obliczenia dla
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w pracy [4] i dla

w pracy [5]. Stwierdzono dla tych wszystkich potencja³ów, i¿ energia Peierlsa maleje wyk³ad-
niczo wraz ze wzrostem szerokoœ ci dyslokacji, mimo oczywistych ró¿ nic w wyliczonych
wartoœ ciach energii. HOBART [6] poda³ równie¿ sposób przybli¿ onego obliczenia energii
Peierlsa przy u¿ yciu metody zmiennej zespolonej. Otrzymane wyniki s¹  w doœæ dobrej
zgodzie z metod¹  dok³adn¹.

Dok³ adne analityczne rozwi¹ zanie w modelu Frenkla- Kontorovej mo¿ na znaleŸ æ, gdy
potencja³ jest odcinkami paraboliczn¹  funkcj¹  przemieszczenia. Rozwi¹ zanie takie znaleŸ li
KRATOCHVIL i INDENISOM [7] oraz WEINER i SANDERS [8]. Dok³ adn¹  analizê tego modelu

znaleŸæ mo¿ na równie¿ w pracy ROG U LI [9].

i i 1 i o °' II I
( 1„ r ) b i_.j „ i . ¥

°o i i

02- o I  Rys. 3. Podzia³ kryszta³u na strefy w modelu F renkla-
- (vi;- lviti, +M- 1; M ; Kontorovej

Kryszta³ podzielono na trzy strefy (rys. 3), ze wzglê du na wartoœæ przemieszczeñ atomów
w stosunku do parametru modelu:

III : (l- y)¿ >< ¥!/< b,

(2.11) . II: ybœ fjœ (l

I: 0 ^ fj ^ yb, —oo <j < — M.

W strefie I I  jest 2M— 1 atomów po³ ¹ czonych tzw. s³abymi wi¹ zaniami. Numery atomów
przybieraj¹  wartoœ ci po³ówkowe, gdy liczba s³abych wi¹ zañ jest parzysta i ca³ kowite, gdy
nieparzysta. Konfiguracja równowagi opisana jest nastê puj¹ cymi równaniami dla odpo-
wiednich stref:

I I I : kV2y>j- fj,b(fj- b) m 0,

(2.12) n:

I : kV2y>j- fj,bfj = 0.

D la danej wartoœ ci y mamy zawsze dwie konfiguracje równowagi o M ró¿ ni¹ cym siê
o 1/2. Gdy M jest po³ówkowe, to konfiguracja s³abych wi¹ zañ jest symetryczna wzglê dem
maximum, a dla M ca³kowitego jest symetryczna wzglê dem minimum potencja³ u. Stabilna
jest ta konfiguracja, która ma mniejsz¹  liczbê s³abych wi¹ zañ.

Gdy do kryszta³u przy³o¿ one jest naprê ¿ enie œ cinaj¹ ce r, to na ka¿ dy atom dzia³a si³a
/  = — rb2. Rozwi¹ zania szuka siê w postaci

(2.13) t]j  +
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Je¿ eli przejœ cia I I  - I I I  i I  - I I  wystê puj¹  równoczeœ nie, to rp =  — T„  , czyli rp = 0 i dys-
lokacja mo¿e przemieszczaæ siê w krysztale bez przyk³ adania si³ zewnê trznych, a liczba
s³abych wi¹ zañ pozostaje bez zmian.

N a rys. 5 i 6 przedstawiono wykresy zmian TP W funkcji y~x otrzymane przez KRATOCH-
VIL A i INDENBOMA [7] oraz WEINERA i SANDERSA [8].

R= 05

10"3

R=1.0

3 U 5 6 7 8 9 10 11 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 6. Wykres tv(y~l) wg Weinera i Sandersa [8]

3. Model Peierlsa- Nabarro

Model dyslokacji zasugerowany przez Orowana, a nastê pnie rozwiniê ty przez Peierlsa
i N abarro wzbudzi³ wielkie zainteresowanie i wywar³ du¿y wp³yw na rozwój teorii dyslokacji
w kryszta³ach. W³aœ nie w tym modelu Peierls jako pierwszy oszacowa³ naprê ¿ enie po-
trzebne do przeprowadzenia dyslokacji z komórki do komórki.

Model Peierlsa- Nabarro zosta³ zbudowany przy nastê puj¹ cych za³o¿ eniach (rys. 7):
a) kryszta³ sk³ada siê z dwu po³ ¹ czonych ze sob¹, ci¹ g³ych, sprê ¿ ystych pó³prze*strzeni;
b) wzd³u¿ p³aszczyzny po³ ¹ czenia (ciê cia) pó³przestrzenie maj¹  strukturê atomow¹;
c) oddzia³ywanie atomów z najni¿ szej warstwy górnej pó³przestrzeni z atomami najwy¿-

szej warstwy dolnej pó³przestrzeni jest typu sinusoidalnego, natomiast w ka¿ dej z pó³-
przestrzeni osobno spe³nia ono prawo H ooke'a;

d) przemieszczenia w kierunku prostopad³ ym do p³aszczyzny poœ lizgu s¹  zaniedbywalnie
ma³e i nie s¹  brane pod uwagê równie¿ wszelkie efekty temperaturowe;

e) dyslokacja jest prostoliniowa.
Model ten mo¿e byæ oczywiœ cie modyfikowany, na przyk³ ad przez ¿ ¹ danie, aby oddzia-

³ywanie atomów wzd³u¿ p³aszczyzny ciê cia by³o dowoln¹  funkcj¹  okresow¹  (np. LEJÆ EK
[10] i KROUPA, LEJÆ EK [11]), o okresie równym sta³ej sieci, byle tylko dla ma³ ych wzglê dnych
przemieszczeñ & t zachodzi³ liniowy zwi¹ zek:

(3.1)

(fxy = - ^j0x(x) dla dyslokacji krawê dziowej,

dyx = ~j(Pz(x) dla dyslokacji œ rubowej,



DYSKRETNE MODELE DYSLOKACJI

gdzie d jest odleg³oœ ci¹  miê dzyp³aszczyznow¹. Szczególnie proste wyniki otrzymuje siê
jednak¿e wtedy, gdy przyjmie siê zale¿ noœæ sinusoidaln¹.

Pocz¹ tkowo przemieszczenie dolnej pó³ przestrzeni wzglê dem górnej (na rys. 7 linie
przerywane) wynosi

[ b/ 2 x > 0
(3.2) ^ = ^° =  U / 2 dI a * < 0 -

Po na³ o¿ eniu na pó³ przestrzenie takich przemieszczeñ, ¿e tworzy siê odpowiednio
dyslokacja krawê dziowa lub œ rubowa:

[2ux + b/ 2 x > 0 \2uz+b/ 2 x > 0

< 3- 3) ®^\2ux- b/ 2 d l a x<0> 0>=\2u z- bl2 d l a

y
x

(b)

Rys. 7. Dyslokacja krawê dziowa (a) i œ rubowa (b)
w modelu Peierlsa- Nabarro (wg [12])

Rys. 8. Wykres przemieszczeñ w modelu Peierlsa-
Nabarro (wg [12])

Ogólnie, przemieszczenia zachowuj¹  siê tak, jak pokazano na rys. 8. Z przemieszczeniami
zwi¹ zane s¹  si³y, wywo³ane zak³óceniem wi¹ zañ w p³aszczyŸ nie y = 0. Zgodnie z przyjê tymi
za³o¿ eniami, np. dla dyslokacji œ rubowej

(3.4) ^ , 0 ) =  ^ ""

Formalna teoria sprê ¿ ystoœ ci, jak równie¿ za³o¿ enie ci¹ g³ego rozk³ adu dyslokacji wzd³u¿
osi 0x, prowadzi do zwi¹ zku

(3.5) «r,2(x,0) = JLP j dufp - J g -,
— 00

gdzie P oznacza, ¿e ca³ kê nale¿y rozumieæ w sensie wartoœ ci g³ównej Cauchy'ego. Przy-
równuj¹c (3.4) i (3.5) otrzymujemy równanie ca³ kowe, którego rozwi¹ zaniem jest

(3.6) u, = -
b . x

—— arc tg—
2TC r\
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gdzie r\  — d/ 2. Napræ ý enie wyraýa siæ teraz równaniem

(3- 7) ' aAxfi) =  £- ?- .

Ostatni wzór wskazuje na istotnà cechæ modelu Peierlsa- Nabarro: w zerze, czyli w jà drze
dyslokacji, nie ma osobliwoú ci napræ ý enia, które pojawiaùo siæ w modelu kontynualnym
Osobliwoúã pojawia siæ teraz w odlegù oú ci ±rj  od pù aszczyzny poú lizgu.

O o ~~©

(a)
o o o Rys. 9. Symetryczne konfiguracje dyslokacji w modelu

Peierlsa- Nabarro (wg [12])
(a), (b) — dyslokacja ú rubowa; (c), (d) — dyslokacja krawæ dzio-

Q o ~n'~—A* i I  I I I ' v wa; O ' x o z naczajà atomy odpowiednio nad i pod plaszczyznà-
poú lizgu, a linie przerywane na rysunku dyslokacji krawæ dzio-
wej — poù oý enie rzæ dów atomów, gdyby nie byùo dyslokacji

Podczas ruchu dyslokacji nastæ puje zmiana energii potencjalnej krysztaù u. Zaleý noúã
energii potencjalnej od poù oý enia dyslokacji jest funkcjà okresowà, o okresie równym
dù ugoú ci wektora Burgersa b, ze wzglæ du na periodycznà budowæ krysztaù u. Aby przejúã
z jednej konfiguracji symetrycznej do drugiej (rys. 9), dyslokacja musi znaleêã siæ w kon-
figuracji niesymetrycznej. Oczekiwano, ýe ta ostatnia bæ dzie miaùa energiæ wyý szà, czyli
ýe napræ ý enie ú cinajà ce powodujà ce zmianæ konfiguracji teý bæ dzie siæ zmieniaã okresowo.
W modelu zaù oý ono, ýe podczas ruchu dyslokacji energia spræ ý ysta w obupóù przestrzeniach
nie ulega zmianie, zmienia siæ natomiast tylko energia pochodzà ca od zmiany wzglæ dnych
przemieszczeñ, bæ dà ca sumà po wszystkich atomach wzdù uý pù aszczyzny ciæ cia i wynosi

(3.8) W{a) - - ^

gdzie ab jest wychyleniem dyslokacji z jednej z konfiguracji symetrycznych. Róý niczkujàc
otrzymany wzór po a moý na znaleê ã siùæ i napræ ý enie, jakimi naleýy dziaù aã na dyslokacjæ,
aby przesunàã jà z jednego poù oý enia równowagi w nastæ pne:

(3.9) F= - T _ L i

Energia osià ga maksimum, gdy cos4a7i: = 1, a minimum, gdy COS4OOT = — 1. Maksi-
mum mamy wiæ c, gdy a = 0 lub 1/2, a minimum, gdy a = 1/4. Wniosek jest niespodzie-
wany i sprzeczny z oczekiwaniami: najwiæ kszà energiæ majà konfiguracje symetryczne,
a konfiguracja niesymetryczna jest obdarzona energià minimalnà.

Napræ ý enie Peierlsa, czyli maksymalne napræ ý enie potrzebne do przeprowadzenia
dyslokacji do nastæ pnej komórki, pojawia siæ wtedy, gdy a = 1/8 i wynosi

(3.10) (

H IRTH i LOTHE [12] uwaý ajà, ýe nieoczekiwana postaã energii potencjalnej jest czæ ú ciowo
skutkiem sumowania niezaleý nie po pù aszczyznach górnej i dolnej. Metoda ta nie ma
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silnego uzasadnienia fizycznego i poci¹ ga za sob¹  zbytnie wyg³adzenie funkcji w pobli¿u
j¹ dra dyslokacji. Sugeruj¹, ¿e sumowanie energii pochodz¹ cej od wzglê dnych przemieszczeñ
par rzê dów atomów powinno poprawiæ ten wynik.

4. Model Maradudina

MARADUDI N [13] zaproponowa³ prosty model dyslokacji œ rubowej w sieci krystalicznej,
w której ka¿ dy atom oddzia³ywuje tylko ze swymi najbli¿ szymi czterema wspó³p³aszczyzno-
wymi s¹ siadami zgodnie z prawem H ooke'a. Odleg³oœ ci pomiê dzy atomami w kierunku
prostopad³ ym do p³aszczyzny przekroju s¹  sta³ e. Maradudin wyliczy³ przemieszczenia
atomów w dwu konfiguracjach dyslokacji œ rubowej: w konfiguracji I , gdy dyslokacja
znajduje siê w œ rodku komórki elementarnej i w konfiguracji I I , gdy dyslokacja znajduje siê
na krawê dzi komórki elementarnej (rys. 10). Nastê pnie poda³ wyra¿ enia na energie od-

o o o ' o a o o o o c / o

o o o o o o o o . o o o

o b o o o o * o o o o

oo
Maradudina; (a) konfiguracja I ; (b) konfiguracja II  (a)
Rys. 10. Konfiguracje dyslokacji œ rubowej w modelu o o o o o o o o o 0 o

kszta³cenia powy¿ szych konfiguracji. Ró¿ nica tych energii jest energi¹  Peierlsa. Pionowe
przemieszczenie atomu o wspó³ rzê dnych (m, n) oznaczono w(m,ñ ). Jest ono wielowar-
toœ ciow¹  funkcj¹  po³ o¿ enia atomu w tym sensie, ¿e wzrasta o b po zatoczeniu konturu
Burgersa wokó³ lini i dyslokacji. Aby unikn¹æ k³ opotów zwi¹ zanych z wielowartoœ ciowoœ ci¹
pola przemieszczeñ wprowadzono ciê cie wzd³u¿ osi 0x. Po³o¿ enie tego ciê cia jest w ogólnoœ ci
dowolne.

Stan równowagi rzê du atomów o wspó³ rzê dnych (m, ñ ) jest opisany równaniem

(4.1) A(wm+l,n- w,„_Un) + B(wm,n+1 - wm,n- i)- {2A + 2B)wmê„  =

= fiK<S„a+ i/ 2<5„,i / 2- f5„u+ i/ 2(3«.- i/ 2) w konfiguracji I ,

=  Bb(8m,kdn_1/ 2~dmikdn^ii2) + Bb/ 2(dmi0Sn,lj2- Sm;oS„,- i/ 2) w konfiguracji I I ,

gdzie A i B s¹  sta³ ymi si³owymi oddzia³ ywania atomów, odpowiednio w kierunku x i w kie-
runku y, a k = 0 , 1, 2, 3 ...

MARADUDI N [13] rozwi¹ za³ równania (4.1) metod¹  transformacji Fouriera, aBuLLOUGH
i TEWARY [14] metod¹  funkcji G reena. Otrzymali oni identyczne wyniki, mianowicie:

dla konfiguracji I
TT/2

, . „ , b b C f siny sm2mxsin2my , ,
(4<2) W""« - T ~ 1?ij T E T - C sin ^+ si n̂  dxdy'

dla konfiguracji I I
n/2

,A ~, b b C C cosxsin2mv sinvsin2m> , ,
(4.3) Wm,„  =  r -; : i-  •  . i / a dxdy,

4 TZ2 J J sinx Csin2^ + sm2^



12 R. KOTOWSKI

gdzie C = A/ B.W granicy, gdy Am2+Bn2 jest duý e, wzory te przechodzà w dobrze znany

zwià zek z kontynualnej teorii dyslokacji

(4.4) wmn-  2 n — . o r -  m

Jest on identyczny dla obu konfiguracji, gdyý w teorii kontynualnej nie bierze siæ pod
uwagæ szczegóù ów budowy jà dra dyslokacji.

Energia odksztaù cenia zostaùa policzona w pracy [13] jako praca wykonana przez siùy
zewnæ trzne na krysztale podczas wprowadzania do niego dyslokacji. Otrzymano nastæ-
pujà ce wyniki:

£ i >  \  + C i
E\ ~ T~ V AB\ \n2y- —In—~A— ù —ln C + ln

4- 7T y 2 ^ 4

(4.5)

Ba ~ T ; c - V ^ j l n 2 y- - j l n —4-

gdzie y jest staùà Eulera, lny = 0,57722, R zewnæ trznym promieniem krysztaùu (przyjmuje
siæ, ýe krysztaù ma ksztaùt walca), £, r\  odlegù oú cià miæ dzy sà siednimi rzæ dami atomów
odpowiednio w kierunku x i y. Tak wiæc

(4- 6) Eu- E1 =

1 /  . _ /  C \ 1 R )

M*~ arcsin V T+C)+ TInC+ ln7w r

Otrzymana w ten sposób róý nica energii jest nadmiernie duý a. CELLI [15] poprawiù wynik
Maradudina wprowadzajàc dla dwu rzæ dów (0, 1/2) i (0, —1/2) w konfiguracji I I  poten-
cjaù

(4.7) ^ 2 - (l  + co s—6- -

co dla dyslokacji [110] w N aCl obniý yùo wartoúã energii Peierlsa o rzàd wielkoú ci.
HOLZLER i SIEMS [16] stwierdzili, ýe jeú li zastosuje siæ poprawkæ Celliego do modelu

Maradudina dla dyslokacji [001] w krysztale szeú ciennym, to róý nica En—Ei staje siæ
ujemna. Jest to spowodowane faktem, ýe najwiæ ksze wzglæ dne przemieszczenia bæ dà teraz
w konfiguracji I . Zaproponowali wiæ c, aby wprowadziã sinusoidalnà zaleý noúã siù od
przemieszczeñ dla wszystkich wià zañ, co obniý yù oby wzglæ dne przemieszczenia równieý
w konfiguracji I  i zmniejszyù oby À w ten sposób, ýe róý nica energii znów byù aby dodatnia.

5. Model Sandersa

SANDERS [17] zbudowaù dyskretny model dyslokacji krawæ dziowej w krysztale o sieci
szeú ciennej prostej przystosowany do badania wpù ywu napræ ý enia ú cinajà cego przyù oý onego
z zewnà trz na geometriæ dyslokacji. Zaù oý yù on liniowe oddziaù ywania pomiæ dzy najbliý-
szymi sà siadami (oprócz pù aszczyzny poú lizgu) uwzglæ dniajàc siùy centralne i niecentralne.
Rozwaý ane byùy tylko cztery rzæ dy atomów najbliý sze pù aszczyzny poú lizgu. Przemiesz-
czenia atomów w tych rzæ dach dane sà nastæ pujà cymi wzorami:

My =

2
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gdzie My jest poziomym przemieszczeniem atomu w z- tym rzê dzie i w./- tej kolumnie, wj; jest
przemieszczeniem atomu wywo³anym jednorodnym naprê ¿ eniem œ cinaj¹ cym r przy³o¿ onym
w nieskoñ czonoœ ci z zewn¹ trz do kryszta³ u:

xb2

Mjf, = - ( / - i) ; > o ,

(5.2)

gdzie k2 jest miar¹  si³ niecentralnych (co wynika z porównania z kontynualn¹  teori¹
sprê ¿ ystoœ ci, gdy¿ k2 =  c^&b =  / bib), a u]]  jest odkszta³ ceniem potrzebnym do wprowa-
dzenia dyslokacji:

(5.3) „ I I _

- b/ 4
0

b/ 4
Ala

J > 0
7 = 0;

b/ 4

- b/ 4
dla

Po wprowadzeniu dyslokacji atomy doznaj¹  relaksacji i zajmuj¹  po³o¿ enia równowagi,
co okreœ laj¹  funkcje q?j, <jsj, ip'j ' V>'j zmierzaj¹ ce do zera, gdy j -> oo.

W pobli¿u j¹ dra dyslokacji przemieszczenia s¹  tak du¿ e, ¿e porzucono tutaj za³o¿ enie
o oddzia³ ywaniu tylko najbli¿ szych s¹ siadów i uwzglê dniono oddzia³ywanie atomów
z rzê du 1 z dwoma atomami z rzê du — 1 (linie przerywane na rys. 11). Si³a oddzia³ywania jest
funkcj¹  poziomej odleg³oœ ci 0y pomiê dzy oddzia³ywuj¹ cymi atomami, gdzie &ij  jest
odleg³oœ ci¹  pomiê dzy i- tym atomem z 1 rzê du i j- tym atomem z rzê du — 1.

X
1"

- 2-

I  -rv / DV/ \  /
0 ,

I

( a )
Ao _5

Rys. 11. Dyslokacja krawê dziowa w modelu
Sandersa

( b) \  /

Rys. 12. (a) Trzy typowe atomy w pobli¿u p³asz-
czyzny poœ lizgu; (b) wykres si³y dzia³aj¹ cej na
atom C pochodz¹ cej od atomu A (linia ci¹ g³a)
i od dwu atomów poni¿ ej p³aszczyzny poœ lizgu

(linia przerywana); w modelu Sandersa

Równania równowagi zapisuj¹  siê nastê puj¹ co:
dla atomów usytuowanych daleko od p³aszczyzny poœ lizgu

(5.4) ^i(«i, j+ i+ «i.j- 1- 2wi,J- ) + / c2(«i+i,j + Wi- i,j- 2M) = 0,

gdzie kx jest miar¹  si³ centralnych;
dla atomów z czterech rzê dów najbli¿ szych do p³aszczyzny poœ lizgu

- Fjj- FJ+u].
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F y jest siùà oddziaù ywania / - tego atomu z rzæ du 1 z j- tym atomem z rzæ du - 1. Zaù oý ono
nastæ pujà cy charakter zaleý noú ci F(&):

(5.6) F/ {k2b) =

0/ b

0

O < 0/ b «s y,
ys

gdzie y = 0c/ £ = Fc/ (k2b) =  TC/ £,OC = y/ ( l - 2y), rc oznacza krytyczne napiæ cie ú cinajà ce
krysztaùu doskonaù ego (rys. 12).

Przemieszczenie
dyslokacji

'- 609

- 969

-3

- Ma- M/1

M

-3

-3

wià zanie
stabe

(
wià zanie
silne

-3

0

Rys. 13. Przykù adowy rozkù ad wià zañ wzdù uý
pù aszczyzny poú lizgu w modelu Sandersa. Mx i M2

sà to numery, liczone od ú rodka, tych atomów,
które pierwsze sà poù à czone silnymi wià zaniami

Rys. 14. Przykù ad zmiany napræ ý enia zewnæ trz-
nego i konfiguracji sù abych wià zañ w czasie ruchu

dyslokacji w modelu Sandetsa

Gdy wzglæ dna pozioma odlegù oú ci pomiæ dzy dwoma atomami z dwu sà siednich po-
ziomych rzæ dów jest z przedziaùu [0, y] , to mówimy, ýe atomy sà poù à czone silnym wià za-
niem, a gdy ta odlegù oúã jest z przedziaùu [y, 1—y], to mówimy, ýe wià zanie jest sù abe
(rys. 13). Tak wiæ c, pù aszczyznæ poú lizgu moý na podzieliã na trzy czæ ú ci:

j < - M2, Fjj silne, FJtJ_1 = 0,

— M 2 + l < y < Mt — 1, Fjj i / }+!,; •  sù abe,

]>M Xi Fjj_ t silne, Fjj = 0.

Sanders badaù quasi- statyczny ruch dyslokacji (przejú cie z jednej komórki do nastæ pnej)
dla. R = 1,0, 2,0, 5,0 (R — ki/ k2) i dla róý nych wartoú ci y. Typowy przebieg zaleý noú ci
przemieszczenia dyslokacji od przyù oý onego napræ ý enia a = r/ b pokazuje 17s. 14.

Poczà tkowa konfiguracja C1 jest stabilna (dodatniemu napræ ý eniu odpowiada dodatnie
przemieszczenie), natomiast konfiguracja C 3 jest niestabilna — w ruchu dynamicznym
dyslokacja powinna albo skoczyã do przodu, albo powróciã z powrotem do konfiguracji
stabilnej. Napræ ý enie Peierlsa to maksymalne napræ ý enie wystæ pujà ce w tym cyklu wyno-
szà ce 9,65x10-5.
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Oprócz cyklu omówionego powy¿ ej, Sanders zaobserwowa³ równie¿ takie, w których
konfiguracja pocz¹ tkowa by³a niestabilna i takie, w których by³y dwie konfiguracje stabilne
w jednym cyklu. Koñ cowy wynik obliczeñ naprê ¿ enia Peierlsa pokazuje rys. 15. Uderzaj¹ c¹
cech¹  jest okresowy przebieg rp w funkcji y"1.

G

10-'

Vs

R=2

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 f

Rys. 15. Zmiana naprê ¿ enia Peierlsa w funkcji y"1 w modelu Sandersa

6. Model Roguli

ROG ULA [18] zaproponowa³ dynamiczny, atomowy model prostoliniowej dyslokacji
œ rubowej w sieciach Bravaisa. Wyprowadzi³ on wyra¿ enia na pola prê dkoœ ci i dystorsji
oraz znalaz³ zale¿ noœæ prê dkoœ ci poruszaj¹ cej siê dyslokacji od dzia³aj¹ cego na kryszta³
jednorodnego naprê ¿ enia zewnê trznego.

Model Rogu³i przystosowano [19] do quasi- statycznego ruchu dyslokacji, co pozwoli³o
znaleŸæ statyczne naprê ¿ enie Peierlsa w funkcji parametru modelu y.

3
o

2
o

1
0

y
0

o

o

(x,y)
0 O

0 0

O 0

Rys. 16. Przekrój poprzeczny przez sieæ szeœ cienn¹  prost¹

o o

o o o

o o o o o o

° o o o o o

Rozpatrzono szeœ cienn¹, prost¹, prymitywn¹  sieæ krystaliczn¹. Przekrój poprzeczny
tworzy sieæ kwadratow¹  (rys. 16). Za³ o¿ ono, ¿e w nieskoñ czonej sieci znajduje siê pojedyncza
dyslokacja œ rubowa o wektorze Burgersa b (|b| = 1) równoleg³ym do osi Oz. Dyslokacja
mo¿e zajmowaæ ró¿ ne po³ o¿ enia wewn¹ trz komórki, w której umieszczono pocz¹ tek
uk³ adu wspó³ rzê dnych. Ponadto zrobiono nastê puj¹ ce za³ o¿ enia:

a) ruch atomów dozwolony jest tylko w kierunku równoleg³ym do osi Oz (równolegle
do lini i dyslokacji), przy czym odleg³oœ ci miê dzy atomami w tym kierunku s¹  sta³e (atomy
s¹  «nanizane na sztywne prê ty», a kó³ ko na rys. 16 oznacza jeden taki prê t);

b) ka¿ dy atom oddzia³ywuje tylko ze swymi czterema najbli¿ szymi «wspó³p³aszczyzno-
wymi» s¹ siadami;

c) energia oddzia³ ywania atomów jest odcinkami paraboliczn¹  funkcj¹  dystorsji / 3k(x, y),
& =  1,2.
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Dystorsj¹ / ?fc(x, y) nazwano wielkoœæ
(6.1) Pk(x,y) = Dkw(x,y)- nk,

gdzie Dk jest operatorem ró¿ nicy centralnej, w(x, y) jest pionowym przemieszczeniem atomu
o wspó³ rzê dnych (x, y), a nk s¹  takimi liczbami ca³kowitymi, by \ (3k(x, y)\ < 0,5 (rys. 17).
Wielkoœ ci fik(x,y) — 0,5 i fik{x,y) — —0,5 s¹  równowa¿ ne. Po rozpisaniu wzorów (6.1):

(6.2)

widaæ, ¿e dystorsje okreœ lone s¹  w œ rodkach odcinków ³ ¹ cz¹ cych atomy: ^(x, y) w œ rod-
kach odcinków poziomych, a P2(x,y) w œ rodkach odcinków pionowych (rys. 16 i 17).

'telfe1
g

i

i

i

2

L

(

(

(-

L,

1
X

Rys. 17. Dystorsja (S^O, 1/2)

Rys. 18. Zale¿ noœæ energii i si³y oddzia³ywania atomów
od dystorsji w modelu Roguli. Rozk³ad si³y oddzia³ywania

na czê œæ liniow¹  i nieliniow¹

N a rys. 18 przedstawiono zale¿ noœæ energii U i si³y Sk oddzia³ywania dwu atomów
od dystorsji

(6.3) Sk =
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Wartoúã dystorsji pk = y, bæ dà ca parametrem modelu, wyznacza granicæ liniowej
zaleý noú ci siùy oddziaù ywania od dystorsji. W zwià zku z tym przedziaù wartoú ci dystorsji
[—0,5, 0,5] podzielono na trzy czæ ú ci (rys. 18): jeú li wartoúã dystorsji jest z obszaru I to
mówimy, ýe odpowiednie wià zanie jest silne, zaú w przypadku, gdy wartoúã dystorsji jest
z obszaru I I  lub I I I , to mówimy ý e, wià zanie jest sù abe. Siùæ oddziaù ywania atomów z sà sie-
dnich rzæ dów moý na rozbiã na czæ úã liniowà i nieliniowà:

(6.4) Sk(x, y) =  (S  ̂ +  Sn (x, y),
Nieliniowà czæ úã oddziaù ywania moý na wyraziã przez liniowà, jeú li wprowadzi siæ

wielkoúã

(6.5) f(x,y)- - DkS?*(x,y),
gdzie f(x, y) jest wielkoú cià takà, ýe b •  f(x, y) przedstawia siù æ, z jakà naleýy dziaù aã na atom
o wspóù rzæ dnych (x,y), aby otrzymaã taki sam efekt, jaki daje nieliniowa czæ úã (6.4).

Sumaryczny wektor Burgersa zdefiniowano nastæ pujà co:

(6.6) £P*Dxk = ]? Rk0k.
C intC

Po lewej stronie równania sumowanie odbywa siæ po odcinkach konturu C (gdyý DQ
oznacza przyrost wielkoú ci Q na elementarnym odcinku konturu C), a po prawej stronie
równania po komórkach zawartych wewnà trz konturu C. Tutaj

(6.7) Rk =  e,kDù tk i h- 1,2,
a eik jest antysymetrycznym tensorem jednostkowym

(6.8) en = e2 2 = 0, sj.2 = - ea i = 1.
Wielkoúã zdefiniowana jako

(6.9) R,A(x,y) = oc(x,y)
gra takà samà rolæ, jak gæ stoúã dyslokacji, w omawianym przypadku dyslokacji ú rubowych,
w teorii kontynualnej. Pole a(x, y) jest okreú lone dla caù kowitych wartoú ci x i y, a poszcze-
gólne jego elementy mogà przyjmowaã trzy wartoú ci: 0 — gdy w danej komórce nie ma
dyslokacji i + 1 — gdy w komórce znajduje siæ dyslokacja o wektorze Burgersa równym
± b.

Ukù ad równañ
- DkSV"(x,y)=f(x,y),

( } RkPk(x,y) = «(x,y),
po prostych przeksztaù ceniach da siæ sprowadziã do postaci

(6.11) - aDk Dk pt = Dif-  aRi a,

gdzie a = [i  jest moduù em ú cinania. Równanie to rozwià zano metodà funkcji Greena
i znaleziono, ýe

(6.12) P(x,y) = —

gdzie * oznacza splot dyskretny:

(6- 13) Q*P =

1 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78



18 R. KOTOWSKI

a G jest funkcjà Greena
n

(6.14) G(x,y) = ~ r ^ ^ £
2rc i ] / (2- cos< ?2)

2- l
przy czym G(0,0) = 0,0.

Poniewaý dyslokacja znajduje siæ w tej samej komórce, w której jest poczà tek ukù adu
wspóù rzæ dnych, wiæc
(6.15) a(x,y) = dxOdyO,
gdzie bu jest deltà Króneckera, a wzory na dystorsje zapisujà siæ nastæ pujà co:

(6.16)
+  G(x,y+]/ 2)- G{x,y- ll2),

RODZINA I • • —•  RODZINA U
0.5- 0.25 0,5- 0,25

Nie ma sù abych Nie ma sù abych

- (7(je+l/ 2, j/ )+ '0(je- l/ 2, j>).

RODZINA I

0.5- 0,1817

wiazan.

) Q25tQ.11

Q—
i Q1134- Q0752

wiazan

I 0,25*0,1411

1141—

. 0,W1l- Q1024

II IIHù- H—

t 0 , 5 - 0

0,1817* 0,1147

i 0)U7- qp883

II HUH-

= = 00752^0,0562 , 0,1024^00917 10,0883- 0,0817

fi- Hh IIS3+- ii [QB+-

4= 0,0562- 0,0449

H- H+-
0D 917- 0,0709

U— II

0.0817- Q0636

4+ ~

= Q0449- 00373

H4 4 - II

0,0709*0,057̂ 0,0636- ^0,0522

Rys. 19. Trzy rodziny symetrycznych konfiguracji równowagi sù abych wià zañ przy |, = 0w modelu Roguli.
Obok kaý dej konfiguracji podano zakres y jej waý noú ci; | oznacza dystorsjæ równà 0,5

Wpù yw napræ ý enia zewnæ trznego zostaù uwzglæ dniony przez wprowadzenie jednorod-
nego pola dystorsji fik, Tak wiæc caù kowita dystorsja jest dana wzorem

(6.17) hix,y) = ft(x
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gdzie /?fc(x, y) jest polem dystorsji wywo³anym obecnoœ ci¹  dyslokacji i dane jest wzorami

(6.16).
Zbadane zosta³y dwa procesy:
a) proces zmian konfiguracji równowagi s³abych wi¹ zañ w funkcji y przy f!k = 0;
b) proces zmian konfiguracji s³abych wi¹ zañ w funkcji ftk przy ustalonym y,
W procesie drugim maksymalna fik wystê puj¹ ca w quasi- statycznym ruchu dyslokacji

poprzez komórkê. elementarn¹  jest proporcjonalna do naprê ¿ enia Peierlsa.
Œ ledz¹c proces pierwszy, stwierdzono istnienie trzech rodzin symetrycznych konfiguracji

s³abych wi¹ zañ (rys. 19). W rodzinie I I I  jedna z dystorsji jest równa ± 0, 5, czyli dyslokacja
znajduje siê na krawê dzi komórki. Wybieraj¹c dowoln¹  konfiguracjê z rodziny I, ustalaj¹c
y i zmieniaj¹c odpowiednio /? mo¿ na dojœæ tylko do jednej z konfiguracji z rodziny I I .
¯ aden proces tego typu nie wyprowadza dyslokacji na krawê dŸ komórki (rys. 20) (uwaga
ta nie dotyczy pierwszej konfiguracji (bez s³abych wi¹ zañ) z rodziny I) . Przy równoczesnej
zmianie obu pk otrzymano ci¹g konfiguracji o rosn¹ cej liczbie s³abych wi¹ zañ (rys. 21),
a w ostatniej konfiguracji z tego ci¹ gu dwie dystorsje s¹  równoczeœ nie równe 0,5. Proces
ten prowadzi do kruchego zniszczenia kryszta³ u. Tak wiêc konfiguracje z rodziny I odpo-
wiadaj¹  dyslokacjom utwierdzonym.

=00
= Q0

ii—x w—r e

^ = 0 0
i=003652

(a)

'=0010009
= 00

y/ ³=GO10193
=0.0

!—00
(b)

Rys. 20. Przyk³ady zmian konfiguracji s³abych wi¹ zañ w funkcji fi, dla (a) (0,2500, 0,1817) e y = 0,2;
(b) (0,1817, 0,1134) e y = 0.12 w modelu Roguli

Konfiguracje z rodziny I I  (oprócz pierwszej) maj¹  œ ciœ le wyznaczon¹  p³ aszczyznê'
poœ lizgu dyslokacji. Dyslokacja osi¹ ga konfiguracjê z rodziny I I I  (a wiêc jest dyslokacj¹,
ruchom¹) tylko wtedy, gdy naprê ¿ enie zewnê trzne jest przy³o¿ one do kryszta³u w taki
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sposób, ¿e si³a dzia³a na dyslokacjê równolegle do kierunku, w którym jest najwiê cej
s³abych wi¹ zañ. Przyk³ady takich procesów pokazano na rys. 22.

N a rys. 23 pokazano w funkcji y (w skali y~r) zmiany konfiguracji s³abych wi¹ zañ
(z rodziny I I  i III ) w trakcie zmiany po³o¿ enia dyslokacji u. Gdy u = + 0, 5, to dyslokacja
znajduje siê na krawê dzi komórki, a u = 0 jest równowa¿ ne u = 1. Liniami ukoœ nymi
zakreskowano obszary, w których dana konfiguracja jest stabilna, co odpowiada minimum
energetycznemu, a liniami poziomymi obszary niestabilnoœ ci konfiguracji (maximum
energetyczne).

00 0.02877/,

Hr - f-

0034537

0.034954

- 0.002204

I 0.006058

T 0.011317
O- M-  +Q5

|  0018347

JUHf-

Rys. 21. Ci¹g konfiguracji w modelu Roguli dla
y = 0, 095 przy równoczesnej zmianie pk, k =
= 1, 2; |8j = p2. Przy ka¿ dej konfiguracji podano

osi¹ gniê t¹  wartoœæ P

0.005
Q010
0.015

0.005-
0.010'
0.015'

if =0.23

- /— —0.0109

u
- <r ~ - 0.0077

jf=0.181 7

0.004
0003
0.002
0.001

00
0.003'
0.002
0001'

r= o.i7

0.0037

]= 0.1411

(a)
li 4—

(b)

Rys. 22. Zmiany (9 w funkcji po³o¿ enia dyslokacji
//  w modelu Roguli; (a) ye [0,1411, 0,1147];

(b) ye 10,1147, 0,10241

N a rys. 24 podano schematyczne przekroje powierzchni energii p³aszczyzn¹  prostopad³¹
do p³aszczyzny poœ lizgu dyslokacji. Linie poziome odpowiadaj¹  tym wartoœ ciom y, dla
których naprê ¿ enie Peier³sa jest zerowe. Stwierdzono istnienie niesymetrycznych po³ o¿ eñ
równowagi dyslokacji wewn¹ trz komórki.

Zale¿ noœæ naprê ¿ enia Peier³sa od parametru modelu y pokazano na rys. 25. Jeœ li by nie
uwzglê dniaæ punktów, w których naprê ¿ enie znika, to oprócz zakresu y e [0.5, 0.25], wraz
ze wzrostem y~x maleje ono wyk³adniczo.



0.0636 |ó
0.062 I

Rys. 23. Wykres zmian konfiguracji s³abych wi¹ zañ
w modelu Roguli w funkcji y i u. II  Ml I — obszary
konfiguracji stabilnych; = = .— obszary konfiguracji nie-

stabilnych

0.0636 5.7233

Rys. 24. Schematyczne przekroje powie-
rzchni energii dyslokacji p³aszczyzn¹  pros-
topad³¹  do p³aszczyzny poœ iizgu w funkcji

y w modelu Roguli

2 3 4 "5 6 7 8 ' 9 10 11 12 13 W 15 16 17 „
(0.25) (01817) (01411) (0.1147) (0,10241(00917) (00813) (0.0709) (0D6'49)

Rys. 25. Wykres zmian naprê ¿ enia Peierlsa w funkcji y~x w modelu Roguli. W nawiasach podano wartoœ ci

y dla których nastê puje zmiana konfiguracji; tp = afSp

121 ]
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7. Modele póldyskretne

W ci¹ gu ostatnich kilkunastu lat w zwi¹ zku z postê pem w dziedzinie budowy elektro-
nicznych maszyn cyfrowych, które s¹  coraz szybsze i maj¹  coraz wiê ksz¹  pamiê æ, gwa³ townie
rozwinê ³a siê nowa technika teoretycznego badania w³asnoœ ci materia³ ów, tzw. metoda
symulacji komputerowej. Przegl¹d zagadnieñ rozwi¹ zywanych t¹  metod¹  mo¿ na znaleŸæ
np. w pracach [20] i [21]. Wiele prac poœ wiê cono dyslokacjom przede wszystkim w struk-
turach szeœ ciennych centrowanych objê toœ ciowo (bcc) [22]. Wspóln¹  cech¹  wszystkich
modeli dyslokacji rozwi¹ zywanych metod¹  symulacji komputerowej jest podzia³ kryszta³u
na dwie czê œ ci: w obszarze I uwzglê dnia siê atomow¹  (dyskretn¹) budowê kryszta³ u,
natomiast w obszarze I I  korzysta siê z kontynualnej teorii sprê ¿ ystoœ ci. Dyslokacja znajduje
siê oczywiœ cie w obszarze I (rys. 26). W obszarze I rachunki przeprowadza siê korzystaj¹c
z dwucia³owych pó³empirycznych potencja³ów, przy czym uwzglê dnia siê oddzia³ywanie

Rys. 26. Pó³dyskretny model dyslokacji wg [23].
Obszar I  (zakropkowany), w którym uwzglê dnia
siê dyskretn¹  budowê kryszta³u od obszaru I I
(zakreskowanego), w którym korzysta siê z wy-
ników kontynualnej teorii sprê ¿ ystoœ ci oddziela

sztywna granica F

Rys. 27. Pó³dyskretny model dyslokacji z elas-
tyczn¹  granic¹  i nak³adaj¹ cymi siê obszarami

I i II

nie tylko najbli¿ szych, ale i dalszych s¹ siadów. Stosuje siê w tych modelach zasadniczo
dwa podejœ cia: gdy granica F oddzielaj¹ ca czê œæ atomow¹  modelu od ci¹ g³ej jest sztywna
(rigid boundary) i gdy granica ta jest elastyczna (flexible boundary). W metodzie pierwszej
wylicza siê po³o¿ enia atomów na granicy zgodnie z liniow¹  lub nieliniow¹  [23] teori¹
sprê ¿ ystoœ ci, izotropow¹  lub anizotropow¹, a nastê pnie atomy w obszarze I poddaje siê
procesowi relaksacji. W podejœ ciu drugim (rys. 27) stosuje siê proces iteracyjny. W pierw-
szym kroku przeprowadza siê obliczenia w obszarze I ze sztywn¹  granic¹  i \ . Nastê pnie
wykonuje siê obliczenia zgodnie z teori¹  sprê ¿ ystoœ ci w obszarze I I  bior¹c pod uwagê
warunki brzegowe na F2 otrzymane na podstawie kroku pierwszego. W trzecim kroku
wykonuje siê obliczenia w obszarze I z pozycjami atomów na F1 ustalonymi przez drugi
krok. Metoda ta ma tê przewagê nad pierwsz¹, ¿e pozwala uzyskaæ podobne rezultaty przy
du¿o mniejszym obszarze I, co z kolei przyczynia siê do znacznego zaoszczê dzenia czasu
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maszyny. Poœ wiê cone tej metodzie s¹  np. prace TEODOSIU i NICOLAE [24] oraz TEODOSIU,
NICOLAE i PAVEN [25].

Przy pomocy powy¿ ej zarysowanych metod badano w kryszta³ach miê dzy innymi
wp³yw naprê ¿ eñ zewnê trznych na geometriê poœ lizgu dyslokacji, tak œ rubowych, jak i kra-
wê dziowych. N a przyk³ ad, BASIÑ SKI, DUESBERY, TAYLOR [26, 27], stwierdzili, ¿e dla dy-

slokacji œ rubowej w sieci bcc sodu naprê ¿ enie Peierlsa zale¿y od orientacji przy³o¿ onego
naprê ¿ enia zewnê trznego i ma minimaln¹  wartoœæ 0,0105 / i dla poœ lizgu w kierunku bliŸ-
niakowania na p³ aszczyznach {112}. W fazie hcp sodu naprê ¿ enie to jest co najmniej
25 razy mniejsze. Stwierdzono równie¿, ¿e ruch dyslokacji œ rubowej w sieci hcp jest ogra-
niczony tylko do jednej p³aszczyzny poœ lizgu, gdy natomiast w sieci bcc ma miejsce po-
przez jednostkow¹  translacjê po p³aszczyznach {110} z prawem wyboru, ¿e dwa kolejne
przesuniê cia nie mog¹  mieæ miejsca na tych samych p³aszczyznach poœ lizgu.

8. Zakoñ czenie

Z przedstawionych modeli widaæ, ¿e problem naprê ¿ enia Peierlsa jest bardzo z³o¿ ony.
Peierls i N abarro otrzymali wynik sprzeczny z oczekiwaniami: konfiguracje symetryczne,
o których s¹ dzono, ¿e maj¹  energiê mniejsz¹  okaza³y siê niestabilne. Próby obliczenia
naprê ¿ enia Peierlsa w jednowymiarowym modelu dyslokacji Frenkla- Kontorovej przez
KRATOCHVILA i INDENBOMA [7] oraz WEINERA i SANDERSA [8], w modelu dyslokacji œ ru-

bowej SANDERSA [17] oraz w trójwymiarowym modelu dyslokacji œ rubowej ROGULI [19],
wskaza³y na jego now¹  istotn¹  cechê: naprê ¿ enie Peierlsa oscyluje wraz ze zmian¹  para-
metru modelu y charakteryzuj¹ cego materia³, a dla niektórych jego wartoœ ci jest równe
zeru. Oznacza to, ¿e przewiduje siê mo¿ liwoœæ istnienia takich kryszta³ów, w których
dyslokacje mog¹  przemieszczaæ siê przy zerowych si³ach zewnê trznych. Fakt ten dla wielu
badaczy wydaje siê byæ ma³o prawdopodobny. Modele te potwierdzi³y równie¿ wynik
Peierlsa i N abarro. Stwierdzono mianowicie, i¿ fakt czy dane po³o¿ enie równowagi
dyslokacji jest stabilne czy te¿ niestabilne zale¿y od materia³ u, w którym badano dys-
lokacjê.

Du¿ ym zaskoczeniem by³o stwierdzenie w modelu Roguli, ¿e w sieci szeœ ciennej prostej
istniej¹  takie konfiguracje s³ abych wi¹ zañ, dla których dyslokacje s¹  utwierdzone. Znaczy
to mianowicie tyle, ¿e dyslokacja nie mo¿e byæ przepchniê ta do s¹ siedniej komórki bez
spowodowania zniszczenia kryszta³ u. S¹  to konfiguracje o najwy¿ szej, czterokrotnej sy-
metrii obrotowej, gdzie s³abe wi¹ zania uk³adaj¹  siê w kszta³cie krzy¿ a. Dyslokacja staje
siê ruchoma, tzn. ¿e mo¿ na j¹  przeprowadziæ do s¹ siedniej komórki dopiero wtedy;

gdy konfiguracjê krzy¿ ow¹  s³ abych wi¹ zañ doprowadzi siê do konfiguracji w kszta³cie
paska.

We wszystkich dotychczasowych próbach obliczenia naprê ¿ enia Peierlsa uwzglê dniano
tylko oddzia³ ywania dwucia³ owe. Jest rzecz¹  prawdopodobn¹, ¿e przynajmniej w j¹ drze
dyslokacji i jego najbli¿ szym otoczeniu du¿¹  rolê odgrywaj¹  oddzia³ywania wielocia³owe.
Tak wiê c, nie bê dzie mo¿ na mówiæ o pe³nym sukcesie dopóty, dopóki nie zostanie roz-
wi¹ zane zadanie oddzia³ ywania wielu cia³. N a obecnym etapie pozostaje tylko nadzieja, ¿e
do wyg³adzenia krzywej tfp(y) byæ mo¿e wystarczy uwzglê dnienie oddzia³ywania dalszych
s¹ siadów.
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S u m m a ry

DISCRETE MODELS OF DISLOCATIONS

The Frenkel- Kontorova, Peierls- Nabarro, Maradudin, Sanders and Rogula discrete models of disloca-
tions are discussed. Attempts to calculate Peierls stress in these models are briefly reviewed.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHN IKI  PAN
WARSZAWA

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 8 kwietnia 1977 r.
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SAM OC Z YN N E WYWA¯ AN IE WIRN IK A P OD P AR TE GO SPRÊ ¯ YŒ CIE W D WÓ CH
KIERU N KAC H

TADEUSZ M A J R W S K I (WARSZAWA)

Przebadano wirnik, który jest niewywa¿ ony statycznie i pod dzia³aniem nierówno-
wa¿ nych si³ odœ rodkowych porusza siê ruchem p³ askim w ten sposób, ¿e oœ obrotu wir-
nika 0 mo¿e przemieszczaæ siê wzd³u¿ osi x i y nieruchomego uk³ adu wspó³ rzê dnych
xAy. W cylindrycznym podtoczeniu znajduj¹  siê elementy swobodne, np. kulki. Schemat
takiego wirnika przedstawiony jest na rys. 1.

Rys. 1. Schemat uk³adu

W pracy [1] rozpatrzono zachowanie siê niewywa¿ onego wirnika, którego oœ obrotu
zosta³a podparta sprê ¿ yœ cie w jednym kierunku i wykazano, ¿e przy prê dkoœ ciach nad-
krytycznych OJ > coOx elementy swobodne przemieszczaj¹  siê do po³o¿ eñ zapewniaj¹ cych
wywa¿ enie siê uk³ adu.

W stosunku do uk³ adu z rys. 1 przyjmuje siê nastê puj¹ ce za³ o¿ enia: bie¿ nia,
po której poruszaj¹  siê elementy wywa¿ aj¹ ce ma kszta³t okrê gu, którego œ rodek
pokrywa siê z osi¹  obrotu 0, wirnik obraca siê ze sta³¹  prê dkoœ ci¹  co — const, elementy
wywa¿ aj¹ ce poruszaj¹  siê w p³aszczyŸ nie poziomej i w zwi¹ zku z tym pominiê te zostan¹
si³y ciê ¿ koœ ci, istniej¹ ce si³y oporu s¹  proporcjonalne do prê dkoœ ci, elementy wywa¿ aj¹ ce
tocz¹  siê bez poœ lizgu i oderwañ oraz nie zderzaj¹  siê.

nx,ny

M
m

Me

x , Ky

nx

r
J

Wa¿ niejsze oznaczenia

masa wirnika,
masa elementu wywa¿ aj¹ cego,
niewywa¿ enie statyczne wirnika,
sztywnoœ ci podparcia sprê ¿ ystego w kierunku osi x i y,
wspó³czynniki oporu wiskotycznego dla wirnika i elementu,
promieñ elementu swobodnego,
masowy moment bezw³adnoœ ci elementu wzglê dem jego osi symetrii.
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1. Równania ruchu i warunki wywaý enia siæ ukù adu

Wirnik z n elementami swobodnymi ma 2+n stopni swobody, przy czym niezaleý nymi
wspóù rzæ dnymi uogólnionymi sà x,y, a.t. Masy i promienie wszystkich elementów przyj-
muje siæ jednakowe. W oparciu o równania Lagrange'a uù oý ono równania ruchu ukù adu.
Równania te majà postaã

(1) (M+nm)x+nxx+kxx = Meco2coswt+mR

n

+ mR \ a,- sin(co^- fai)

n

(2) (M+nm)y + nyy + kyy = Mew2s'ma)t + mR £ (co + Ui)2s'm(wt+ai) +

n

— mR \ 'di cos(cot + at),

(3) mzR'di = m

gdzie mz = m+Jjr2, i = 1,2, . . . , «.
Równania (1) i (2) opisujà drgania postæ powe osi wirnika 0 w kierunkach x i y. N a-

tomiast równania (3) opisujà ruch poszczególnych elementów swobodnych wzglæ dem
wirnika.

Niewywaý ony wirnik wykonuje drgania pod dziaù aniem siù odú rodkowych. N a skutek
- jego drgañ pojawiajà siæ pewne siù y, które starajà siæ przesunàã elementy swobodne wzglæ-
dem wirnika. Mogà one zatem zajàã takie poù oý enia koñ cowe <xik, przy których ukù ad
byù by caù kowicie wyrowno waý ony. Wtedy prawe strony równañ (1), (2) bæ dà równe
zeru dla dowolnej chwili t. Moýe to zachodziã wtedy, gdy wspóù czynniki stojà ce przy
funkcjach smcat, cosmt sà równe zeru. Stàd otrzymujemy

mR y sina,- jt = 0,
;= i

(A \

Me +  mR £ cos aik ==  0.

Równania róý niczkowe (1) - (3) ze wzglæ du na swojà zù oý onoú ã, nieliniowoúã i wzajem-
ne sprzæ ý enie sà trudne do rozwià zania. Rozwià zywano je numerycznie metodà RU N G EG O-
KUTTY na EMC ODRA 1204. Przeprowadzono obliczenia dla szeregu wartoú ci præ dkoú ci
kà towej a>. Wykresy z rys. 2 i 3 przedstawiajà zachowanie siæ w czasie wirnika i elementów
wywaý ajà cych w przypadku wywaý ania jednà kulkà n = 1. Masa kulki jest tak dobrana,
ýe mR = Me. Zgodnie z warunkami (4) poù oý enie elementu, przy którym ukù ad bæ dzie
caù kowicie wywaý ony jest ak =  + TC.

Wykresy z rys. 4 odnoszà siæ do tego samego wirnika z tym, ýe do wywaý ania uý yto
dwóch jednakowych kulek. W tym przypadku ich masy powinny byã takie, ý eby 2mR >
> Me, a wspóù rzæ dne koñ cowe ocik> a2k, przy których wirnik byù by caù kowicie wywaý ony,
okreú la zaleý noúã
(5) alk = —a2k = &Tccos[—Me/ 2mR].
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Rys. 2. Wywa¿ anie jednym elementem

oi [ma]

• )D SO no m IBO im" *3o Wa

Me'/ rrP

T- at

Rys. 3. Wywa¿ anie jednym elementem
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Przyk³adowe przebiegi x{r), y(z), OC(T) przedstawione na rys. 2H -4 wskazuj¹, ¿e przy
prê dkoœ ciach a> > co0x, co0y, gdzie wOx = ~\ jkx\M, coOy = ]/ k y/ M, elementy wywa¿ aj¹ ce
rzeczywiœ cie d¹ ¿¹  do po³ o¿ eñ aik, przy których uk³ ad jest wywa¿ ony, a drgania wirnika
stopniowo zanikaj¹. Równie¿ dla pewnych prê dkoœ ci co0x < co < oo0y mo¿ na uzyskaæ
wywa¿ enie siê uk³ adu, jak pokazuj¹  wykresy z rys. 3.

°i[ tad]

Rys. 4. Wywa¿ anie dwiema kulkami

2. Rozwi¹ zanie uproszczone

n n

Wyra¿ enia mR ^ K;sin(ft)¿ + a;), mR ^ a,cos(co?+ a() wystê puj¹ ce w równaniach (1)

i (2) mo¿ na pomin¹æ bez obawy pope³nienia wiê kszego b³ ê du, gdy¿ s¹  one du¿o mniejsze
w stosunku do pozosta³ ych cz³onów i zanikaj¹  jednoczeœ nie z zanikaniem drgañ wirnika.
Po tym uproszczeniu prawe strony równañ (1) i (2) przedstawiaj¹  sumê rzutów si³ od-
œ rodkowych na oœ x lub y.

W zwi¹ zku z tym mo¿ emy przyj¹æ drgania wirnika jako sumê drgañ od poszczególnych
si³ odœ rodkowych dzia³aj¹ cych na wirnik:

(6)

x(t) = a0xcos(ojt- <p0x)+  J? aixcos(wt+Ui- (pix),
1 = 1

y(t) = aOysin(mt~q)Oy) +

/ =!

gdzie aOx ,atx, êOx, q>ix s¹  amplitudami i k¹ tami przesun iê cia fazowego dla drgañ w kierunku
osi x, aOy, aiy, q>Oy, q>iy oznaczaj¹  amplitudy i fazy d la drgañ w kierunku y.



SAMOCZYNNE WYWAÝ ANIE WIRNIKA 29

Równanie (3) opisuje ruch / - tego elementu swobodnego pod dziaù aniem siù y:

(7) Pi =  ;

Zaleýy ona od przyspieszeñ, jakie wystæ pujà w poszczególnych ruchach skù adowych osi
wirnika. Jeý eli przyjæ to drgania wirnika jako sumæ drgañ harmonicznych, to siùa Pt, po
wykorzystaniu zaleý noú ci (6), moýe byã przedstawiona w postaci

n

(8) Pt = - ~0,5mm2e[a'oxsm(ar

2j
J- l

n

- 0,5ma>2e[a'Oxsin(2co? + at~ fOx)+b 2J a'jx( 1 + a,- /cu)2sin(2co/  + a{ + ctj
7 = 1

+ 0,5mm2e[a'Oysm(2mt +at- cpOy)- \ - b £ ajy{\  + ajl(n)2s'm(2u>t + a; + a; - ^ j, ) ],
/-i

gdzie b = niR/ Me, a'0= ao/ e, a\ ~ ajbe.
Wpracach [1,2] wykazano, ýe czù ony okresowe wzglæ dem czasu wystæ pujà ce w zaleý noú ci

(8), majà maùy wpù yw na ruch elementu wywaý ajà cego. W dodatku wystæ pujà one z prze-
ciwnymi znakami, przez co ich wpù yw wzajemnie siæ znosi. Do dalszych rozwaý añ moý na
przyjàã uú rednionà siùæ Pt jako

T

(9) , Pi^yfPtdt, gdzie
b

Po wprowadzeniu oznaczeñ

Po =  0,5 mw2c,
n

Fix = ~ Wox sin(a( + <pOx) + b £ a'jx( I + a,/ w)2 X sin(a; - «/  + æJx)],
(1°) Jml

Fiy =  - [a'Oyñ n{<Xi- À - (pOy)- ]rb

À = Fix+F ly,

siùæ Pt moý na zapisaã w postaci

(11) Pt = Pix + Piy =  Po(F„x+F iy) - P0Fi.

Wyraý enie Po decyduje o wartoú ci siùy Pt. N atomiast Ft — Fix+F ty jest bezwymiarowà
funkcjà okresowà wzglæ dem a£ i przedstawia zmianæ siùy wymuszajà cej Pt w zaleý noú ci
od poù oý enia poszczególnych elementów. Funkcje Fix, F(y pochodzà odpowiednio od
drgañ wzdù uý osi x lub y. Jeý eli præ dkoúã kà towa jest niezbyt duý a, a jedna ze sztywnoú ci
jest bardzo duýa np. ky, tak ýe m À a>Oy, to wtedy Fy -> 0 i wówczas otrzymujemy ukù ad,
który moýe drgaã tylko w jednym kierunku. G dy wirnik podparty jest w ten sposób, ýe
sztywnoú ci w obu kierunkach sà jednakowe (kx — ky), a wspóù czynniki oporu równe
(nx ~ ny), wówczas coOx =  co0y i w dalszej kolejnoú ci Fix = Fiy.
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W tym przypadku si³a wymuszaj¹ ca ruch / - tego elementu

(12) Pt - Ê = Po î - 2Pof t a

jest dwa razy wiê ksza w porównaniu z si³¹  wystê puj¹ c¹  w przypadku wirnika podpartego
sprê ¿ yœ cie tylko w jednym kjemnku, a si³y okresowe wzglê dem czasu nie wystê puj¹.

Rys. 5. Wykres funkcji F =

Rys. 6. Wykres funkcji
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Wartoœæ si³y P; jest proporcjonalna do kwadratu prê dkoœ ci k¹ towej wirnika. Przy-
k³ adowo na rys. 5 przedstawiono funkcjê Ft dla przypadku wywa¿ ania jedn¹  kulk¹ . Prze-
bieg funkcji JF; dla prê dkoœ ci k¹ towych wirnika co < co0x, co0y jest inny ni¿ dla prê dkoœ ci
wiê kszych od czê stoœ ci drgañ w³asnych. Funkcja F; przyjmuje wartoœ ci zerowe w dwóch
punktach. Jednym z nich jest po³o¿ enie elementu a — ±n, przy którym uk³ad by³by
wywa¿ ony.

Wykres na rys. 6 przedstawia funkcjê Fy dla przypadku wywa¿ enia dwiema kulkami.
Funkcje F± i F2 przyjmuj¹  jednoczeœ nie wartoœ ci zerowe, gdy oba elementy znajd¹  siê
w po³ o¿ eniach alk, a2k okreœ lonych zale¿ noœ ci¹  (4).

3. Statecznoœæ

Przyjmuj¹ c, ¿e elementy wywa¿ aj¹ ce zajê ³y po³ o¿ enia aik, przy których uk³ ad by³by
ca³kowicie wywa¿ ony wprowadza siê «ma³e» zak³ ócenia ruchu i bada ten ruch. Je¿ eli bê dzie
on zanikaj¹ cy œ wiadczy to o statecznoœ ci uk³ adu. W przypadku, gdy elementy wywa¿ aj¹ ce
oddalaj¹  siê od po³ o¿ eñ alk oznacza to, ¿e po³ o¿ enia te nie s¹  po³o¿ eniami równowagi
trwa³ ej.

Statecznoœæ zostanie zbadana w oparciu o równanie ruchu

(13) mMM t = ~Pi- nxRu.i,

gdzie si³ê Pt okreœ la zale¿ noœæ (11). Przebadano przypadek coox = o)0y = ft>o- Wspó³ rzê dna
okreœ laj¹ ca po³ o¿ enie elementu wywa¿ aj¹ cego mo¿e byæ zapisana w postaci

(14) ot => aik+fji,

gdzie rji(t)  jest ma³ ym przemieszczeniem wzglê dem aik.
Po podstawieniu wyra¿ enia ,(14) do zale¿ noœ ci (11) na si³ê Pu rozwiniê ciu jej w szereg

Taylora i wziê ciu pod uwagê pierwszych dwóch wyrazów rozwiniê cia otrzymujemy za-
le¿ noœæ na si³ê, gdy elementy znajduj¹  siê w s¹ siedztwie po³o¿ eñ aik. Po jej podstawieniu
do (13) otrzymujemy równania ruchu zak³ óconego. W przypadku wywa¿ ania jedn¹  kulk¹
równania te przyjmuj¹  postaæ

(15) aQri  + ai7] + a2ti = 0, .

gdzie a0 = m^Rlmca ̂ — 2aósm<po + niRlma>e,a2 = — aócos<p0, a pochodne s¹  okreœ lone
wzglê dem zmiennej r — mt.

Jest to równanie ró¿ niczkowe o wspó³czynnikach niezale¿ nych od czasu. Statecznoœæ
zbadano w oparciu o kryterium Hurwitza. Rozwi¹ zanie równania (15) jest stateczne,
gdy jego wspó³czynniki spe³niaj¹  warunki: a0 > 0, ax > 0, a2 > 0. Pierwsze dwa s¹
zawsze spe³ nione, natomiast ostatni warunek jest spe³niony tylko dla prê dkoœ ci k¹ to-
wych wiê kszych od prê dkoœ ci krytycznych.

Równania ró¿ niczkowe opisuj¹ ce ruch zak³ócony dwóch elementów wywa¿ aj¹ cych
maj¹  postaæ:

=  0,

2i]i  =  0.

Rozwi¹ zañ powy¿ szych równañ szukamy w postaci

(17) Vl = V , r,2 = X2e",
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a po ich podstawieniu do (16) i przyrównaniu wyznacznika charakterystycznego do zera
otrzymujemy równanie czwartego stopnia

(18) a0r
¥ +  air

3+a2r
2 + a3r + a = 0 .

Sta³e a, b, c w równaniach (16) i (18) zale¿¹  od parametrów uk³ adu, takich jak m, R, b,
e, w. Pierwiastki równania (18) maj¹  ujemne czê œ ci rzeczywiste, gdy wspó³czynniki tego
równania spe³niaj¹  cztery warunki:

«i > 0, a3 > 0, aA> 0,

03(0102- a0a3)- ci4.aj > 0.

e.- fyOH n,- - 0Akg/ &
b- -̂ f ax=<iv- 60rd/ sek,M % m°D,0}ks

_ \ , . + + t 4-+  + + + +  + + + + + +  + + +- +  + + + f- H -³ J.+H H + + ³ +

"" statecznoœ ci
25 3 Obszar stateczny + , obszar niestateczny -

Warunek pierwszy i trzeci s¹  zawsze spe³nione, zaœ warunek drugi jest spe³ niony tylko
dla ro > a>0. Sprawdzenia wymaga czwarty warunek w zakresie prê dkoœ ci nadkrytycznych.
Stwierdzono, ¿e w zasadzie po³o¿ enia elementów wywa¿ aj¹ cych <xlk, u2k s¹  po³ o¿ eniami
równowagi trwa³ej przy prê dkoœ ciach w > a>0. Jedynie bardzo blisko prê dkoœ ci krytycznej
<o0 i dla b x 0,7 pojawiaj¹  siê obszary niestateczne.

Ze wzrostem wartoœ ci wspó³czynników t³ umienia drgañ nx, ny obszar niestateczny
powiê ksza siê. N a rys. 7 przedstawiono zakresy prê dkoœ ci k¹ towych wirnika, przy których
po³o¿ enia alk, a2k s¹  stateczne.

4. Rola oporów toczenia

W poprzednich rozwa¿ aniach uwzglê dniono jedynie t³ umienie typu wiskotycznego.
Wspó³czynnik oporu toczen ia/ jest ma³¹  wielkoœ ci¹. Jednak si³a odœ rodkowa dzia³aj¹ ca
na element wywa¿ aj¹ cy jest znaczna, co powoduje, ¿e wp³yw oporów toczenia na zacho-
wanie siê uk³ adu jest du¿ y. Bê dzie on decydowa³ o dok³ adnoœ ci ustawienia siê elementów
wywa¿ aj¹ cych, a przez to bê dzie wp³ywa³ na dok³ adnoœæ wywa¿ enia siê uk³ adu.

Przyjmuj¹ c, ¿e ruchom elementów wywa¿ aj¹ cych przeciwstawiaj¹  siê tylko opory
toczenia, równanie ruchu /- tej kulki lub rolki o promieniu ;•  ma postaæ

(20) mzERi = m[3csin(co* + aj)—j;cos(co? + aj)]— Nt—signa,

gdzie Ni = mRco2.
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Ró¿ niczkowe równania ruchu wirnika (1), (2) pozostaj¹  bez zmian. Równania ruchu
uk³ adu rozwi¹ zano numerycznie dla szeregu wartoœ ci prê dkoœ ci k¹ towych i wspó³czynników
oporu otoczenia. Przyk³ adowe rozwi¹ zania równañ (1), (2) i (20) s¹  przedstawione na
rys. 8 i 9.

so io aS S3 TO w m 33 Ew S «Œ5 m iso ST

Rys. 8. Wywa¿ anie dwiema kulkami

- is is it® i *
Rys. 9. Wywa¿ anie dwiema kulkami

3 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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Przy prê dkoœ ci k¹ towej wirnika w > mox, coOy i oporze toczenia /  # 0 elementy wy-
wa¿ aj¹ ce zajmuj¹  po³o¿ enia koñ cowe przesuniê te o A a{ wzglê dem alk przy których uk³ ad
by³by wywa¿ ony idealnie.

Element wywa¿ aj¹ cy nie zacznie siê toczyæ dopóki jest spe³niony warunek

(21) \Pi\ rsNtf.

Wielkoœæ szcz¹ tkowego niewywa¿ enia, jakie pozostaje przy niedok³ adnym ustawieniu siê
elementów wywa¿ aj¹ cych zostanie wyznaczona dla przypadku takiego podparcia wirnika,
¿e a)Ox - wOy - w0. Traktuj¹c odchy³kê Acct jako ma³¹  wielkoœ æ, a nastê pnie rozwijaj¹c
wyra¿ enie (12) na si³ê dzia³aj¹ c¹  na /- ty element i bior¹c pod uwagê pierwsze dwa wyrazy
rozwiniê cia, otrzymujemy zale¿ noœæ na si³ê P; > gdy element wywa¿ aj¹ cy znajduje siê blisko
po³o¿ enia ai k . Po podstawieniu do (21) obliczamy maksymalne odchy³ki A am a x, a nastê pnie
maksymalne niewywa¿ enie Zl|ikT<?|1Tiax jakie mo¿e pozostaæ.

W przypadku zastosowania jednego elementu wywa¿ aj¹ cego:

(23)

er

A|M e|m ax S
IRMf

Z zale¿ noœ ci (22) i (23) wynika, ¿e dla wirnika podpartego sprê ¿ yœ cie w dwóch kierunkach
b³ ¹d ustawienia siê elementu wywa¿ aj¹ cego AamM jest dwa razy mniejszy w porównaniu
z identycznym uk³adem podpartym sprê ¿ yœ cie tylko w jednym kierunku [1], Odchy³ka
^«ma* i niewywa¿ enie szcz¹ tkowe A\Me\ma% s¹  proporcjonalne do wspó³czynnika oporu
toczenia / . B³¹d ustawienia elementu i niewywa¿ enia szcz¹ tkowe zale¿¹  od wyra¿ enia
l/ aó|cos9?0|, które jest funkcj¹  prê dkoœ ci k¹ towej wirnika (rys. 10).

i

na

QS- I - V--

7 8

Rys. 10. Wykres funkcji 1/oólcosipol Rys. 11. Ustawienie elementów wywa¿ aj¹ cych'

Je¿ eli chcemy uzyskaæ ma³e niedok³ adnoœ ci, to operacjê wywa¿ enia nale¿y przeprowa-
dzaæ przy prê dkoœ ciach co niewiele wiê kszych od co0x i a>Oy.

W przypadku u¿ ycia dwóch kulek z warunku (21) otrzymujemy cztery rozwi¹ zania
ze wzglê du na ich ustawienie siê wzglê dem al!c, a2k- N a rys. 11 przedstawiono dwie mo¿ li-
woœ ci ustawienia siê kulek. W pierwszym rozwi¹ zaniu obie kulki s¹  przesuniê te w tym
samym kierunku czyli Aa  ̂ i Aa2 maj¹  ten znak (rys. l la ) :

CJA\ A /  Mf sin(ak + <p0)
2sinatcos2a£ '
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Mf sin( —
(25) A«i m„

Niewywaý enie szczà tkowe w tym przypadku wynosi

MRf 1
(26)

ia0 |cosccfci
Drugie rozwià zanie odpowiada przesuniæ ciu siæ kulek w przeciwnych kierunkach (rys.

l ib ) :

Mf
(27)

(28)

Aai'„

Aró Mf

(29)

mra'o 2sin2afccosat

Niewywaý enie szczà tkowe dla tego rozwià zania wynosi

MRf 1

ra'o sin ak

Pozostaùe dwa rozwià zania róý nià siæ od otrzymanych tylko znakiem. D la ukù adu o pewnych
parametrach przebadano zwià zki (24) - =- (29) w zaleý noú ci od præ dkoú ci kà towej wirnika,
a wyniki przedstawiono na rys. 12. D la præ dkoú ci kà towych a znacznie wiæ kszych od

A)Me\"

• ó\ Me\

MB=0,lkgcm
di. =138'
f- O.OOkm.

4 5 a£
Rys. 12. Zaleý noúã bù æ dów ustawienia kulek i niewywaý enia szczà tkowego od præ dkoú ci kà towej wirnika

præ dkoú ci krytycznej a>0 moý na przyjàã f0 =  n i a'o = 1 przez co zaleý noú ci (24)- =- (29)
znacznie siæ upraszczajà. Odchyù ki Aa,mn i niewywaý enie szczà tkowe A\Me\max malejà,
jeý eli stosunek a>/coo dà ýy do jednoú ci. Z podanych zaleý noú ci wynika, ýe przy zachowaniu
staù ego iloczynu mR niedokù adnoú ci ustawienia siæ kulek i niewywaý enie szczà tkowe
sà tym mniejsze, im mniejszy jest promieñ R. Jeý eli dà ýy siæ do jak najlepszego wywaý enia
ukù adu, to naleýy dobieraã elementy wywaý ajà ce o duý ych promieniach r, lecz poruszajà ce
siæ po torze o maù ym promieniu R. Im mniejsze sà opory toczenia / , tym mniejsze jest
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niewywa¿ enie szcz¹ tkowe. Równie¿ w tym przypadku niedok³ adnoœ ci ustawienia kulek
i niewywa¿ enie koñ cowe, s¹  dwa razy mniejsze w porównaniu z zlam aH i zl[Afe|max dla
takiego samego uk³ adu, ale z podparciem sprê ¿ ystym tylko w jednym kierunku.

5. Badania

Zbudowano stanowisko doœ wiadczalne (rys. 13) odpowiadaj¹ ce modelowi przyjê temu
do rozwa¿ añ teoretycznych i na nim sprawdzono efekt wyrównowa¿ ania siê uk³ adu.

Wirnik 1 o masie M = 2,5 kg podparto sprê ¿ ynami p³askimi pionowymi 2 i poziomymi
3. Takie zawieszenie umo¿ liwia wzbudzanie drgañ wirnika w dwóch kierunkach x i y.
Elementami wywa¿ aj¹ cymi by³y dwie kulki ³o¿ yskowe 4 ka¿ da o masie m = 18,7 g i œ rednicy
16,7 mm. Drgania wirnika rejestrowano przy pomocy tensometrów oporowych 5 nakle-
jonych na sprê ¿ ynach pionowych. Wielkoœæ niewywa¿ enia regulowano iloœ ci¹  podk³ adek
pod œ rub¹  6.

Rys. 13. Stanowisko badawcze

D o napê du wirnika u¿ yto silnika o prê dkoœ ci obrotowej n — 1500 obr/ min. Badanie
przeprowadzono tylko przy jednej prê dkoœ ci. Po ustaleniu siê prê dkoœ ci obrotowej wirnika
kulki by³y uruchamiane przez zwolnienie specjalnej blokady, a nastê pnie po ich ustawieniu
ponownie blokowa¹ e. Kulki ustawiane w ró¿ nych po³ o¿ eniach pocz¹ tkowych a1 0, a2o
zawsze przemieszczacie do po³ o¿ eñ bliskich wartoœ ciom teoretycznym. Odchy³ki ustawienia
kulek nie przekracza³y 8°.

Przyk³adowe wyniki pomiarów:
1) Wirnik wywa¿ ony Me = 0. Pocz¹ tkowe niewywa¿ enie uk³ adu jest spowodowane

przez kulki. W tym przypadku powinny one ustawiæ siê na jednej œ rednicy, tzn. <x2k — «it =
as 180°. Wyniki przedstawiono w tablicy 1.
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.N r
pomiaru

1

2

Tablica 1.

Po³o¿ enie
pocz¹ tkowe

140

195

225

275

Po³o¿ enie Nr
koñ cowe pomiaru

0

25

187 3

210 . 4

5

Tablica 2.

Po³o¿ enie
pocz¹ tkowe
&10 #20

77

225

48

100

280

70

Po³o¿ enie
koñ cowe

«i oc2

142

138

140

230

229

225

2) Niewywa¿ enie statyczne wirnika Me = 0,12 kg cm. Po³o¿ enia kulek, przy których
uk³ ad by³by ca³kowicie wywa¿ ony wyznaczone z warunków (4) wynosz¹  alk = 138°,
u2k = 222°, Wyniki przedstawiono w tablicy 2.

Oscylogram drgañ wirnika dla pomiaru nr 3 jest przedstawiony na rys. 14.

Rys. 14. Oscylogram drgañ wirnika

6. Wnioski

W pracy podano ogólne równania opisuj¹ ce zachowanie siê uk³ adu wywa¿ anego n
elementami swobodnymi, którymi mog¹  byæ kulki lub rolki. Szczegó³owe rozwa¿ ania
dotyczy³y przypadków, w których stosuje siê jeden lub dwa elementy. U¿ ycie jednego
elementu jest skuteczne tylko dla okreœ lonego niewywa¿ enia. W tym przypadku element
nie ma mo¿ liwoœ ci «dopasowania» siê do wielkoœ ci niewywa¿ enia, które jest nieznane.
Jest to raczej problem teoretyczny, poniewa¿ z praktycznego punktu widzenia u¿ ycie
jednego elementu jest ma³o przydatne. Stosuj¹c co najmniej dwa elementy istnieje mo¿ li-
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woœæ «dopasowania» siê uk³ adu poprzez odpowiednie ustawienie siê tych elementów,
w zale¿ noœ ci od niewywa¿ enia. Zatem wielkoœæ niewywa¿ enia, jak i jego po³o¿ enie mo¿e siê
zmieniaæ w pewnym zakresie, a elementy ruchome tak siê bê d¹  ustawiaæ, ¿e wirnik bê dzie
zawsze wyrównowa¿ ony. Na drodze rozwa¿ añ teoretycznych, jak równie¿ w oparciu o wyniki
uzyskane z badañ na stanowisku doœ wiadczalnym stwierdzono, ¿e samoczynne wywa¿ enie
wirnika podpartego sprê ¿ yœ cie w dwóch kierunkach nastê puje, je¿ eli jego prê dkoœæ obro-
towa jest wiê ksza od czê stoœ ci drgañ swobodnych co0x, coOy.

Samoczynne wywa¿ enie mo¿ na równie¿ osi¹ gn¹æ przy prê dkoœ ciach k¹ towych coOx <
< m < mOy, ale nie w ca³ym zakresie cæOx- r- a>0y, a dok³ adnoœ ci jakie siê wtedy otrzymuje s¹
ma³e. Wynika to st¹ d, ¿e sk³adowe Pix, Piy si³y wymuszaj¹ cej ruch elementu maj¹  prze-
ciwne znaki i odejmuj¹  siê. A zatem si³a wymuszaj¹ ca jest ma³a przy istnieniu znacznych
si³ oporu. B³ê dy ustawienia kulek oraz niewywa¿ enie szcz¹ tkowe s¹  wprost proporcjonalne
do wspó³czynnika oporu toczenia. D latego bie¿ nia bê bna i elementy wywa¿ aj¹ ce powinny
byæ tak dobrane, aby wp³yw tego oporu by³ jak najmniejszy. Elementy wywa¿ aj¹ ce powinny
byæ jak najwiê ksze, a ich œ rodek masy powinien poruszaæ siê po jak najmniejszym promieniu
R. W przypadku elementów wywa¿ aj¹ cych, które nie mog¹  siê przetaczaæ tylko œ lizgaæ
nale¿ a³oby braæ pod uwagê opór poœ lizgu. W stosunku do oporu toczenia jest on du¿o
wiê kszy. W zwi¹ zku z tym b³ê dy wtedy powstaj¹ ce by³yby du¿o wiê ksze i dlatego elementów
takich nie nale¿y raczej stosowaæ.

D o zalet tej metody nale¿y zaliczyæ to, ¿e jest ona bardzo prosta, nie wymaga drogich
i skomplikowanych maszyn, wywa¿ enie odbywa siê bez udzia³u cz³owieka i nastê puje
prawie jednoczeœ nie z pojawieniem siê niewywa¿ enia.

Wad¹  tej metody jest jej skutecznoœæ tylko przy prê dkoœ ciach nadkrytycznych, natomiast
przy obrotach podkrytycznych elementy swobodne powiê kszaj¹  niewywa¿ enie. N a skutek
istnienia oporu toczenia uk³ ad nie wywa¿a siê do koñ ca.
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ABTOMATIOTECKOE YPABHOBEIUHBAHHE POTOPA,
nOjmEP)KH BAEMOrO YllP yr O B flBYX  HAnPABJIEHHflX

P e 3 io M e

B paBoTe oniicbiBaeTca Meiofl aBioMam^iecKoro ypaBHOBeiiiHBaHHsi poTopcm n pn IIOMOIH H

BH>KHHX SJleMeHTOB, TaKHX K8K HanpHMep UiapHKH H pOJIHKH. IIpHBOflHTCH flHCp(pepeHHHajIbHbie
onHCbiBaiomHe noBeflemie cucTeiwbi B npoitecce ypaBHOBemHBainra. Rajoicsi pe-

3THX ypaBHemui, B£mojiHeHH£ie n pn noMoma oneKTpoHno- BbmHCJiHTejitHOH MaiiiHHti , H n pa-
6jiHHtenHbie peinenHH. IlOKa3£iBaeTcaj "JTO rro#BH>KHbie ajieMemfei nepeMemaioictt B
KOTopwe cooTBeTdByioT nojmoiwy paBHOBecmo CHCTCMBI. Ebijia npoBeneHa npoBepKa
noJio>KeHHi³ inapHKOB, o6ecneqHBaioii(Hx nojiHoe paBHOBecHe cHCTeiwbi. BM JIO HCcne^oBano

Ha cBoftcTBeHHbie flannoiwy MeTOfly norpeuiHocTH.
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S u m m a ry

AN AUTOMATI C BALANCIN G OF ROTOR ELASTICITY SUPPORTED IN TWO
DIRECTIONS

This work concerns the method of an automatic balancing of rotors by the movable elements such as
balls and rollers. The differential equations of motion describing the behaviour of the system during balan-
cing is derived. Numerical and simplified analytical solutions of these equations are presented. I t is shown
that the adjustable elements move to the positions at which the system would be completely balanced.
This position is shown to be stable. The influence of roll resistance on the accuracy of the solution is dis-
cussed.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 12 maja 1976 r.
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ZAGADNIENI A SPRÊ ¯ ANIA W OŒ RODKACH DWUFAZOWYCH *

JAN H O L N I C K I - S Z U LC (WARSZAWA)

Podejœ cie do zagadnieñ sprê ¿ ania, jako do analizy wstê pnych stanów naprê ¿ enia
utrwalonych w ustroju, pomimo niewystê powania obci¹ ¿ eñ zewnê trznych prezentowane
by³o w ró¿ nych aspektach w kilku pracach ostatnich lat [1 - 5].

Artyku³ ten stanowi kontynuacjê rozwa¿ añ na temat sprê ¿ ania opisanych w pracy [6],

gdzie analizowane by³y wstê pne stany odkszta³ ceñ e i naprê ¿ eñ a wywo³ane w oœ rodku
ci¹ g³ym przez wymuszenie pierwotnych stanów odkszta³ ceñ 6 (dystorsji) lub zwi¹ zanych
z nimi naprê ¿ eñ ó niezgodnych z geometrycznymi i statycznymi wiê zami oœ rodka. Celem

L R

wywo³ania stanów wstê pnych by³a optymalna regulacja stanów koñ cowych e = e + e,
L R . L L . .

<r = o + a, gdzie e, a s¹  ustalonymi stanami zwi¹ zanymi z obci¹ ¿ eniem zewnê trznym.
Przedmiotem rozwa¿ añ niniejszej pracy jest sprê ¿ anie ustrojów dwufazowych. Analizo-
wane s¹  wstê pne stany wywo³ane w ka¿ dej z faz: e' , e", o', o ", na skutek wymuszenia
niezale¿ nych pól pierwotnych odkszta³ ceñ e', e" lub odpowiadaj¹ cych im pól pierwotnych
naprê ¿ eñ a', a". Stany wstê pne pozostaj¹  trwale w ustroju pomimo braku obci¹ ¿ eñ ze-
wnê trznych. Celem sprê ¿ ania, czyli wymuszania stanów wstê pnych, jest optymalna regulacja
stanów koñ cowych w jednej lub w obu fazach, przy czym narzucony jest na stany wstê pne
i koñ cowe warunek nierozdzielnoœ ci obu faz.

Jako pierwowzór rozpatrywanego modelu ci¹ g³ego oœ rodka dwufazowego mo¿ na
przyj¹æ oœ rodek ci¹ g³y z gê sto rozproszon¹  struktur¹  kratow¹  fazy sprê ¿ aj¹ cej (rys. 1).
Stosuj¹c kontynualny model opisu tego kompozytu otrzymujemy wyidealizowany ci¹ g³y
oœ rodek dwufazowy posiadaj¹ cy tê cechê, ¿e ka¿ demu punktowi geometrycznemu z obszaru
V przyporz¹ dkowane s¹  dwa punkty materialne nale¿ ¹ ce do ró¿ nych faz.

Zaprezentowany zostanie ogólny opis sprê ¿ ania dwufazowego, z którego otrzymaæ
bê dzie mo¿ na opisy przypadków szczególnych: sprê ¿ ania wewnê trznego [6] oraz sprê ¿ ania
zewnê trznego (omawianego dalej w pracy) polegaj¹ cego na wprowadzeniu niezale¿ nych,
lecz spe³niaj¹ cych wiê zy geometryczne w ka¿ dej z faz odkszta³ceñ pierwotnych e', e",
a nastê pnie na zespoleniu obu faz, co zwi¹ zane jest z wymuszeniem wspólnej deformacji
wstê pnej e =  e = €.

W pracy omówiono tak¿e przypadek szczególny sprê ¿ ania zewnê trznego, tzw. sprê ¿ anie
powierzchniowe (rys. 2), w którym obie fazy nie przenikaj¹  siê, lecz stykaj¹  siê wzd³u¿
powierzchni kontaktowej S. Przyczyn¹  wywo³ania stanów wstê pnych jest w tym przypadku

* Praca wykonana zosta³a w ramach wspó³pracy polsko- amerykañ skiej (fundusz Marii Sk³odowskiej-
Curie N O. IN T 75- 08722) na temat «Optymalizacja elementów i systemów konstrukcyjnych*.
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wprowadzenie niezale¿ nych deformacji pierwotnych brzegu S obu faz, a nastê pnie ich
zespolenie.

Po ogólnym sformu³owaniu zagadnienia sprê ¿ ania w oœ rodkach dwufazowych o przeni-
kaj¹ cych siê fazach i wprowadzeniu formalizmu jego opisu (rozdz. 1) wyznaczono (rozdz. 2)
stany naprê ¿ eñ i odkszta³ceñ wstê pnych generowane w oœ rodku przez dowolnie dane
pola dystorsji. W rozdziale 3 przeanalizowano sprê ¿ anie powierzchniowe w oœ rodkach
o fazach rozdzielonych powierzchni¹  kontaktow¹. W rozdziale 4 przedyskutowano rozwi¹-
zanie zagadnienia optymalnego sprê ¿ ania ze wzglê du na minimalizacjê wytê ¿ enia w fazie
sprê ¿ anej w przypadku oœ rodka o dwu przenikaj¹ cych siê fazach (4a) oraz w przypadku
sprê ¿ ania powierzchniowego (4b). W rozdz. 5 przedstawiono przyk³ad sprê ¿ ania powierzch-
niowego dwuwarstwowej rury ciœ nieniowej. Przyk³adem zastosowania sprê ¿ ania zewnê trz-
nego w oœ rodkach o przenikaj¹ cych siê fazach jest sprê ¿ anie elementów siatkobetonowych.

1. Zale¿ noœ ci podstawowe dla sprê ¿ onego oœ rodka o dwu przenikaj¹ cych siê fazach

Rozpatrujemy dwufazowe cia³a liniowo sprê ¿ yste zajmuj¹ ce w R3 obszar V ograniczony
brzegiem A — Ap u A„ (rys. 1).

Na obci¹ ¿ enie zewnê trzne (u¿ ytkowe) ustroju sk³ada siê obci¹ ¿ enie polem si³ masowych
X w obszarze V, polem obci¹ ¿ eñ brzegowych p na czê œ ci Ap brzegu oraz polem wymuszo-
nych przemieszczeñ u na czê œ ci Au brzegu. Ograniczamy rozwa¿ ania do zagadnieñ sta-
tycznych, do ma³ych odkszta³ceñ oraz do regularnych pól tensorowych, których, sk³adowe
w uk³adzie kartezjañ skim xk(k = 1, 2, 3) s¹  funkcjami klasy C2.

Wstê pne stany odkszta³ceñ faz przedstawiæ mo¿ na jako sumy pól dystorsji i odkszta³ceñ
zwi¹ zanych prawem Hooke'a z wywo³anymi naprê ¿ eniami wstê pnymi [7].

(1.1) c' = e'+ B'S', e" = i"+ B"o" ,

sk¹ d, definiuj¹ c:

ó' = A'e', a" = A"e",
( L 2 ) e' =  B'CT, k" = B"ó"



SPRÊ ¯ AN IE W OŒ RODKACH D WU FAZOWYCH 43

otrzymujemy zmodyfikowane zwi¹ zki konstytutywne stanów wstê pnych:

o"  -

Zmodyfikowane zwi¹ zki konstytutywne dla stanów koñ cowych, bê d¹ cych superpozycj¹
stanów wstê pnych i stanów u¿ ytkowych wywo³anych przez obci¹ ¿ enia zewnê trzne: e' =

=  • '+ «', i " « E "+ E " , a' = a'+ a', a" = a"+a" przyjmuj¹, postaæ:

a' m A' ( e ' - e ' ), <r" = A"( «"- «"),
( L 4 ) e '=  B'((T'+ ó'), e" = B"( ff"+ ó") .

N a koñ cowe stany naprê ¿ eñ narzucone s¹  wiê zy statyczne

(1.5) ^(ff' + < r",X,p) = 0

rozumiane jako równania równowagi

div(<r' + <r")+ X = 0 w obszarze V,

(< T+ ff")n= p na brzegu Ap.

N a koñ cowe stany odkszta³ ceñ narzucone s¹  warunki wspólnej deformacji obu faz

(1.7) e' = e" = e

oraz wiê zy geometryczne

(1.8) <JP(«, u) = 0

rozumiane jako warunki:
zgodnoœ ci odkszta³ ceñ Saint- Venanta w obszarze V:

(1.9) rotrote = 0;

zgodnoœ ci pola deformacji e z przemieszczeniami u danymi na brzegu Au.
W przypadku analizy sprê ¿ ania oœ rodka ci¹ g³ego gê sto roz³o¿ on¹  wi¹ zk¹  ciê gien

sprê ¿ aj¹ cych (np. model kablobetonu) nale¿ a³ oby uogólniæ rozwa¿ ania dopuszczaj¹c
ró¿ ne postacie wiê zów geometrycznych (1.7), (1.8) dla obu faz oraz wprowadzaj¹c ograni-
czenia stanu naprê ¿ eñ w fazie sprê ¿ aj¹ cej do naprê ¿ eñ rozci¹ gaj¹ cych.

Zamiast pos³ ugiwaæ siê wielkoœ ciami opisuj¹ cymi stany w poszczególnych fazach,
wygodniej bê dzie wprowadziæ ich symetryczne i antysymetryczne czê œ ci zwi¹ zane odpo-
wiednio z wielkoœ ciami makroskopowymi, opisuj¹ cymi stany zastê pczego, «uœ rednionego»
oœ rodka, oraz z wielkoœ ciami mikroskopowymi, opisuj¹ cymi lokalne zaburzenia stanów
makroskopowych w obu fazach.

Zdefiniujemy w zwi¹ zku z tym symetryczne i antysymetryczne (wzglê dem obu faz)
czê œ ci pierwotnych stanów odkszta³ ceñ i naprê ¿ eñ oraz operatorów konstytutywnych:

(1.10)
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( U 1 ) df 1

(1.12)

B*  = i- (
(1.13)

B "! f - H B ' - B ").

Wyraý ajàc zwià zki (1.2) stanów pierwotnych przez nowo zdefiniowane skù adowe,

otrzymujemy:

( U 4 ) 6" m A f l es+ Ase";

e"  =

Wprowadzajàc rozkù ad stanów odksztaù cenia e', e" oraz stanów napræ ý enia a', a"
na czæ ú ci symetryczne (opisujà ce makroodksztaù cenia oraz makronapræ ý enia oú rodka dwu-
fazowego) i antysymetryczne (opisujà ce mikroodksztaù cenia oraz mikronapræ ý enia w po-
szczególnych fazach), analogicznie do (1.10), (1.11), zmodyfikowane zwià zki konstytutywne
(1.4) przyjmujà postaã:

a
c" = A\e ~ es) + As(e" - e");

cs - Bs(as

( e" =

zaú równania wiæ zów (1.5), (1.7), (1.8) przyjmujà postaã:

(1.18) ^(ffs, X, p) = 0, c?(es, u) = 0, £a = 0.

Wstawiajàc (1.16)1; (1.14)i do równañ (1.18)1)2 oraz wykorzystujàc (1.18)3 otrzymu-
jemy opis stanu odksztaù cenia c = es, wspólnego dla obu faz w zaleý noú ci od stanów
pierwotnych i obcià ý eñ zewnæ trznych:

( > } ^ ( e , u) = 0.

Widaã stà d, ýe wpù yw pola dystorsji na stan odksztaù ceñ e zaleýy od niezgodnoú ci os

z wiæ zami statycznymi i jest identyczny ze stanem odksztaù ceñ wywoù anych przez zastæ pcze
obcià ý enie zewnæ trzne — M{if).  Jest to uogólnienie «analogii siù masowych» [7, 8] na
przypadek oú rodka dwufazowego.
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Wstawiaj¹c (1.17)! i (1.15)j. do równañ (1.18)^2, natomiast (1.17)2 i (1.15)2 do warunku
{1.18)3 otrzymujemy opis makro- i mikronaprê ¿ eñ w zale¿ noœ ci od stanów pierwotnych
i obci¹ ¿ eñ zewnê trznych:

#(<»• , X,p) = 0,

(1.20) # (B V + B<V + es, ii) = 0,

B V + B V+ e" = 0.

Widaæ st¹ d, ¿e wp³yw na stan naprê ¿ eñ wywo³any przez pola dystorsji zale¿y od nie-
zgodnoœ ci makrodystorsji es z wiê zami geometrycznymi (por. «tensor niezgodnoœ ci))
KRÓNERA [9]) oraz od niezgodnoœ ci dystorsji z ograniczeniem dotycz¹ cym wspólnoty
odkszta³ceñ obu faz (mikrodystorsje e").

Uk³ ad zwi¹ zków (1.19) (1.20) opisuje najogólniejszy przypadek sprê ¿ ania dwufazowego.
Uwzglê dniaj¹c w nich znikaj¹ ce stany pierwotne uzyskujemy opis stanów odkszta³ceñ

L L L

i naprê ¿ eñ ustroju niesprê ¿ onego. Oznaczamy te stany jako stany u¿ ytkowe e, o5, a° i trak-
towaæ je bê dziemy w rozwa¿ aniach jako znane.

Podstawiaj¹c w zwi¹ zkach (1.19) (1.20), znikaj¹ ce obci¹ ¿ enie zewnê trzne: si³owe

X = 0, p = 0 orazprzemieszczeniowe (i = 0, uzyskujemy opis wstê pnych stanów odkszta³-

cenia e i naprê ¿ eñ os, a", ortogonalnych do stanów u¿ ytkowych w tym sensie, ¿e nie daj¹

wk³adu do globalnej energii sprê ¿ ystej ustroju.

Z postaci równañ (1.19), (1.20) widaæ, ¿e w przypadku dwu faz o jednorodnych cechach

sprê ¿ ystych (B° = 0) makro i mikrostany rozprzê gaj¹  siê. Odkszta³cenia wstê pne e imakro-

naprê ¿ enia wstê pne as zale¿¹  jedynie od makrodystorsji æs, zaœ mikronaprê ¿ enia wstê pne
o" zale¿¹  jedynie od mikrodystorsji e i s¹  lokalnie samozrównowa¿ one.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z ustrojem jednofazowym, przyjmuj¹c mikro-
wielkoœ ci jako znikaj¹ ce, otrzymujemy z wypisanych zale¿ noœ ci zwi¹ zki opisuj¹ ce «sprê-
¿ anie wewnê trzne)) [6].

«Sprê ¿ anie zewnê trzne» zdefiniujemy jako taki przypadek, w którym pola mikro-
i makrodystorsji spe³niaj¹  jednorodne wiê zy geometryczne (1.8):
(1.21) <g{i s) = 0, #(€•") = 0.

Techniczna realizacja tego sposobu sprê ¿ ania polega na wywo³aniu niezale¿ nych,
geometrycznie zgodnych deformacji pierwotnych obu faz, a nastê pnie na ich zespoleniu
i cofniê ciu przyczyn wywo³uj¹ cych deformacje pierwotne. Sposób ten mo¿e byæ zastosowany
do sprê ¿ ania elementów betonowych siatk¹  ciê gien.

2. Analiza stanów wstê pnych wywo³anych sprê ¿ eniem

Przeprowadzimy konstrukcjê rozwi¹ zania zagadnieñ brzegowych (1.19) oraz (1.20),
opisuj¹ cych wstê pne stany naprê ¿ eñ i odkszta³ ceñ, po po³o¿ eniu X = 0 ,p = 0 ,u = 0.

Wykorzystajmy w tym celu rozk³ ad pól odkszta³ ceñ i naprê ¿ eñ pierwotnych na (orto-

gonalne w sensie iloczynu /  bkdv) czê œ ci sk³adowe opisuj¹ ce odpowiednio stany zgodne
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z wiæ zami statycznymi (1.5) i oznaczone symbolem 0), oraz stany zgodne z wiæ zami geo-
metrycznymi (1.8) i oznaczone symbolem # [6]:

(2 1)

( 2 " 2 )

przy czym:

01(6%) = # ( e£) = 0,
( 2- 3 ) # ( ã |) = »(«%.) - 0.

Zwià zki (1.14) i (1.15) wià ý à ce stany pierwotne pizyjmujà po uwzglæ dnieniu (2.1), (2.2)
postaã:

«•  = A
( 1 4 ) ó- . A

es . B
( } ea - B

Podstawiajàc (2.2)t do (1.19)x i wykorzystujàc (2.3)t otrzymujemy z równañ wiæ zów

statycznych

K - «
(2.6) e = Asó|,.

Rozwià zanie to speù nia takýe równania wiæ zów geometrycznych (1.19)2, co wynika
z podstawienia (2.4)j do (2.6)

(2.7) e = e^+ AsA f l e|

oraz z uwzglæ dnienia warunku (2.3)2.
Zatem rozwià zania (2.6) lub (2.7) opisujà poszukiwane pola odksztaù ceñ wstæ pnych

wyraý one przez wywoù ujà ce je pola napræ ý eñ lub odksztaù ceñ pierwotnych.
Podobnie, wykorzystujàc zwià zki (2.1)̂  (2.5) i (2.3)2 moý na sprawdziã, ýe stany:

(2.8) M i
o" = - ^ - B ' B "̂

stanowià rozwià zanie ukù adu równañ (1.20), a zatem opisujà poszukiwane pola napræ ý eñ
wstæ pnych wywoù ane przez napræ ý enia pierwotne. Pola te moý na wyraziã przez odksztaù-
cenia pierwotne przeksztaù cajàc rozwià zania (2.8) przy uý yciu zwià zków (2.4), (2.5):

\  &  =  A'lt
(2- 9) R - t

o" = - Bs [ea

Podstawiajàc w rozwià zaniach (2.6)- r(2.9) k" = 0, ó" = 0 otrzymujemy opis stanów
wstæ pnych wywoù anych spræ ý aniem wewnæ trznym oú rodka dwufazowego, który wzbogaca
rozwià zanie zagadnienia spræ ý ania wewnæ trznego oú rodka jednofazowego [6] o czù ony

mikronapræ ý eñ wstæ pnych a" wywoù anych na skutek róý nic sztywnoú ci obu faz.
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W przypadku sprê ¿ ania zewnê trznego (1.21) nale¿y przyj¹æ (por. (2.6)):

(2.10) es = 4> * " - • *. ós = ¹ ,, 0" = ^ . ,

co prowadzi do rozwi¹ zania w postaci:
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(2.11)

R
€ =

S---OT
gubi¹ cej w stosunku do rozwi¹ zañ (2.6)H- (2.9) makronaprê ¿ enia wstê pne <f,  charak-
terystyczne dla sprê ¿ ania wewnê trznego.

Zwi¹ zki (2.11) pozwalaj¹  okreœ liæ jednoznacznie stany wstê pne w obu fazach.
Cech¹  charakterystyczn¹  sprê ¿ ania zewnê trznego oœ rodka o dwu przenikaj¹ cych siê

fazach jest mo¿ liwoœæ lokalnego sterowania stanów naprê ¿ eñ w jednej z faz (w fazie sprê-

¿ anej I ) przez wymuszanie odpowiednich mikronaprê ¿ eñ os. Wprowadzane w tym celu
dystorsje k% (realizowane np. przez sprê ¿ aj¹ c¹  fazê siatki kratowej II ) nie maj¹  wp³ywu

R

na stan makronaprê ¿ en er.

3. Sprê ¿ anie powierzchniowe

W poprzednich rozwa¿ aniach zak³ adaliœ my, ¿e mamy do czynienia z rozmytym kompo-
zytem, którego obie fazy oddzia³ywuj¹  na siebie w ca³ym obszarze V. Mo¿ na jednak
uogólniæ rozwa¿ ania na przypadki, w których obszar wzajemnego kontaktu obu faz jest
podobszarem V. Zajmijmy siê jednym z takich przypadków, gdy obie fazy oddzia³ywuj¹
na siebie wzd³u¿ pewnej powierzchni kontaktowej S.

Rys. 2

Przyjmijmy, ¿e obszar rozpatrywanego cia³a sk³ ada siê z dwu podobszarów V i V"
(rys. 2). Faza I wype³nia obszar V zaœ faza I I  wype³nia obszar V". Powierzchnia S jest
powierzchni¹  rozdzia³u obu faz, a zatem jedynym obszarem wzajemnego ich kontaktu.

N iech powierzchnie brzegowe S', S" obu faz doznaj¹  pierwotnych zmian kszta³ tu
opisanych jako niezale¿ ne przemieszczenia pierwotne u', u". Jeœ li pomimo niezgodnoœ ci
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zdeformowanych pierwotnie brzegów wymusimy ich zgodne zespolenie, to wywo³ane

zostan¹  w obu fazach wstê pne stany odkszta³cenia e', e" i naprê ¿ enia o', o ". Wywo³ane

pole przemieszczeñ wstê pnych u jest polem ci¹ g³ym w ca³ym obszarze V, natomiast pola
odkszta³ceñ i naprê ¿ eñ wstê pnych s¹  ci¹ g³e w podobszarach V i V", jednak ich sk³adowe
mog¹  doznawaæ skoku na powierzchni S. Opisany sposób wprowadzania stanów wstê pnych
nazwijmy «sprê ¿ aniem powierzchniowym)).

W rozwa¿ aniach ograniczamy siê do rozpatrywania rozwi¹ zañ odpowiednio regularnych
i zak³adamy w zwi¹ zku z tym, ¿e rozpatrywane funkcje s¹  w obszarach V i V" klasy C2.

Pierwotne deformacje brzegów S' i S" bê d¹  zatem wystê powa³y w powi¹ zaniu z odpo-
wiednio regularn¹  deformacj¹  poszczególnych faz e' i e".

Zdefiniujmy deformacje pierwotne obu faz jako stany odkszta³ceñ wyznaczone jedno-
znacznie przez zwi¹ zki:

»"(• ") = 0,

wszê dzie poza S oraz przez warunki zgodnoœ ci e' i e" odpowiednio z przemieszczeniami
u' i u" na powierzchni S.

Poniewa¿ deformacje pierwotne spe³niaj¹  wiê zy geometryczne obu faz, sprê ¿ anie
powierzchniowe jest przypadkiem szczególnym sprê ¿ ania zewnê trznego, w którym obszar
kontaktu obu faz ograniczony jest do powierzchni S.

Zdefiniujmy obci¹ ¿ enia pierwotne brzegów S', S":

(3.3) p' m A'4'n', p" = A"e"n ".

Zwi¹ zki (3.1), (3.3)! oraz (3.3)2 przyporz¹ dkowuj¹  jednoznacznie funkcjom prze-
mieszczeñ pierwotnych u', u ' na S funkcje obci¹ ¿ eñ pierwotnych na S, definiuj¹c nam
w tym sensie powierzchniowe operatory konstytutywne «s/' i sæ ":

(3.4) p' = J3Ÿ "(u'), p" = s4"($').

Przyjmuj¹c p', p" jako funkcje okreœ lone na S, wyznaczyæ mo¿ na ze zwi¹ zków (3.1)1)2,
(3.3)! oraz (3.2)i,2 (3.3)2 jednoznacznie okreœ lone pola e' w V i i " w V". Zwi¹ zki (3.1)3,4

(3.2)3,4 pozwalaj¹  wtedy okreœ liæ z dok³adnoœ ci¹  do ruchów sztywnych przemieszczenia
pierwotne ii' , u" przyporz¹ dkowane jednoznacznie obci¹ ¿ eniom p', p ".

Zwi¹ zki (3.1), (3.2), (3.3) definiuj¹  nam w tym sensie odwrotne powierzchniowe opera-
tory konstytutywne 38' i 38":
(3.5) u' = < r(p'), u" = «"( p ") .

Dysponuj¹c zdefiniowanymi operatorami konstytutywnymi, mo¿ na sprowadziæ analizê

sprê ¿ ania powierzchniowego do analizy wstê pnych pól przemieszczeñ u i obci¹ ¿ eñ p', p"
wywo³anych na powierzchni S przez stany pierwotne u', u" lub p', p ".

Postê puj¹c analogicznie, jak w rozdz. 1, otrzymujemy zmodyfikowane zwi¹ zki kon-
stytutywne stanów wstê pnych:

(3.6) p' = ^ ' ( u ' - i O, p" = ^ " ( n " - u " );

(3.7) u1 = %'(*•
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N a wstæ pne stany obcià ý eñ narzucone sà wiæ zy statyczne w postaci równañ równowagi
na powierzchni S

(3.8) p ' + p" = 0,

zaú na wstæ pne stany przemieszczeñ narzucone sà wiæ zy geometryczne w postaci warunku
nierozdzielnoú ci faz wzdù uý S

Jl R R

(3.9) u' = u" = u.
Przeprowadzajàc konstrukcjæ rozwià zañ zagadnienia (3.6)- =- (3.9) wyznaczajà cych

stany wstæ pne, analogicznà do konstrukcji opisanej w rozdz. 2 otrzymujemy

(3.10) u = us + j / sW( u f l )

lub

(3.11) u = sfitf).
- i

W zwià zkach tych sús oznacza operator odwrotny do sús, zaú «s/s° s4a oznacza super-
pozycjæ operatorów.

Opis wstæ pnych stanów obcià ý eñ przybiera postaã:

(3.12) ps = 0, p" = - pa- ú r °£ r ( ps)

lub

(3.13) p5 = 0, p« = - ^s( u " ) .

Zwià zki (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) opisujà jednoznacznie wstæ pne stany przemieszczeñ
i obcià ý eñ obu faz na powierzchni S.

4. Optymalna regulacja koñ cowego stanu napræ ý enia w jednej z faz

Zajmijmy siæ, na zakoñ czenie, zagadnieniem spræ ý ania zewnæ trznego ze wzglæ du na
minimalizacjæ wytæ ý enia w jednej z faz (w fazie spræ ý anej — np. w fazie I). Faza I I  speù nia
w tym przypadku rolæ fazy spræ ý ajà cej. Koñ cowe stany w niej wywoù ane mogà okazaã siæ
niekorzystne, czym pù acimy za optymalnà regulacjæ stanów w fazie 1.

4.1. Spræ ý anie zewnæ trzne w oú rodku o dwu przenikajà cych siæ fazach. Rozwaý my na wstæ pie
moý liwoú ci wywoù ania w fazie I dowolnych stanów wstæ pnych.

Z równañ (2.11) wynika, ýe moý liwe jest jednoczesne wywoù anie w fazie I dowolnie

ustalonych, niezaleý nych od siebie stanów wstæ pnego odksztaù cenia e' i napræ ý enia a%.
Naleýy w tym celu wprowadziã do ustroju stany pierwotnych odksztaù ceñ opisane zwià z-
kami :

(4.1) 4S = e '+ A'Af l B 54, k" = -

Zwià zki (4.1) pozwalajà okreú liã pierwotne deformacje poszczególnych faz. Jeý eli
przyjmiemy, ýe stany pierwotne wywoù ywane sà jedynie w fazie spræ ý ajà cej, czyli wprowa-
dzimy ograniczenie:

(4.2) e'  = 0 ,  ó'  = 0,

4 Mech. Teoret. i Stosowana U78
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to z rozwi¹ zania (4.1) wynika, ¿e mo¿ liwe jest wywo³anie dowolnie ustalonego stanu

naprê ¿ eñ wstê pnych a'v w fazie sprê ¿ anej przez wymuszenie odkszta³ ceñ pierwotnych fazy

sprê ¿ aj¹ cej

(4.3) i " = 2B- 4-
Wynika st¹d oczywisty wniosek, ¿e przyjê cie kryterium minimalizacji wytê ¿ enia / „

w fazie I , przy czym

(4.4) I*  - ~ j a'B'o'dv = ±.f &
V **  V

prowadzi do rozwi¹ zania

(4.5) % - - G',

które zwi¹ zane jest ze znikaniem stanu naprê ¿ eñ koñ cowych er' = 0 w fazie sprê ¿ anej.
4.2. Przypadek sprê ¿ ania powierzchniowego. Rozwa¿ my mo¿ liwoœæ wywo³ania na powierz-

chni S fazy sprê ¿ anej I dowolnych stanów wstê pnych.

Postê puj¹c analogicznie jak w p. 4.1 mo¿ na wykazaæ, ¿e dowolnie przyjê te stany u', p'
wywo³aæ mo¿ na przez wprowadzenie jednoznacznie okreœ lonych stanów przemieszczeñ
pierwotnych:

* - * "
(4.6)

ii " = u

lub stanów obci¹ ¿ eñ pierwotnych

- i

(4.7) P ==  ( 1~^°

p" = {l+œ §s°

Jeœ li przyjmiemy, ¿e stany pierwotne wywo³ywane s¹  jedynie w fazie sprê ¿ aj¹ cej

(4.8) u' = 0, p' = 0,

to rozwi¹ zania (4.6) lub (4.7) okreœ laj¹  jednoznacznie stany pierwotne na powierzchni S
fazy I I

(4.9) p" = 2 J A U ')

lub

(4.10) u" = 2^s(p '),

które wzbudzaj¹  stany wstê pne u' lub p'.

Ze wzglê du na mo¿ liwoœæ wywo³ania (w ogólnym przypadku) dowolnych, niezale¿ nych

od siebie stanów wstê pnych u', p', zagadnienia optymalnej regulacji stanów koñ cowych:

e' = e '+ e ', a' = a'+ or' ze wzglê du na kryterium (4.4) mo¿ na rozpatrywaæ, przy ustalonych
L JL R

stanach u¿ ytkowych «', o', jako poszukiwanie optymalnych warunków brzegowych u',
R R R

p' na powierzchni S ograniczaj¹ cej V. Po wyznaczeniu stanów u', p' na S, gwarantuj¹ cych
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optymalne rozk³ ady &,  e' w V, mo¿ na okreœ liæ ze zwi¹ zków (4.6) (4.7) stany pierwotne,
wywo³uj¹ ce po¿ ¹ dan¹  regulacjê stanów koñ cowych.

Zagadnienie minimalizacji globalnego wytê ¿ enia w fazie I jest w tym przypadku równo-
wa¿ ne minimalizacji globalnej energii wewnê trznej JE1 fazy I :

W celu poszukiwania optymalnych warunków brzegowych na iS rozwa¿ my mo¿ liwoœæ
rozk³ adu stanów koñ cowych o', e' w fazie I na dwie ortogonalne czê œ ci sk³adowe, z których
jedna podlega regulacji przez sprê ¿ anie powierzchniowe, a druga nie:

(4.12) <*'=<,[+<,',,  €' = e ; + e ; .

Dla skonstruowania postulowanych rozk³adów przyjmijmy z definicji pomocnicze
stany e'p,a'p = A'e.'p jako stany wywo³ane si³owym obci¹ ¿ eniem zewnê trznym dzia³aj¹ cym
na fazê I przy warunku pe³nego utwierdzenia brzegu S. Opisane s¹  one zale¿ noœ ciami:

(4.13) @'(o'F, X', p') - 0, » ' ( « ; ) -0

oraz warunkiem zgodnoœ ci pola e'p ze znikaj¹ cymi przemieszczeniami na S.
Zdefiniujmy analogicznie stany e'u, a'u = A'e,', jako stany wywo³ane przemieszczeniami

u' brzegu A,'(, przy warunku swobodnego brzegu S. Opisane s¹  one zale¿ noœ ciami:

(4.14) m'(ai) = 0 r<?'(e,',,u') = 0 <j,',n' = 0 na S.

N iech czê œ ci rozk³ adu stanów u¿ ytkowych e j, c[ = A'eJ stanowi¹  sumê okreœ lonych
wy¿ ej stanów:

(4.15) e[ ~ e'p + e'u, a[ = a'p + a'u.

Ze wzglê du na jednoznacznoœæ rozwi¹ zañ zagadnieñ brzegowych (4.13), (4.14) teorii
sprê ¿ ystoœ ci, stany e[, G[ okreœ lone s¹  jednoznacznie.

Mo¿ na zatem dokonaæ w sposób jednoznaczny rozk³ adu stanów e', ff'  na czê œ ci sk³a-
dowe (4.12), przy czym czê œ ci e'2, <s'2 stanowi¹  ró¿ nicê pól ca³kowitych i pól (4.15):

(4.16) e'2~e'- e[, © i- o1- o f.

S¹  to sk³adowe wywo³ane oddzia³ywaniem fazy H poprzez powierzchniê S na fazê I,
które spe³niaj¹  jednorodne równania wiê zów w obszarze V:

(4.17) sM'(<s'2) =, 0, <T(ei) = 0.

Mo¿ na pokazaæ, ¿e pola o[, €,' oraz a2, e.'2 s¹  ortogonalne w sensie ich iloczynu ska-
larnego

(4.18) J <r; e'2ch = /  a'2¹ [dv - 0.
v' O'

Pozwala to przedstawiæ funkcjona³ energii wewnê trznej (4.11) w postaci

(4.19) iE. = 1
v *

Mo¿ na pokazaæ, ¿e ze wzglê du na dodatni¹  okreœ lonoœæ obu sk³adników podca³ko-
wych oraz na fakt, ¿e dowolne stany wstê pne wywo³ane w obszarze V spe³niaj¹  warunki
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(4.17), czyli sà ortogonalne do stanów o j, e[ wynika, ýe kryterium (4.11) prowadzi do
wyznaczenia stanów wstæ pnych:

R, L, R, L,
(4.20) • - . - « £•  o = ~<*2

T Ii  L 72

powodujà cych znikanie czæ ú ci ê  = e ú + e ', a'2 = a'2+ a' stanów koñ cowych.
Wyraý ajàc wniosek (4.20) w jæ zyku wielkoú ci powierzchniowych na S otrzymujemy.

R Ù, s, L,

(4.21) u' - - n i, p' = - vi-
Moý na pokazaã, ýe rozwià zanie optymalne (4.21) wymuszane jest bez udziaùu stanów

pierwotnych fazy I :
(4.22) ii ' = 0, p' = 0.

Zatem korzystajàc z rozwià zañ (4.9) lub (4.10) oraz ze zwià zków (4.21) otrzymujemy
optymalne rozkù ady pierwotnych przemieszczeñ lub obcià ý eñ na brzegu S fazy I I :

(4.23) ii" = - 20*(fe), p" - - ir fù( fe)
wywoù ujà cych identyczne efekty. W wyniku spræ ý enia w fazie I pozostajà stany koñ cowe

a' = a'x,«' = e j, charakteryzujà ce siæ, jak to wynika z definicji (4.13)— (4.15) tym, ýe
obcià ý enie brzegowe na powierzchni S: p' = o'ri  jest takie, jakie wywoù ane byù oby przez
zewnæ trzne obcià ý enia siù owe X', p' fazy I przy peù nym utwierdzeniu brzegu 5", zaú prze-
mieszczenia u' powierzchni S sà takie, jakie wywoù ane byù yby przez ruchy u' powierzchni
A'„  przy warunku swobodnego brzegu S.

W przypadku, gdy nie wystæ pujà przemieszczenia u' na brzegu A'„  stany a'u, e,', wy-
znaczone przez (4.14) znikajà i spræ ý enie optymalne daje w fazie I efekt koñ cowy iden-
tyczny z przyjæ ciem warunku peù nego utwierdzenia u' — 0 na powierzchni S.

W przypadku, gdy nie wystæ pujà siù owe obcià ý enia zewnæ trzne w fazie I (X ' = 0,
L L

p' = 0), stany a'pe.'p, wyznaczone przez (4.13) znikajà i spræ ý enie optymalne daje w fazie
I efekt koñ cowy identyczny z przyjæ ciem warunku brzegu swobodnego o'n' = 0 na po-
wierzchni S1.

W przypadku, gdy znikajà wszystkie obcià ý enia zewnæ trzne fazy I (siù owe X = 0, p' = 0
oraz przemieszczeniowe u' = 0) to otrzymujemy w wyniku spræ ý enia optymalnego try-
wialne rozwià zanie p' = 0, u' = 0 stowarzyszone ze znikaniem stanów koñ cowych & = 0,
e' = 0 w fazie I. Caùe obcià ý enie zewnæ trzne przenoszone jest wtedy przez fazæ I I .

Jako szczególny przypadek spræ ý ania powierzchniowego traktowaã moý na spræ ý anie
wywoù ywane przemieszczeniami pierwotnymi u wymuszanymi na czæ ú ci brzegu ustroju
Au (por. [10]).

Traktujàc brzeg Au jako powierzchniæ S kontaktu faz zauwaý amy, ýe stany o',,, e'u
definiowane zwià zkami (4.14) nie istniejà w tym przypadku. Wynika stàd wniosek, ýe
spræ ý anie ze wzglæ du na minimalizacjæ energii wewnæ trznej ustroju prowadzi do uzyska-
nia efektu peù nego utwierdzenia u = 0 na brzegu A„ w stanie koñ cowym. Jest to zbieý ne
z wnioskiem o ortogonalnoú ci czæ ú ci stanów uý ytkowych wywoù anych obcià ý eniem siù o-
wym oraz przemieszczeniami podpór. Optymalne spræ ý anie ruchami podpór redukuje
do zera dragà z wymienionych czæ ú ci stanów uý ytkowych.
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5. Przyk³ ad sprê ¿ ania powierzchniowego

O ile rozwi¹ zanie zagadnienia optymalnego sprê ¿ ania (4.3), (4.5) dla oœ rodka o dwu
przenikaj¹ cych siê fazach jest intuicyjnie oczywiste, o tyle celowe jest zilustrowanie przy-
k³adem rozwi¹ zania zagadnienia sprê ¿ ania powierzchniowego (4.23), (4.21).

Rozwa¿ my przyk³ ad rury ciœ nieniowej dwuwarstwowej poddanej ciœ nieniu wewnê trz-
nemu p (rys. 3a). Rozk³ ad naprê ¿ eñ promieniowych i obwodowych w rurze niesprê ¿ onej
[8] pokazany zosta³ na rys. 3b. Stosuj¹c sprê ¿ anie powierzchniowe polegaj¹ ce na od-
powiednim wpasowaniu rozszerzonej wzglê dem stanu naturalnego (np. przez ogrzanie)
rury zewnê trznej na nienaprê ¿ on¹  rurê wewnê trzn¹, uzyskajmy efekt minimalizacji energii
sprê ¿ ystej (wytê ¿ enia) zmagazynowanej w fazie I .
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b)

Rys. 3

Stan naprê ¿ eñ dla rury niesprê ¿ onej opisany jest zwi¹ zkami Lamæ go:

L na2 pa2c2

(5.1)
r2(c2~a2) '

L
a0 =

par pa2c2

,-2(c2- a2) "

W celu wyznaczenia rozwi¹ zania optymalnego sprê ¿ ania (4.23)! nale¿y skonstruowaæ
powierzchniowy funkcjona³ konstytutywny &.

Wyznaczmy w tym celu, dla samej rury wewnê trznej, przemieszczenia u' na powierzchni
rozdzielaj¹ cej fazy (r = b) wywo³ane obci¹ ¿ eniem zewnê trznym p' dzia³aj¹ cym na tê
powierzchniê, przy warunku swobodnego brzegu wewnê trznego (r = a). Dostosowuj¹c
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rozwi¹ zanie (5.1) do opisu stanu naprê ¿ eñ w pierœ cieniu wewnê trznym oraz wykorzystuj¹c

zwi¹ zek

(5.2) - - *•  = -E,«- v'a'r)

otrzymujemy

b (\ - v')b2 + (\+v')a2 ,
(5.3) u'=- rK - ^ J- jf.

Analogicznie wyznaczyæ mo¿ na, dla samej rury zewnê trznej, przemieszczenia u" na
powierzchni rozdzielaj¹ cej fazy wywo³ane obci¹ ¿ eniem zewnê trznym p" dzia³aj¹ cym na
tê powierzchniê, przy warunku swobodnego brzegu zewnê trznego (/•  = c)

,. ,N „  b (1— v")b2 + {l+v")c 2 ,
^ ' E" ' c2- b2 '

Zwi¹ zki (5.3) i (5.4) definiuj¹  liniowe, powierzchniowe funkcjona³y konstytutywne
œ $' ³ Œ $" dla ka¿ dej z faz. Konstruuj¹c symetryczny konstytutywny funkcjona³ powierzch-
niowy œ $s otrzymujemy rozwi¹ zanie zagadnienia optymalnego sprê ¿ ania (4.23)i w postaci

(5.5) „ '  „ _ 6 | _

gdzie pŸ jest, zgodnie z definicj¹  (4.16)2, ró¿ nic¹  pomiê dzy oddzia³ywaniem rury ze-
wnê trznej na wewnê trzn¹  w stanie u¿ ytkowym a oddzia³ywaniem sztywnego pod³ o¿a
na brzeg zewnê trzny (r = b) rury wewnê trznej obci¹ ¿ onej ciœ nieniem p (na brzegu r = a)

(5.6) p2 = p - Pi = - +
b2(c2~a2) (\ - v')

W przypadku, gdy materia³ obi³ faz jest jednorodny, otrzymujemy z (5.5) i (5.6) wartoœæ

o któr¹  nale¿y zmniejszyæ promieñ wewnê trznej powierzchni brzegowej (r = b) rury ze-
wnê trznej (w jej stanie naturalnym), aby po wciœ niê ciu jej na rurê wewnê trzn¹  otrzymaæ
efekt optymalnego sprê ¿ enia.

Wykorzystuj¹c znajomoœæ pola przemieszczeñ w stanie u¿ ytkowym oraz fakt, ¿e punkty
powierzchni rozdzielaj¹ cej obie fazy (r = b) nie ulegaj¹, w stanie koñ cowym, przemiesz-
czeniom (por. wnioski po rozwi¹ zaniu (4.23)), mo¿ na wyznaczyæ obci¹ ¿ enia brzegów
(r = b) obu faz w stanie wstê pnym

R, Rn (b2- a2)[(l~v)l
( ' -* P = ~P Tc2- cb2)[(\~v)b2-

Znajomoœæ obci¹ ¿ eñ wstê pnych (5.8) pozwala wyznaczyæ wstê pne stany naprê ¿ enia,
a nastê pnie, po dodaniu rozwi¹ zania (5.1), stany koñ cowe. N a rys. 3c pokazano efekt

redystrybucji stanu naprê ¿ eñ wywo³anej sprê ¿ eniem optymalnym (w przypadku v = - s-»

a = \ ,b = 2, c — 3) i zwi¹ zanej z ok. 24%- owym odci¹ ¿ eniem rury wewnê trznej (mie-
rzonym globalnym wytê ¿ eniem ca³ej fazy I) .
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P e 3 B M e

nPEJJJBAPHTEJIBHOE HATXPJDKEHHE B flByX*A30BtIX  CPEflAX

B pa6oTe npoBefleH a m n ra C OC TOH H HH npeflBapH TejibH oro HanpjiH<eHHH H flediopiwai^HH, Bbi3BaHm>ix

B yn p yro ft flByxdpa3OB0H cpefle nyieiw BBefleHHH B o 6e nx <J>a3ax He3aBHCHMbix, npoH3BOJibHbix, H e-

nOflHHHHIOmHXCH HH CTaTIMeCKHM  IIH reOMCTpHiieCKHM  CBH3HM  IIOJieH flHCTOpCHft. CylUHOCTBIO BHetU-

H ero oKaTHH H BU H BT CH BBefleH ne T SK HX nojieH # H CTopcni³ B o6eHX dpa3ax, ^ToSbi n o un

H bix H anpH H ceiiH ii H flecbopiwamrfij BO36y5KfleiiHbie B OAH OH H3 (ba3 (B OKHMaeMofi d)a3e),

o6pa3OM  peryjiH poBajm B neft oKoiwaTenBH oe pacnpeflejieH He HanpH>i<eHHH H pfi^opmavjiw. 3 T H C O-

CTOHHHH HBJ1HIOTCH CyMMOH COOTBeTCTByiOmHX npeflBapH TejIbH blX COCTOHHHIl H COCTOHHHft BbI3BaHHbIX

H arpy3K o a. BT o p as dpa3a BbinoraiH eT p o nb OKHMaiomeft dpa3bi.

P ein eHM  HeKOTopbie 3afla^iH o r ra iM aji tH oro peryjinpoBaH HH OKOH^iaTejibuwx cocTOfiHHH

>KeHnii H

S u m m a ry

ON THE PRESTRESSING IN D IPHASE MEDIA

We analyze initial states of stress and deformation produced in an elastic diphase medium by forcing
independent, arbitrary distortion fields, which do not necessarily fulfi l the static or geometric constraints
in both phases. External prestressing consists mainly in introducing the both phases such distortion fields
that the fields of initial stress and deformation induced in one (prestressed) phase cause a desirable adjust-
ment of the distribution of the final states of stress and deformation in this phase. These states are a sum
of the corresponding initial states and states caused by external load. The other phase plays a role of the
prestressing one. Some examples of an optimal control of the final states of stresses in the prestressed
phase are discussed.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI  PAN
WARSZAWA

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 31 stycznia 1977 r.
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1. Wstêp

W pracy zbadano wp³yw spadochronu hamuj¹ cego i silnika przyspieszaj¹ cego na
parametry lotu zasobnika zrzuconego z samolotu. Zasobnik traktowano jako uk³ad me-
chaniczny sztywny, na który dzia³aj¹  si³y zewnê trzne [2, 16, 18, 22, 26], miê dzy innymi
si³a hamuj¹ ca spadochronu i ci¹g silnika rakietowego [23, 25]. Przyjê to za³o¿ enie, ¿e
spadochron ustawia³ siê równolegle do kierunku wektora prê dkoœ ci uk³ adu, a wiêc nie
uwzglê dniono k¹ ta natarcia i œ lizgu spadochronu.

Rys. 1

„  Równania ruchu wyprowadzono stosuj¹c podstawowe zasady dynamiki Newtona
dla uk³ adów mechanicznych o wiê zach holonomicznych w uk³adzie wspó³ rzê dnych zwi¹ za-
nych z zasobnikiem [3, 4, 5, 9]. Uwzglê dniono piêæ stopni zasobnika sztywnego: trzy
okreœ laj¹ ce po³ o¿ enie œ rodka masy oraz pochylanie 0 i odchylanie V.

Przyk³ adowe obliczenia numeryczne wykonano w Instytucie Technicznym Wojsk
Lotniczych wed³ug w³ asnych programów. Wyprowadzone w niniejszej pracy równania
ruchu s¹  uniwersalne i mo¿ na je bezpoœ rednio zastosowaæ do opisu ruchu dowolnych
nieodksztalcalnych obiektów swobodnych w przyjê tych uk³ adach odniesienia (rys. 1).
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2. Przyjê te uk³ ady wspó³ rzê dnych

Do opisu dynamiki zasobnika, traktowanego jako obiekt swobodny, niezbê dne oraz
tjardzo wygodne jest przyjê cie nastê puj¹ cych uk³ adów odniesienia:

— grawitacyjnego zwi¹ zanego z Ziemi¹  Oxly1z1,
— prê dkoœ ciowego zwi¹ zanego z przep³ywem Oxayazg,
— zwi¹ zanego sztywno z obiektem Oxyz,
— grawitacyjnego Oxgygzg, zwi¹ zanego ze œ rodkiem masy poruszaj¹ cego siê obiektu

równoleg³ego do uk³adu nieruchomego Oxly1z1.

lin

Rys. 2.

Ruch zasobnika zosta³ opisany w centralnym uk³adzie wspó³rzê dnych. Qxyz sztywno
zwi¹ zanych z obiektem (rys, 2). Chwilowe po³o¿ enie zasobnika jako cia³a sztywnego
wyznaczano przez:

— po³o¿ enie œ rodka masy F ^Xi^^ t ) mierzone wzglê dem nieruchomego uk³ adu
wspó³rzê dnych Ox^y^,

— quasi- eulerowskimi k¹ tami obrotu zasobnika $, 6, lP okreœ laj¹ cego po³o¿ enie
uk³adu zwi¹ zanego z bry³¹  Oxyz wzglê dem grawitacyjnego uk³ adu zwi¹ zanego ze œ rodkiem
masy poruszaj¹ cego siê obiektu Oxgygzg.

Sk³adowe wektorów chwilowych prê dkoœ ci liniowej i k¹ towej w przyjê tym uk³adzie
wspó³rzê dnych (rys. 1) s¹  nastê puj¹ ce:

wektor prê dkoœ ci liniowej

0) Vc = Ul+Vf+Wk,

gdzie U oznacza prê dkoœæ pod³u¿ n¹, V prê dkoœæ boczn¹, W prê dkoœæ przemieszczeñ
pionowych;

wektor prê dkoœ ci k¹ towej

(2) Q = Pi+Qj+Ak,
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przy czym P jest kà towà præ dkoú cià przechylania, Q kà towà præ dkoú cià pochylenia, R
kà towà præ dkoú cià odchylania.

Præ dkoú ci kà towe P, Q, R sà liniowymi zwià zkami præ dkoú ci uogólnionych 0\ 0', W'
o wspóù czynnikach zaleý nych od wspóù rzæ dnych uogólnionych <t>,  0, W i posiadajà nastæ-
pujà cà postaã:
(3) col [P, Q, R] = A^col [# ù, 6\ W],

gdzie AQ jest macierzà transformacji [9, 10].
Zwià zki kinematyczne miæ dzy præ dkoú ciami liniowymi £ l f ylt z1 mierzonymi w ukù a-

dzie nieruchomym Ox1,yi,z1, a skù adowymi præ dkoú ci U, V, W sà , nastæ pujà ce:

(4) col[£/, V, W] = A^ c o l l *! , yu *i ] ,

przy czym Ay1 jest macierzà transformacji [9, 10].
Zwià zki (3) i (4) wyznaczajà zaleý noú ci kinematyczne, miæ dzy præ dkoú ciami U, V,

W, P,Q, R a præ dkoú ciami uogólnionymi xu yi,ýls <P', 9', W.

3. Dynamiczne równania ruchu obiektu

Skù adowe wektorów siù zewnæ trznych i momentów siù zewnæ trznych dziaù ajà cych na
zasobnik, w przyjæ tym ukù adzie wspóù rzæ dnych sà nastæ pujà ce (rys. 2):

— wektor siù zewnæ trznych

(5) F = Xi+Yj+Zk,

gdzie ^oznacza siùæ podù uý nà, F siùæ bocznà, Z siùæ pionowà;
— wektor momentu gù ównego

(6) M = Li+Mj+Nk,

przy czym L jest momentem przechylajà cym, M momentem pochylajà cym, N momentem
odchylajà cym.

Siùy i momenty siù zewnæ trznych sà funkcjami zmiennych opisujà cych ruch i poù oý enie
ciaù a: U, V, W, P, Q, R, 0, 0, W [3, 4, 9, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 28].

Skù adowe siù i momentów dziaù ajà cych na obiekt sà skù adowymi:
— siùy grawitacyjnej

(7) mg = Aflmg,

— siù i momentów aerodynamicznych — wyprowadzono przy uwzglæ dnieniu stacjo-
narnej aerodynamiki, przy czym linearyzacjæ siù i momentów przeprowadzono wg metody
Bryana [3, 4, 9, 27],

— cià gu silnika rakietowego Tp,
— oporu spadochronu hamujà cego

(8) P„ - ~esv2ccxs.

Analizowany w niniejszej pracy obiekt ruchomy traktowano w rozwaý aniach ogólnych
jako nieodksztaù calny obiekt swobodny [9]. Mianem takim moý na nazwaã dowolny obiekt
rzeczywisty, którego badanie wù asnoú ci dynamicznych nie wymaga uwzglæ dnienia od-
ksztaù calnoú ci ciaù a, wzglæ dnych wychyleñ jego elementów jak równieý wiæ zów.
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Badaj¹c ruch rzeczywistego obiektu, którym jest rozpatrywany zasobnik wprowadza
siê nastê puj¹ ce za³ o¿ enia:

— uk³ad wspó³ rzê dnych Oxyz zwi¹ zany jest z poruszaj¹ cym siê obiektem i jego po-
cz¹ tek pokrywa siê ze œ rodkiem masy cia³ a;

— na poruszaj¹ cy siê obiekt dzia³aj¹  si³y ciê ¿ koœ ci, aerodynamiczne i napê du rakie-
towego.

Równania ruchu obiektu wyprowadzono w oparciu o podstawowe równania dynamiki
[9] s³uszne dla uk³ adów inercjalnych, które dla cia³a o sta³ej masie m = const maj¹  postaæ

(9) m

(10)
dt

Stosuj¹c przekszta³cenia [9, 10, 11, 12, 14] oraz rzutuj¹c wektorowe równania ruchu
(9), (10) na osie uk³ adu wspó³ rzê dnych, otrzymano dynamiczne równania ruchu postê-
powego i obrotowego w postaci skalarnej, które dla rozpatrywanego obiektu przy za-
³o¿ eniu P = 0 = L — 0 maj¹  nastê puj¹ c¹  postaæ:

- - RV- QW- gñ nQ+~(X0+XwW+XqQ+Tpdt * " b ' m

dV 1
= RU+ -m [YvV+(Yr + Yrs)R+Y0+Psy],

QU+e +

a.) * '•

m QU+gcose + [

~ 1T = T~ [M°+ Mw W+ ( M " +  Mqs)Q]'

1 [N 0+N vV+(N r+N rs)R],

dt

ir
dxt

~dF

dyi
dt

dz±
dt

- o,
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gdzie

Xo = — QSVC( — Cxcos acosy + CySiny + Czsinacosy),

Yo = — QSV2

C (— Cx cos a sin y — Cy cos y + Cz sin a sin y),

(12)

=  - j QSV2

C [L ch (C„,  cos y - C„ sin asiny) - llRCxs sina],

o = - • yeSF §[£c , I C cosa- /s HC O Tcosasin y],

sy = - — QSVlCxscosa.ñ ny,
.2

Psz = - ~QSVlCxssma,

przy czym a = &rctgW/ U, y - arcsinF / Fc, VI = U2 + V2 + W2 oraz wprowadzono nastæ-
pujà ce oznaczenia: Q — gæ stoúã powietrza, S — przekrój poprzeczny korpusu zasobnika,
La, — dù ugoúã korpusu zasobnika, lsH — odlegù oúã od SC zasobnika do wæ zùa zamoco-
wania spadochronu, Cx, Cy, Cz, C,„,  C„ — bezwymiarowe wspóù czynniki siù i momentów
aerodynamicznych, Cxs — bezwymiarowy wspóù czynnik oporu spadochronu.

Wspóù czynniki X w, iVr okreú lajà ce zmiany siù i momentów aerodynamicznych w funkcji
parametrów kinematycznych ruchu noszà nazwæ pochodnych aerodynamicznych [1, 4, 5,
7, 9, 10, 11, 12, 13, 15], a wspóù czynniki YrsNrs pochodnych silnikowych [4, 12]. Wyzna-
cza siæ je zgodnie z przyjæ tà w lotnictwie zasadà przy badaniu statecznoú ci ukù adów lata-
jà cych zakù adajà c, ýe zmiany symetrycznych parametrów ruchu powodujà zmiany sy-
metrycznych siù i momentów, a zmiany antysymetryczne — siù i momentów antysyme-
trycznych [4, 5, 7, 10, 11, 12].

Pochodne aerodynamiczne sà nastæ pujà ce:

Y 1 „ F g 8CX

(13)

2 Ù U

1 _ VI dCy 1

YeS~u-
~ ( C(x)xdx,
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2 U da

(13)
i dCm 1

da Sh

y2

c sc,,

j
Xl

a pochodne silnikowe:
Yr, = ; sm ss Z 9 S m lsms,

Mqs= - l2sms, Nrs = - lfms,

gdzie 5j, oznacza powierzchniê przekroju pod³ u¿ nego zasobnika, C(x) funkcjê zmiany
przekroju poprzecznego zasobnika wzd³u¿ jego d³ugoœ ci, ls odleg³oœæ od SC zasobnika
do dyszy silnika, Qp/ gt,, = ms wydatek sekundowy gazów prochowych.

4. W³asnoœ ci dynamiczne obiektu w ruchu

Równania (11) opisuj¹ ce przestrzenny ruch zasobnika zrzuconego z samolotu s¹
równaniami ró¿ niczkowymi, silnie nieliniowymi o zmiennych wspó³ czynnikach [6]. Sca³-
kowano je numerycznie wykorzystuj¹c metodê RU N G E- KU TTA. Analizê numeryczn¹  prze-
prowadzono w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych. Opracowany program ma
na celu zbadanie wp³ywu [8] parametrów lotu nosiciela i parametrów konstrukcyjnych
obiektu na tor zasobn ika/ (*,' r2) i inne wielkoœ ci charakteryzuj¹ ce ruch obiektu na
torze.

Obliczenia wykonano dla nastê puj¹ cych danych wyjœ ciowych:
— prê dkoœæ zrzutu Vo = 150, 250 [m/ s],
— wysokoœæ zrzutu H = 200 [m],
— pocz¹ tkowego k¹ ta pochylenia toru <90 = 0°,
— ci¹ gu silnika rakietowego Tp = 1200 [kG ],
— spadochronów o ró¿ nej intensywnoœ ci hamowania,

przy zachowaniu sta³ych wartoœ ci charakterystyk geometrycznych, masowych i aerody-
namicznych zasobnika. Charakterystyczne wyniki analizy numerycznej badanego modelu
zasobnika przedstawiono w formie wykresów na rys. 3H - 12.

Z analizy uzyskanych rezultatów obliczeñ numerycznych wynika, ¿e profil toru lotu
zasobnika Zx — Zx{x^) w istotny sposób zale¿y od parametrów lotu nosiciela w momencie
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zrzutu, efektywnoœ ci hamowania spadochronem oraz wielkoœ ci ci¹ gu silnika pizyspie-
szaj¹ cego.

D la okreœ lonych warunków pocz¹ tkowych, danego ci¹ gu silnika rakietowego wraz
ze wzrostem efektywnoœ ci hamowania donoœ noœæ poruszaj¹ cego siê obiektu znacznie
maleje (rys. 3). Z wykresu toru lotu w p³aszczyŸ nie 0xx, y  ̂ wynika, ¿e tor obiektu nie
le¿y w p³aszczyŸ nie, przy czym zasobnik swobodnie spadaj¹ cy zbacza bardziej ni¿ za-
sobnik hamowany i przyspieszany. Zjawisko to spowodowane jest przesuniê ciem cha-
rakterystyk aerodynamicznych wynikaj¹ cych z ma³ej asymetrii geometrycznej, a wielkoœæ
zboczenia zale¿ na jest od wartoœ ci chwilowych sk³adowych- wektora prê dkoœ ci.

Z,[tn]
200

100

a - zasobnik klasyczny
b - zasobnik ze spadochronem S,
c- zasobnik ze spadochronem Sz

200 100 600 800 x,[m]

x,[m]

Rys. 3.

250

200

150

100

50

o - zasobnik klasyczny
b -  zasobnik ze spadochronem S,
c - zasobnik ze spadochronem St

3

Rys. 4.

t[s]
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Interesuj¹ cy przebieg ma zmiana wektora prê dkoœ ci ca³kowitej zasobnika na torze.
Dla porównania na jednym wykresie przedstawiono krzywe dla obiektu swobodnie spa-
daj¹ cego oraz obiektów hamowanych i przyspieszanych. Z analizy uzyskanych przebie-
gów wynika, ¿e dla okreœ lonych parametrów zrzutu i charakterystyk konstrukcyjnych
zmiana prê dkoœ ci ca³kowitej w istotny sposób zale¿y od efektywnoœ ci hamowania spado-
chronem (rys. 4). Natomiast prê dkoœæ koñ cowa zasobnika o przyjê tym rozwi¹ zaniu
konstrukcyjnym w niewielkim stopniu zale¿y od prê dkoœ ci zrzutu, co œ wiadczy o du¿ ej
„elastycznoœ ci" spadochronu hamuj¹ cego (rys. 5).

- 0.005

Rys. 6

Z wykresu przedstawiaj¹ cego zmianê k¹ ta œ lizgu y na torze (rys. 6) wynika, ¿e k¹ t
œ lizgu zmienia siê periodycznie, przy czym amplituda i okres wahañ zale¿¹  od si³ dzia³a-
j¹ cych na zasobnik. Na wykresie daj¹  siê wyodrê bniæ trzy fazy ruchu obiektu:, swobodny
spadek do czasu t = 0,7 s, hamowanie spadochronem do t — 5,7 s, przyspieszenie silni-
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kiem rakietowym do t = 6,5 s. W czasie hamowania, mimo spadku prê dkoœ ci ruch za-
sobnika stabilizuje siê, amplituda wahañ k¹ ta œ lizgu znacznie zmniejsza siê. W³¹ czenie
silnika rakietowego powoduje chwilow¹  destabilizacjê, po czym w trakcie rozpê dzania
zasobnika amplituda wahañ jest silnie t³ umiona.

Charakter zmian prê dkoœ ci bocznej V na torze (rys. 7) jest bardzo podobny do zmian

1 2

R[rod/ s]
Q[rod/ s]

Rys. 7

Rys. 8

5 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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k¹ ta œ lizgu, poniewa¿ te wielkoœ ci s¹  œ ciœ le zale¿ ne od siebie. N a kolejnym rysunku przed-
stawiono zmianê prê dkoœ ci k¹ towej pochylania Q i odchylania R w czasie lotu zasobnika
(rys. 8). Widoczne jest przesuniê cie krzywej Q = Q(t) w stosunku do krzywej R = R(t)
spowodowane dzia³aniem w p³aszczyŸ nie rzutu Qxt zx si³y ciê ¿ koœ ci, a konkretnie przy-
spieszenia grawitacyjnego.

Zmiana k¹ ta pochylenia zasobnika na torze 9 ma charakter oscylacyjny (rys. 9).
Zasadniczy wp³yw na wielkoœæ k¹ ta upadku & k ma efektywnoœæ hamowania spadochro-
nem, przy czym wzrost efektywnoœ ci powoduje wzrost k¹ ta upadku i jednoczeœ nie zmniej-

0

- 0,2

- 04

08
e

[rod] '

a - zasobnik
b - zasobnik
c - zasobnik

7

klasyczni/
ze spadochrom
ze spadochron

V

• mS,
emSz

? 5

va*wof

X

5 r t
[si

Rys. 9

0,015

0,010

0,005

Rys. 10
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szenie czê stoœ ci oscylacji. K¹ t odchylenia if zmienia siê podobnie jak prê dkoœæ odchyla-
nia R ze wzglê du na zale¿ noœæ tych wielkoœ ci od siebie (rys. 10).

Ruch nutacyjny zasobnika a = a(y) przedstawiono na 17s. 11. WyraŸ nie daj¹  siê
wyró¿ niæ trzy fazy ruchu: swobodny spadek, hamowanie i przyspieszenie. Charakteryzuj¹
siê one ró¿ n¹  d³ugoœ ci¹  wiê kszej osi zataczanej elipsy oraz ró¿ nym nachyleniem tej osi,
a w fazie przyspieszenia kierunek obrotu zmienia siê na przeciwny.

Rysunek 12 przedstawia ruch nutacyjny zasobnika przedstawiony przestrzennie.
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5. Wnioski ogólne

Przedstawiona metoda badania w³asnoœ ci dynamicznych obiektu umo¿ liwia analizê
mchu uk³adu o dowolnym schemacie konstrukcyjnym, daj¹ c przy tym ci¹ g³¹  informacjê
o zmianie parametrów lotu na torze. Stosowane aktualnie metody balistyki zewnê trznej
maj¹  ograniczone zastosowanie do analizy obiektów charakteryzuj¹ cych siê tzw. czasem
charakterystycznym O < 30 s, co odpowiada obiektom poruszaj¹ cym siê lotem swo-
bodnym.

Analizowany w niniejszej pracy zasobnik z uk³ adem hamuj¹ co- przyspiesz¹ j¹ cym ma
zastosowanie do zrzutów z ma³ych wysokoœ ci. Najistotniejsz¹  faz¹  ruchu takiego uk³adu
jest lot hamowany, gdy¿ zmniejszenie prê dkoœ ci o okreœ lon¹  wartoœæ powoduje zakrzywie-
nie toru lotu obiektu, co w konsekwencji ma zasadniczy wp³yw na parametry ruchu za-
sobnika w punkcie upadku.

Spadochron wykorzystany do wyhamowania prê dkoœ ci ruchu charakteryzuje siê pew-
nymi cechami, które szczególnie predestynuj¹  go do zastosowania w proponowanym
uk³adzie konstrukcyjnym, mianowicie:

—•  prê dkoœæ koñ cowa w fazie hamowania w ma³ ym stopniu zale¿y od prê dkoœ ci
zrzutu, co œ wiadczy o tzw. elastycznoœ ci uk³ adu ze wzglê du na warunki zrzutu,

— spadochron w du¿ ym stopniu t³ umi wahania zasobnika powoduj¹c «usztywnienie
aerodynamiczne)) uk³ adu,

— zwiê kszenie efektywnoœ ci hamowania spadochronu powoduje: wiê kszy spadek
prê dkoœ ci, wiê ksze wystromienie toru oraz zmniejszenie czê stoœ ci oscylacji parametrów
ruchu.

Wynika st¹ d, ¿e dla osi¹ gniê cia za³o¿ onego punktu upadku cia³a zrzuconego z pewnej
wysokoœ ci z dan¹  prê dkoœ ci¹  pocz¹ tkow¹, nale¿y odpowiednio ukszta³ towaæ charaktery-
styki aerodynamiczne ca³ego uk³ adu, co sprowadza siê do dobrania dla zasobnika w³a-
œ ciwego spadochronu zapewniaj¹ cego wymagane wyhamowanie i statecznoœæ ruchu
uk³ adu.
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P e 3 w M e

BJIH ^H HE nAPAUIIOTA HA flBI- DKEHHE OCEBO- CHMETPH^ECKOrO
O BT J E K TA CBPACMBAEMOrO C CAMOJIETA

B paSo're paccjvsaTpHBaiOTca flHiiaMOTCCKiie cBoiicTBa cso6oflHO naflaiomero o6hei<Ta c TopMO3HMM
napaunoTOM H ycKOpHTejitntiM  paKerabiiw HBHraTeneM. O6i>ei<T c^HTaeicn H<eciKHM  TejioM  c riHTtio
CTeneHHMH CBo6oflbi. flBH>iceiiHe ero onucano CHCTCMOH HenHHenHLix HHdjcfiepeHmiajibHhix ypaBHeimii
BToporo nopjiflKa. YpaBHeHHSi HHTerpHpoBanw ^HCJiensibiM  iwetofloin c ŷ iijTOM  npHHHTbix Ha^ajibiibix

I H pa3Hbix napaMeTpoB c6poca Bbi^HCJienbi TpaeKTOpHii noneTa, H3MeHeHne yraa Tanra>Ka,
i , yrjia aTai<H3 cKOJibHteHiM, CKOpocm iieHTpa Mace o6³.eKTa u ee cocTaBJiHiomHe,
xapaKTepncTHKH nojiyxieHbi DKcnepiiMeiiTantHOj nyTeM  ncnbrraHHH MOflejreft B

Tpy6ax.

S u m m a ry

TH E IN F LU EN CE OF A PARACH U TE ON THE MOTION OF AN AXIALL Y SYMMETRIC
AIRD ROPPED OBJECT

The paper presents an analysis of dynamic properties of a freely moving object equipped with a braking
parachute and an accelerating rocket engine. The object is treated asarigidbody with five degrees of freedom.
The movement of the object is described by a system of second- order non- linear differential equations.



70 J. MARYNIAK , K. MICHALEWICZ , Z. WINCZURA

The equations were integrated numerically for the assumed initial conditions. Flight paths, variations
of angles of elevation asimuth attack and sideslip, variations of velocity of the centre of mass and its com-
ponents were calculated for different airdrop parameters, Aerodynamic characteristics were obtained
empirically from model testing in a wind tunnel.
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KIN EM ATYC Z N A R ÓWN OWA¯ N OŒÆ U K£AD Ó W SI£

STEFAN P I E C H N I K (KRAKÓW)

1. Wstêp

Rozwa¿ my lity, nieswobodny prêt pryzmatyczny o dowolnym przekroju poprzecznym
(rys. 1) okreœ lony w uk³ adzie osi x, y, z, gdzie oœ x jest osi¹  prê ta a y, z osiami g³ównymi,
centralnymi przekroju poprzecznego i obci¹ ¿ my go na œ ciankach czo³owych np. obci¹ ¿ e-
niem, którego gê stoœæ zapiszemy w postaci: qvx = az, qvy = 0, qm = 0, a > 0.

D la tak przyjê tego obci¹ ¿ enia (rys. la) ³ atwo znaleŸæ œ cis³e rozwi¹ zanie zagadnienia
brzegowego teorii sprê ¿ ystoœ ci, a wiêc macierze naprê ¿ eñ, odkszta³ceñ i przemieszczeñ,
których elementy spe³niaj¹  równania Naviera, Cauchy'ego, Hooke'a oraz statyczne wa-
runki brzegowe i pewn¹  grupê warunków kinematycznych. Jak ³atwo sprawdziæ, obci¹ ¿ e-
nie pokazane na rys. la redukuje siê do momentu zginaj¹ cego w p³aszczyŸ nie xz, st¹d

Rys. 1

te¿ w przypadku takiego obci¹ ¿ enia mówiæ bê dziemy o «czystym zginaniu)). Otrzymane
rozwi¹ zanie powy¿ szego zadania mo¿ emy wykorzystaæ dla ca³ej grupy innych obci¹ ¿ eñ
œ cianek poprzecznych, jeœ li tylko obci¹ ¿ enia te redukuj¹  siê do pary w p³aszczyŸ nie xz.
Wykorzystujemy bowiem zasadê de S. Venanta, w myœl której, macierze naprê ¿ eñ, od-
kszta³ceñ i przemieszczeñ ró¿ niæ siê bê d¹  dowolnie ma³ o, z wyj¹ tkiem obszaru s¹ siaduj¹-
cego z powierzchni¹  obci¹ ¿ on¹, dla ró¿ nych, ale statycznie równowa¿ nych obci¹ ¿ eñ
przy³o¿ onych na ma³ej w stosunku do ca³ej powierzchni. Jakiekolwiek wiêc obci¹ ¿ enie,
które da siê zredukowaæ do pary, zastê powaæ bê dziemy t¹  par¹  (rys. lb). Wykorzystuj¹c
równania statycznej równowa¿ noœ ci z uk³ adem pokazanym na rys. la, znajdujemy od-
powiednie wzory okreœ laj¹ ce naprê ¿ enia, odkszta³ cenia i przemieszczenia. Przypadek
pokazany na rys. lb, jest wiêc reprezentantem zbioru obci¹ ¿ eñ, w którym okreœ lona jest
relacja statycznej równowa¿ noœ ci. W przypadku obci¹ ¿ enia pokazanego na rys. lb mówiæ
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bê dziemy o «zginaniu prostym» lub proœ ciej o «zginaniu». Podobnie, jak proste zginanie,
tak i proste rozci¹ ganie i proste skrê canie lub kombinacja tych wszystkich (obci¹ ¿ enie
z³o¿ one) bê d¹  reprezentantami odpowiednich klas równowa¿ noœ ci.

Istnieje jednak pewna grupa prê tów, dla których zast¹ pienie uk³ adu si³ innym statycznie
im równowa¿ nym mo¿e prowadziæ do zasadniczych b³ê dów. Do takich prê tów nale¿¹
prê ty cienkoœ cienne. Rozwa¿ my prosty przyk³ad pokazany na rys. 2.

Rys. 2

Gdyby uk³ad si³ zast¹ piæ uk³ adem statycznie równowa¿ nym w œ rodku ciê ¿ koœ ci prze-
kroju poprzecznego, otrzymalibyœ my uk³ad zerowy, co oznacza³ oby zerowanie siê naprê ¿ eñ,
odkszta³ceñ i przemieszczeñ. Jak widaæ z rys. 2 by³oby to zbyt grubym przybli¿ eniem
nawet dla przekrojów poprzecznych dostatecznie odleg³ych od œ cianki czo³owej. W przy-
padku prê tów cienkoœ ciennych nie mo¿ emy przyj¹æ zasady de Saint Venanta, przynajmniej
w takiej postaci, w jakiej zosta³a ona sformu³owana. Oznacza³ oby to koniecznoœæ rozwi¹-
zywania ka¿ dego przypadku obci¹ ¿ enia osobno lub inaczej mówi¹ c, niemo¿ noœæ okreœ lenia
reprezentanta dla pewnych grup obci¹ ¿ eñ.

2. Definicja kinematycznej równowa¿ noœ ci uk³ adów sil

Rozwa¿ my najpierw kilka przyk³ adów obci¹ ¿ enia prê ta cienkoœ ciennego, które mo¿ na
zast¹ piæ innym uk³ adem statycznie równowa¿ nym, ale równoczeœ nie takim, aby efekt
kinematyczny obu uk³ adów by³ jednakowy. Rozpatrzmy w tym celu uk³ ad obci¹ ¿ eñ
podany na rys. 2. Przyk³ ad uk³ adu równowa¿ nego przedstawia rys. 3. Przenosz¹c si³ê P zpun-
ktu A' do A dodajemy moment Pb, przenosz¹c si³ê —P z punktu A" do A dodajemy moment
Pb otrzymuj¹c w punkcie A tylko moment M = 2Pb, albowiem si³y redukuj¹  siê. Postê puj¹c
podobnie z si³ami zaczepionymi w punktach B' i B" otrzymamy w punkcie B moment
M— —2Pb. Nowy uk³ ad stanowi wiêc biparê, której pary dzia³aj¹  w p³aszczyznach
pó³ ek. Nowy uk³ ad z³o¿ ony z bipary wywo³uje ten sam efekt kinematyczny co uk³ ad
wyjœ ciowy.
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N a rys. 4 przedstawiono drugi przyk³ ad. Dokonajmy redukcji do punktu S, bê d¹ cego
œ rodkiem ciê ¿ koœ ci dwuteownika; si³ê P z punktu A' przenieœ my do punktu A, dodaj¹c
dla zachowania statycznej równowa¿ noœ ci moment M - Pb, przenosz¹c si³ê P z punktu B'
do B otrzymamy nowy uk³ ad, który przedstawia rys. 4b. Przenosz¹c nastê pnie si³ê P
z punktu A do S dodajemy moment Ph. Przenosz¹c si³ê P z punktu B do S dodajemy

t

I  M- ?Ph

-  - J£
H- 2Pb

Rys. 3

moment —Ph. Oba dodane momenty dzia³aj¹ ce w jednej p³aszczyŸ nie redukuj¹  siê, w wy-
niku czego otrzymujemy uk³ ad przedstawiony na rys. 4c z³o¿ ony z si³y 2P i bipary o bi-
momencie Bm — Pbh. Równie¿ w tym przypadku efekt kinematyczny uk³ adu na rys. 4c
bê dzie analogiczny z takim efektem uk³ adu pokazanego na rys. 4a.

Rys. 4

Trzecim wreszcie przyk³ adem redukcji do punktu S niech bê dzie uk³ ad pokazany
na rys. 5a. Sposób redukcji pokazany na rys. 5 nie wymaga komentarza, dodajmy tylko,
¿e przenosz¹c moment Pb (rys. 5c) z p³aszczyzny pó³ ki do równoleg³ej p³aszczyzny przecho-
dz¹ cej przez punkt S dodaæ musimy biparê o bimomencie Bw = Pbh. I w tym przypadku
intuicja podsuwa kinematyczn¹  równowa¿ noœæ uk³ adów pokazanych na rys. 5a i 5d.

Rozwa¿ one powy¿ ej przyk³ ady dotyczy³y uk³ adu przy³o¿ onego do prê ta o prostym
przekroju poprzecznym; w przypadku bardziej z³ o¿ onych przekrojów narzuca siê koniecz-
noœæ wprowadzenia precyzyjnego okreœ lenia pojê cia kinematycznej równowa¿ noœ ci dwóch
uk³ adów. Wprowadzenie takiego pojê cia pozwoli³ oby przede wszystkim na mo¿ liwoœæ
rozwi¹ zania prê ta cienkoœ ciennego dla pewnego reprezentatywnego uk³ adu. Rozwi¹ zanie
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to by³oby wa¿ ne dla ca³ej grupy obci¹ ¿ eñ kinematycznie równowa¿ nych danemu, jeœ li
oczywiœ cie uogólniæ zasadê de Saint Venanta, na uk³ ady kinematycznie równowa¿ ne.

W odró¿ nieniu od statycznej równowa¿ noœ ci, równowa¿ noœæ kinematyczna nie mo¿e
byæ zdefiniowana bez uwzglê dnienia kszta³ tu bry³y, albowiem w³aœ nie deformacja bry³y
decyduje o kinematycznej równowa¿ noœ ci. Wynika st¹ d, ¿e sposób redukcji danego uk³ adu

b)

Bj- Pbh

Rys. 5

do uk³ adu kinematycznie mu równowa¿ nego nie mo¿e byæ dowolny. Umówimy siê, ¿e
przy³o¿ ony do prê ta uk³ ad si³ bê dziemy redukowaæ do ustalonego punktu le¿ ¹ cego we-
wn¹ trz prê ta lub sztywno zwi¹ zanego z prê tem w ten sposób, ¿e drog¹  redukcji bê dzie oœ
œ rodkowa przekroju poprzecznego i tworz¹ ce powierzchni œ rodkowej. Inaczej mówi¹c
drogê redukcji wyznaczaæ bê dzie lokalny krzywoliniowy ortogonalny uk³ ad wspó³ rzê dnych
(x,s,n) (rys. 6).

Rys. 6



KIN EMATYCZN A RÓWN OWA¯ N OŒÆ UK£ADÓ W SI£ 75

W myœl powy¿ szego przyjmiemy nastê puj¹ c¹  definicjê: Dwa uk³ady (A) i (B\przy³o¿ one
do prê ta cienkoœ ciennego, nazywaæ bê dziemy kinematycznie równowa¿ nymi, jeœ li redukuj¹ c
je do ustalonego punktu R, sztywno zwi¹ zanego z osi¹ œ rodkow¹ przekroju poprzecznego,
w taki sposób, ¿ e drogê redukcji wyznacza lokalny krzywoliniowy ortogonalny uk³ad osi
(x, s, n) otrzymujemy w punkcie R równoœ æ wektorów sum, wektorów momentów i bimo-
mentów.

(2.1) S(A) = S(B), MR(A) = MR{B), Ba{A) = B(Ba).

Statyczna równowa¿ noœæ dwóch uk³ adów wymaga równoœ ci tylko sum i momentów,
a wiêc uk³ ady kinematycznie równowa¿ ne s¹  statycznie równowa¿ nymi.

3. Przyk³ ady zastosowañ

Pierwszym zastosowaniem przyjê tej definicji o kinematycznej równowa¿ noœ ci jest
uogólnienie zasady de Saint Venanta, któr¹  mo¿ emy teraz sformu³owaæ: Jeœ li na niewielkiej
powierzchni prê ta cienkoœ ciennego przy³o¿ ony jest uk³ad (A) wywo³uj¹ cy w prê cie pewn¹
macierz naprê ¿ eñ , odkszta³ceñ i przemieszczeñ , to jeœ li na tej powierzchni uk³ad (A) zast¹ -
pimy kinematycznie równowa¿ nym uk³adem (B), wówczas stany naprê ¿ eñ odkszta³ceñ
i przemieszczeñ ró¿ niæ siê bê d¹ dowolnie ma³o z wyj¹ tkiem obszaru le¿ ¹ cego w s¹ siedztwie
powierzchni przy³o¿ enia uk³adów (A) i (B).

Konsekwencje takiego uogólnienia s¹  nader oczywiste.
Drugim zastosowaniem pojê cia kinematycznej równowa¿ noœ ci jest pokazanie sensu

i uzasadnienie nazwy wystê puj¹ cego w analizie prê tów cienkoœ ciennych wyra¿ enia

(3.1) -  B<o = JJ ox(x,s)co(s)dA,
A

które nosi nazwê bimomentu, a które wprowadza siê bardzo formalnie. N p. MUTERMILCH
[1] obliczaj¹c pracê naprê ¿ enia <yx na przemieszczeniu ux otrzymuje

(3.2) Lk = J J ux ax dA ~ uj J axdA - v' J j axydA - w' J J <fx zdA - 6' J J axwdA,
A A A' A A

aby nastê pnie stwierdziæ «... ostatni sk³adnik wyra¿ enia... jest równie¿ prac¹ wirtualn¹

pewnej nowej si³y wewnê trznej Ba ~ ffacodA, zwanej bimomentem, na przemieszczeniu

ux».
Wielu autorów m.in. F I£ON IEN KO- BOROD ICZ [2], maj¹c wyra¿ one naprê ¿ enia normalne

w postaci

w wyniku formalnego pomno¿ enia obu stron przez co i wykonania ca³kowania po po-
wierzchni przekroju poprzecznego otrzymuje

(3.4) JJ axmdA = Ba = - <p"E1JC0
A

i pisze «... wielkoœ æ Bm, to tak zwany giê tno- skrê tny bimoment; jego wymiar wynosi
[kG cm2]». Podobnie rzecz traktuje RUTECKI [3]. Próby wyjaœ nienia sensu Ba, znajdujemy
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w ksi¹ ¿ kach BIELAJEWA [4] i PANARINA, TARASENKI [5], na najprostszym przyk³adzie

naprê ¿ eñ w œ ciance ceownika. Gdyby dokonaæ tej próby dla naprê ¿ eñ, np. w pó³ kach,
moglibyœ my dojœæ do b³ê dnego rezultatu, jeœ li nie wprowadziæ dodatkowej umowy o drodze
redukcji, innymi s³owy o kinematycznej równowa¿ noœ ci uk³ adów. Wykorzystuj¹c podan¹

Rys. 7
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definicjæ kinematycznej równowaý noú ci, bez trudu pokaý emy sens i uzasadnienie nazwy
dla dowolnego przekroju poprzecznego i dowolnego punktu redukcji R.

Rozwaý my pokazany na rys. 7a ukù ad i zredukujmy go do punktu R. N iech punkt R
bæ dzie «ú rodkiem zgihania», a punkt 0 gù ównym zerowym punktem wspóù rzæ dnej wycin-
kowej. Przenoszàc z punktu A siùæ P (rys. 7a) do punktu («- 1) dodajemy paræ o wektorze
(rys. 7b)

(3.5) AMB =  AsBxP.

Przenoszàc moment do równolegù ej pù aszczyzny przechodzà cej przez punkt R doù à-
czamy biparæ o bimomencie

(3.6) ABa>n =  PAsnr„  =  PAw„

otrzymujàc ukù ad kinematycznie równowaý ny pokazany na rys. 7c. Przenoszàc dalej siùæ P
do punktu (w — 2) doù à czamy paræ o wektorze

(3.7) AMn_, = AJ„_LxP

otrzymujàc ukù ad pokazany na rys. 7d. Przenoszàc z kolei moment AM„_ l do równolegù ej
pù aszczyzny przechodzà cej przez punkt R dodajemy biparæ o bimomencie

(3.8) ABm,„_,  = PASn- ^i = P/ K- i,

jak pokazano na rys. 7c. Postæ pujàc analogicznie tak, aý siùa P znajdzie siæ w punkcie R
otrzymamy w rezultacie zredukowany do tego punktu ukù ad kinematycznie równowaý ny
danemu, który skù ada siæ: z siùy P zaczepionej w R, wektora momentu

n n n

(3.9) M = £ AM, = ]? A~s,xP = (JT As?) xP = RAxP
1=0 (=0 != 0

oraz bipary o bimomencie
n n n

(3.10) Bm =  £ABati = %PAstrt =  P £ As,rt = Pco{A).
tmO ( = 0 1 = 0

Ostatnie dwa wyraý enia traktowaã moý emy jako sumæ aproksymacyjnà w przypadku,
gdy przekrój poprzeczny ma oú ú rodkowà o dowolnej krzywej y = y(s), z = z(s). W tym
przypadku mamy

M = (j_ds\xP = RAX.P,

(3.11) U " '
Ba = P J r(s)ds = P J da=- Pco(A).

RA ' RA

Wektor M, jak widaã, nie zaleýy od ksztaù tu krzywej, a jedynie od wspóù rzæ dnych punktów
R i A, w przeciwieñ stwie do wartoú ci bimomentów. Zredukujmy teraz do punktu R siùy
wewnæ trzne o gæ stoú ci ctx rozpostarte nad przekrojem poprzecznym pokazanym na rys. 8.
Jeú li oznaczymy przez dP(s) =  axd(s)ds i postæ powaã bæ dziemy analogicznie, jak w przy-
padku pokazanym na rys. 7, zredukujemy ukù ad do punktu R otrzymujàc

dN= axd(s)ds,

( 3- 1 2) dM = RXxdP(s) = RKxaxd(s)ds,

dBa =  axco(s)d(s)ds.
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Sumuj¹c zredukowane w punkcie R uk³ady od wszystkich elementarnych si³ dP{s)
na ca³ej krzywej c, otrzymamy

N = J (fxd(s)ds = / /  axdA,

(3.13) M= J RKxaxd(s)ds = fj RK x axdA
c 'A

B<o = J <yxu>{s)6(s)ds = J J oxio(s)dA.

6, u (sja'A

Rys. 8

Uk³ad ten jest kinematycznie równowa¿ ny uk³adowi si³ wewnê trznych o gê stoœ ci ax

rozpostartych nad ca³ym przekrojem poprzecznym. W wyniku tego rozumowania staj¹  siê
jasne nazwa i sens ca³ki Ba. Kolejnym wreszcie przyk³adem wykorzystania kinematycznej
równowa¿ noœ ci uk³adów jest wyprowadzenie wzoru na naprê ¿ enia normalne ax wyra¿ one
poprzez si³y przekrojowe {N, My,Mzi B^). Wykorzystujemy tu bowiem warunek kinema-
tycznej równowa¿ noœ ci uk³adów si³ zewnê trznych (Z) po jednej stronie przekroju z uk³adem
si³ wewnê trznych (W)
(3.14) S(Z) ='Œ (W), M(Z) = M(W), Bm(Z) = Ba(W).
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M, BbI3WBaiOmHX TBKOH >Ke KHHeiHaTHMeCKHH 3(J)dpeKT. B OTJlH^He OT CTaTIMeCKOH,

KHHeMaTH^ecKan 3KBHBajieHTHocTb CHcreM  3aBHCHT OT $ o p i«bi Tejia. P accwoTpeH pup, npH M epoB

30BaHHH TaKoro onpeflejieH HH n pn aHaJiH3e TOH K H X CTep>KHeft.
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S u m m a ry

KINEMATI C EQUIVALENCE OF A SYSTEM  OF FORCES

In the paper the definition of «kinematic equivalence of a system» has been formulated. From the set
of forces in which the relation of statical equivalence is given, one can distinguish the equivalence class
of forces giving the same kinematic effects. In contrary to static equivalence, the kinematical one depends
on the shape of the loaded body. Several examples are presented in which the introduced definition is used
in the analysis of slender bars.
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MODYFIKACJA METODY UŒ REDNIANIA FUNKCJONALNYCH POPRAWEK
W ZAGADNIENIACH KONWEKCJI  WYMUSZONEJ I PRZEP£YWU CIEP£A

KAZIMIER Z R U P (KRAKÓW)

1. Wstêp

W niniejszej pracy przedstawiono metodê [1], za pomoc¹  której mo¿ na rozwi¹ zywaæ
zagadnienia zwi¹ zane z nieustalonym przep³ywem ciep³a, jak równie¿ zagadnienia zwi¹-
zane z konwekcj¹  wymuszon¹  w stanach ustalonych i nieustalonych.

W pracach [2, 3] pos³ ugiwano siê metod¹  uœ redniania funkcjonalnych poprawek przy
rozwi¹ zywaniu równania przewodnictwa cieplnego wykorzystuj¹c pojê cie g³ê bokoœ ci
wnikania ciep³a.

Pos³ugiwanie siê zaproponowan¹  modyfikacj¹  umo¿ liwia zastosowanie metody do
rozwi¹ zywania wymienionych zagadnieñ, bez koniecznoœ ci wprowadzania pojê cia g³ê bo-
koœ ci wnikania ciep³a.

W pierwszej czê œ ci pracy ogólnie scharakteryzowano metodê uœ redniania funkcjonal-
nych poprawek, podano sposób konstrukcji funkcji przybli¿ onych oraz dokonano po raz
pierwszy uœ redniania wartoœ ci funkcji po polu, a nie, jak dotychczas [2, 3] dla przypadku
uk³ adu cylindrycznego, uœ redniania po promieniu.

W nastê pnych czê œ ciach pracy podano zasadê konstruowania warunków pocz¹ tkowych
oraz przebieg obliczeñ. Obliczenia zilustrowano przyk³adem liczbowym.

Oznaczenia

a wspó³czynnik wyrównania temperatury,
A(X), B(X) funkcje,

C stal¹, . . •

d œ rednica rury,
wd

p e = — Jiczba Pecleta,
a

r wspó³rzê dna,
R promieñ rury,
t temperatura,

t„  t e m p e r a t u ra œ cian ki,
tQ temperatura pocz¹ tkowa,

t- h
T = temperatura bezwymiarowa,

to  — t s

w prê dkoœæ œ rednia.

6 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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.v wspó³rzê dna,

X= _ . — bezwymiarowa wspó³rzê dna,
Pe d

a(X) funkcja,
r
R

bezwymiarowa wspó³rzê dna.

2. Charakterystyka metody uœ redniania funkcjonalnych poprawek

Pocz¹ tkowo metoda uœ redniania funkcjonalnych poprawek by³a zastosowana przez
SOKOLOWA [1] do rozwi¹ zywania równañ ró¿ niczkowych, ca³kowych i ró¿ niczkowo-
ca³kowych. Jest to przybli¿ ona metoda, w ogólnoœ ci polegaj¹ ca na zast¹ pieniu samej
funkcji ci¹ g³ej w danym obszarze jej œ redni¹  ca³kow¹  w tym obszarze. Wyznaczona w ten
sposób w pierwszym przybli¿ eniu funkcja, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie
KANTOROWICZA [4, 5], nie ulega zmianie przy konstruowaniu nastê pnego przybli¿ enia.
Jest to znaczn¹  zalet¹  metody, gdy¿ w ten sposób eliminuje siê ponowne obliczanie wspó³-
czynników funkcyjnych ju¿ poprzednio wyznaczonych przy rozwi¹ zywaniu, np. równania
przewodnictwa cieplnego.

Zaznaczyæ nale¿ y, ¿e w oryginalnej metodzie KANTOROWICZA wprowadzenie nowego
cz³onu przy rozwi¹ zywaniu podobnego problemu zmienia uk³ ad równañ, z których wylicza
siê wymienione wspó³czynniki. Tak wiê c, w metodzie uœ redniania funkcjonalnych popra-
wek, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA [4, 5], do wyznaczenia
poszczególnych wspó³czynników funkcyjnych wystarczy rozwi¹ zaæ jedno odpowiednie
równanie ró¿ niczkowe, a nie, jak w oryginalnej metodzie KANTOROWICZA, uk³ ad równañ
ró¿ niczkowych.

W dalszym ci¹ gu istota metody uœ redniania funkcjonalnych poprawek zostanie przedsta-
wiona na przyk³adzie równania ró¿ niczkowego opisuj¹ cego nieizotermiczny przep³yw
cieczy rzeczywistej przez prostoosiow¹  rurê ko³ow¹, przy za³o¿ eniu niezale¿ noœ ci w³asnoœ ci
fizykochemicznych cieczy od temperatury [6]. Jest to równanie ró¿ niczkowe typu para-
bolicznego i w naszym przypadku wraz z warunkami brzegowymi ma postaæ

n n n -  dT ' 8 ' d T

(.ZA) ( 1-
1 dX Q d,

oraz
(2.2) A"< 0, 0< gœ 1, T=\ ,

(2.3) jsr>o, g - i, r - o,

(2.4) X>03 Q = 0, 4 ^ = 0-

W niniejszej pracy równanie (2.1) zostanie rozwi¹ zane za pomoc¹  metody uœ redniania
funkcjonalnych poprawek bez koniecznoœ ci wprowadzania pojê cia g³ê bokoœ ci penetracji.

W pierwszym przybli¿ eniu, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA
[4], za³o¿ ymy, ¿e wydzielona eliptyczna czê œæ równania (2.1) ma postaæ

fJY
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Zgodnie z zasad¹  metody uœ redniania funkcjonalnych poprawek napiszemy

i

(2.6) a1{X) =

W wyra¿ eniu (2.6) przeprowadzono uœ rednianie funkcji Ti(X, g) po powierzchni.
Ca³kuj¹c równanie (2.5) dwukrotnie po Q otrzymuje siê

(2.7) Tt(X, g) = \ jQ2-  ^

Wspó³czynniki funkcyjne A^X) i Bl (X) w równaniu (2.7) wyznacza siê przy uwzglê d-
nieniu warunków brzegowych (2.3) i (2.4). Po wyznaczeniu w (2.7) A, (X) i BX(X), wyznacza
siê dalej funkcjê Ui(X) z wyra¿ enia (2.6).

W wyniku takiego postê powania otrzymuje siê liniowe równanie ró¿ niczkowe zwyczajne
pierwszego rzê du, z którego ostatecznie okreœ la siê funkcjê <¯ 1(A'). Równanie to w ogólnym
przypadku ma postaæ

(2.8) «1{X)+p(X)al(X) = q(X).

Równanie (2.8) mo¿ na ³ atwo ca³ kowaæ [7] xizyskujac nastê puj¹ ce rozwi¹ zanie:

(2.9) oc,(X) . eS'*>«[c+  /¹ {X)

W wyra¿ eniu (2.9) sta³a C oznacza pewn¹  wartoœæ pocz¹ tkow¹. Poniewa¿ w (2.7)
wystê puje pochodna funkcji aj(A'), przeto wystarczy zró¿ niczkowaæ wyra¿ enie (2.9)
i podstawiæ do (2.7). Sta³a C w wyra¿ eniu (2.9) zostanie wyznaczona podobnie, jak w [4, 8]
przez wyznaczenie pocz¹ tkowo Ki(0), a nastê pnie wykorzystanie wyra¿ enia (2.9).

Tak wiê c, wartoœæ pocz¹ tkowa «i(0) bê dzie wyznaczona z postulatu najmniejszej sumy
kwadratów, a mianowicie:.

(2.10) j [7X0, g) - Tx (0, Q)fdV m minimum.
v

Warunek (2.10) dostarcza dla ka¿ dego przybli¿ enia jedno równanie, podobnie jak
w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA [4]. W drugim przybli¿ eniu zak³ada siê
odpowiednio

(2.11) -  d \odTl\ - (l- ~o^dT*

gdzie

(2.12) T2 =

Podstawiaj¹c (2.12) do (2.11) otrzymuje siê

Zgodnie z zasad¹  metody uœ redniania funkcjonalnych poprawek <x2{X) wynosi
i

(2.14) * 2(X)~2j[T i- T1]QdQ.

6*
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Ca³kuj¹c dwukrotnie po Q wyra¿ enie (2.13) i uwzglê dniaj¹c nastê pnie warunki brzegowe
(2.3) i (2.4) wyznacza siê odpowiednio funkcje A2{X) i B2{X). Otrzymane w ten sposób
wyra¿ enia podstawia siê do (2.14) i wyznacza ostatecznie funkcjê a2{X) przez rozwi¹ zanie
równania ró¿ niczkowego o postaci (2.8).

Podobnie jak w przypadku pierwszego przybli¿ enia, wyznacza siê wartoœ ci pocz¹ tkowe,
a nastê pnie uzyskuje siê wyra¿ enie opisuj¹ ce ¿ ¹ dany rozk³ ad temperatury w drugim przy-
bli¿ eniu. Ogólnie w «- tym przybli¿ eniu bê dzie

(11S\ l 8 \o8T"
(2.15) _ _ . ^
gdzie T„ =  r B . , + «„(Z), oraz

(2.16) . a„(X) = /
o

Pozosta³e obliczenia wykonuje siê podobnie, jak w przypadku przybli¿ enia pierwszego
i drugiego.

3. Przyk³ad obliczeniowy

Uwzglê dniaj¹c w (2.7) warunki brzegowe (2.3) i (2.4) mamy

Ut{X) = 0,
(11) j 4

Podstawiaj¹c (3.1) do (2.7) otrzymuje siê

(3.2) Tx\A , O) — - ry[l —P\^i(X)— - r- [l — fl  ]
16 4

Nastê pnie (3.2) podstawia siê do (2.6), co prowadzi do

i

CK TV « (Y\ — "l

b

Po wykonaniu ca³ kowania otrzymuje siê równanie ró¿ niczkowe

(3.4) ai(X)= - - ^a^X).

Ca³kuj¹c równanie ró¿ niczkowe (3.4) otrzymuje siê

\ J > - J) OL i \A.) =  C i C ,

Poniewa¿ w (3.2) wystê puje pochodna (3.5), wobec tego

(3.6) &,(X) = C2e~12X.

Sta³¹  C2 wyznacza siê z warunku (2.10). W naszym przypadku warunek ten ma postaæ
i

o j j L J
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Po ca³kowaniu (3.7) mamy

(3.8) a1(0)= - - ~.

Podstawiaj¹c (3.8) do (3.6) otrzymujemy

(3.9) ^ ( I ) - ^ ^

Ostatecznie pierwsze rozwi¹ zanie przybli¿ one ma postaæ

40 10
(3.10) T1(X,e)= 1cll- e

2le-12X- jj[l~eA]e- 12X.

D la wykonania drugiego przybli¿ enia ca³kujemy dwukrotnie wyra¿ enie (2.11) otrzy-
muj¹c

C3.U) * ) =

xk2(X)+A2(X)\nQ+B2(X).

Uwzglê dniaj¹c w (3.11) warunki brzegowe (2.3), (2.4) wyznacza siê A2(X) i B2(X),
które nastê pnie podstawia siê do (3.11) otrzymuj¹c

(3.12) T2(X,e) = - - l^ll-Q*]e- "x+^ll- e

6]e- i™-

Wyra¿ enie (3.12) i (3.10) podstawia siê do (2.14), co daje

i

(3.13) «2

90

Po ca³kowaniu (3.13) otrzymuje siê nastê puj¹ ce równanie ró¿ niczkowe typu (2.8):

(3.14) , a2(X)+12u2(X) = ~e-l2X.
19

Wykorzystuj¹c nastê pnie zwi¹ zek (2.9) otrzymuje siê

92
(3.15) * 2{X) - — Xe-12X + C3e~12X.
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Poniewa¿ w (3.12) wystê puje pochodna funkcji u2(X), to ró¿ niczkuj¹c (3.15) otrzymu-

jemy

. , , 92 ,2X 1104 _12X _12X

(3.16) a2(X)'= - r- g- e fcT + W e

Stal¹  C4 wyznacza siê podobnie jak w przypadku przybli¿ enia pierwszego z warunku
(2.10). Warunek (2.10) w tym przypadku przyjmuje postaæ

( 3 , 7 )

QdQ =  0.

W wyniku ca³kowania (3.17) otrzymuje siê

(3.18) •  ™ 3 9 2 8°
a » ( 0 ) B B W

(3.19)

Po podstawieniu (3.18) do (3.16) mamy

. , „ , 39280 - 12X

19

Podstawiaj¹c (3.19) do (3.12) otrzymuje siê ostatecznie

(3.20) T2(x,e)- =- ~[i- es]e- l2X+§[i~e6]e~12X

1.0

T

0.8

0,6

0.4

0,2

0 0,05 0,1 0,15 0.2 0,25

Rys. 1, Rozk³ad temperatury bezwymiarowej
wzd³u¿ osi rury

1 — rozwi¹ zanie dok³ adne, 2 — rozwi¹ zanie otrzymane
w pracy

\ \
. \
\  \

\ \
Vi

-1

Ped

7581

1,0

r

0,8

0.6

0,4

02

0 0,05 0,1 035 0,2 025

Rys. 2. Rozk³ad temperatury œ redniej po d³ugoœ ci
rury

/  — rozwi¹ zanie dok³ adne, 2 — rozwi¹ zanie otrzymano
w pracy

_ 1
2

1 X
Pe d



M ETODA UŒ REDNIANIA FUNKCJONALNYCH POPRAWEK 87

Zale¿ noœæ (3.20) porównano z rozwi¹ zaniem dok³ adnym [6] na rys. 1. Ponadto na rys. 2
przedstawiono zmianê temperatury œ redniej przep³ywaj¹ cej cieczy uzyskan¹  w pracy w po-
równaniu z rozwi¹ zaniem dok³ adnym [6]. Temperaturê œ redni¹  wyznaczono z zale¿ noœ ci

(3.21) f2=

uzyskuj¹c

(322) f _ [ 2 5 3

X +

2 1 8 O 9

( 1 2 2 ) T2 - ['W*+"22743"

4. Wnioski

Z przeprowadzonych rozwa¿ añ wynika, ¿e metoda uœ redniania funkcjonalnych po-
prawek pozwala na okreœ lenie stosunkowo prostych zale¿ noœ ci opisuj¹ cych pole tempera-
tury w strumieniu przep³ywaj¹ cej cieczy. Tok obliczeñ jest podobny do zmodyfikowanej
metody KANTOROWICZA. Zalet¹  metody uœ redniania funkcjonalnych poprawek jest mniejsza
trudnoœæ przy konstruowaniu poszczególnych przybli¿ eñ, jak równie¿ ³atwiejszy dobór
odpowiednich funkcji przybli¿ aj¹ cych w porównaniu do zmodyfikowanej metody KAN -
TOROWICZA.

W pracy wykorzystano po raz pierwszy przy zastosowaniu metody uœ redniania funkcjo-
nalnych poprawek warunek do obliczania wartoœ ci pocz¹ tkowych polegaj¹ cy na spehiieniu
postulatu najmniejszej sumy kwadratów (2.10). Warunek ten pozwala wyznaczyæ sta³¹
w równaniu (2.9), której dotychczas nie mo¿ na by³o wyznaczyæ. Ponadto w przytoczonym
przyk³ adzie dokonano uœ redniania funkcji po powierzchni, co jest bardziej poprawne ni¿
uœ rednianie po promieniu.
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S u m m a ry

AN EXTENSION OF THE AVERAGING METHOD OF FUNCTIONAL ERRORS

An extension of the method of averaging of functional errors is discussed. The suggested method
explaned on an example of a differential parabolic equations. A special set of conditions is also presented
which allows to choose a trial function. The results obtained were shown, to approximate fairly well the exact
solutions.

INSTYTUT APARATURY PRZEMYS£OWEJ I ENERGETYKI
POLITECHNIKI  KRAKOWSKIEJ

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 18 lipca 1977 r.
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ITERACYJNA METODA OBLICZANIA DOWOLNYCH CIA£ ODKSZTA£CALNYCH
W ZAKRESIE LINIOWO SPRÊ ¯ YSTYM

JÓZEF W R A N I K (BlELSKO- BlA£A)

1. Wstêp

Praca niniejsza stanowi uogólnienie prac [1, 10, 11, 12, 13] i dotyczy rozwi¹ zywania
metod¹  iteracyjn¹  dowolnych cia³ odkszta³calnych w zakresie liniowo sprê ¿ ystym. Mo¿ na
równie¿ korzystaæ z niej przy rozwi¹ zywaniu równañ z operatorami liniowymi.

Przedstawiana metoda ma wiele cech wspólnych z metod¹  perturbacji [2, 8] i jest
w pewnym sensie jej uogólnieniem. W metodzie perturbacji [8] wprowadza siê do równania
parametr perturbacyjny e przyjmuj¹ cy wartoœ ci z przedzia³u [0,1]. Równanie operatorowe

(1.1) UZ = g

przyjmuje wówczas postaæ równania zastê pczego

(1.2) U(e)ZE = g,

a dla szczególnych wartoœ ci e, np. s = 0, otrzymujemy równanie

(1.3) ¯

które rozwi¹ zuje siê proœ ciej, lub którego rozwi¹ zanie jest znane.
Rozwijaj¹c rozwi¹ zanie ZE równania (1.2) w szereg zbie¿ ny wzglê dem potêg e, otrzymuje

siê ci¹g równañ, z których przy szczególnej wartoœ ci e np. s — 0, wyznacza siê kolejne
przybli¿ enia, a rozwi¹ zaniem równania (1.2) jest wspomniany szereg dla e = 1.

F U NG w pracy [2] przedstawia dla szczególnego przypadku zagadnienia teorii sprê-
¿ ystoœ ci metodê zaburzeñ przez zmianê wspó³czynnika Poissona v (metoda pomys³u
WESTERGAARDA). Mo¿ na zauwa¿ yæ, ¿e wprowadzenie parametru perturbacyjnego e jako
mno¿ nika v zmienia wartoœæ v, a tym samym zmienia operator równania Naviera. WESTER-

GAARD nie wprowadza w sposób jawny wspó³czynnika e, dobiera jednak tak¹  szczególn¹
wartoœæ v — m, aby rozwi¹ zanie równania Naviera by³o prostsze lub znane.

W metodzie iteracji, proponowanej w niniejszej pracy, równie¿ nie operuje siê w sposób
jawny parametrami zaburzaj¹ cymi stan dany, lecz przyjmuje siê operator zastê pczy prostszy
(lub cia³o zastê pcze prostsze), zbli¿ ony sw¹  postaci¹  do danego, taki jednak, aby otrzymy-
wany szereg by³ zbie¿ ny. Za pomoc¹  przyjê tego operatora zastê pczego, stacjonarnego
dla procesu iteracyjnego, rozwi¹ zuje siê ci¹g zagadnieñ prostszych, z których tworzy siê
szereg nieskoñ czony, zbie¿ ny do rozwi¹ zania danego.

Jedn¹  z zalet proponowanej metody jest mo¿ liwoœæ przeprowadzenia oceny b³ê dów,
jakie siê pope³nia przy rozwi¹ zywaniu zagadnieñ teorii sprê ¿ ystoœ ci, w przypadku ideali-
zacji cia³a odkszta³calnego, gdy np. cia³o niejednorodne zastê pujemy w obliczeniach
cia³em jednorodnym, lub anizotropowe — cia³em izotropowym, itp.
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Ocena b³ê dów jest tu prostsza ni¿ np. w metodzie elementów skoñ czonych, za pomoc¹
której oszacowanie wp³ywu cech sprê ¿ ystoœ ci cia³a na wyniki obliczeñ jest mo¿ liwe wy³¹ cznie
przez porównanie rozwi¹ zañ.

W opracowaniu skorzystano z zapisu operatorowego, oznaczaj¹c operatory wyró¿ nio-
nym drukiem np. U, i opieraj¹c siê na stwierdzeniu, ¿e ^dzia³aniom na operatorach w C"
odpowiadaj¹ analogiczne dzia³ania na odpowiadaj¹ cych im macierzach wed³ug regu³ algebry
liniowej» [5].

U¿ ywaæ bê dziemy prostok¹ tnego kartezjañ skiego uk³ adu wspó³ rzê dnych odniesienia;
w uk³adzie takim znika ró¿ nica miê dzy kontrawariantnoœ ci¹  i kowariantnoœ ci¹, w zwi¹ zku
z czym prowadzenie przekszta³ceñ za pomoc¹  rachunku tensorowego sprowadzi³ oby siê
wy³¹ cznie do notacji tensorowej, operuj¹ cej wskaŸ nikami, które tu zajmowa³yby miejsce
innym wskaŸ nikom, niezbê dnym z fizycznego punktu widzenia. W tym przypadku wygod-
niejsza bê dzie notacja operatorowa i macierzowa. Sk³adowe stanów naprê ¿ enia i odkszta³-
cenia traktowaæ bê dziemy jako sk³adowe wektorów.

2. Sformu³owanie problemu

Dane jest dowolne cia³o V sta³e odkszta³ canie i sprê ¿ yste, anizotropowe lub niejedno-
rodne (rys. 1) z dowolnymi warunkami brzegowymi (trzecie podstawowe zagadnienie
brzegowe), w którym na powierzchni Aa dane s¹  obci¹ ¿ enia p, a na powierzchni Au —
przemieszczenia f [6].

{p*y)dA

Rys. 1. Cia³o dane V (uk³ad dany U) * Rys. 2. Cia³o zastê pcze V

Rozwi¹ zanie tego zagadnienia mo¿ na przeprowadziæ za pomoc¹  pewnego z a s t ê p-
c z e go c i a ³ a s p r ê ¿ y s t e go V, przystaj¹ cego geometrycznie do cia³a V, o iden-
tycznych jak w ciele V powierzchniach Aa i A„ ograniczaj¹ cych cia³o (rys. 2). Zak³ adamy,
¿e jest mo¿ liwe rozwi¹ zanie cia³a zastê pczego. Bê dzie to wiêc z zasady cia³o o prostszych
cechach fizycznych np. izotropowe i jednorodne.

Punktem wyjœ cia jest równowa¿ noœæ obu cia³ pod wzglê dem pól przemieszczeñ, przy
wynikaj¹ cych st¹d ró¿ nych polach si³. Mo¿ na wiêc stwierdziæ, ¿e si³y masowe M (znane)

* Symbole podkreœ lone wê ¿ ykami na rysunkach odpowiadaj¹  symbolom pogrubionym w tekœ cie.
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obci¹ ¿ aj¹ ce cia³o Kn ie s¹  równe si³om masowym M + Z (nieznanym), obci¹ ¿ aj¹ cym cia³o
zastê pcze V, oraz odpowiednio obci¹ ¿ enia p (znane) na powierzchni Aa cia³a F n ie s¹  równe
obci¹ ¿ eniom p + y (nieznanym) na powierzchni Aa cia³a V. Przemieszczenia f na Au nato-
miast s¹  sobie równe w obu cia³ach V i V, co wynika z za³o¿ onej równoœ ci pól przemiesz-
czeñ.

Gdyby znane by³y si³y masowe Z i si³y powierzchniowe Y, to przy za³o¿ onej mo¿ liwoœ ci
rozwi¹ zania cia³a V mo¿ na by obliczyæ przemieszczenia U, które z kolei przy za³o¿ onej
równoœ ci pól przemieszczeñ cia³ V i V by³yby podstaw¹  do okreœ lenia si³ wewnê trznych
w ciele V. Problemem podstawowym jest tu wiêc (pomijaj¹c rozwi¹ zanie cia³a V) okreœ lenie
niewiadomych si³ Z i y.

Mo¿ na zauwa¿ yæ analogiê do metody si³ dla uk³ adów prê towych lub dla cia³ z niejedno-
rodnymi warunkami brzegowymi, w której przyjmuje siê uk³ ad zastê pczy z niewiadomymi
si³ami (tu odpowiednio V, M + Z , p + y), a nastê pnie z warunków nierozdzielnoœ ci (tu
U = U) okreœ la siê równania algebraiczne lub ca³kowe z niewiadomymi si³ami.

Równowa¿ noœæ obu uk³ adów przedstawionych na rys. 1 i 2 pod wzglê dem pól prze-
mieszczeñ mo¿ na udowodniæ, rozpatruj¹c zadanie odwrotne do sformu³owanego i opieraj¹c
siê na twierdzeniu Kirchoffa o jednoznacznoœ ci rozwi¹ zañ zagadnieñ teorii sprê ¿ ystoœ ci
dla cia³a liniowo sprê ¿ ystego z dodatnio okreœ lon¹  funkcj¹  energii odkszta³cenia.

Za³ ó¿ my, ¿e znane s¹  si³y masowe M + Z i p + y w ciele V; korzystaj¹c np. z relacji
(2.2) obliczyæ mo¿ emy U, a nastê pnie na podstawie (2.1) okreœ lamy wektor U, który jest
podstaw¹  do jednoznacznego (uwagi koñ cowe pracy) okreœ lenia wektora odkszta³ceñ e.

Wektor odkszta³ ceñ e wyznacza jednoznacznie naprê ¿ enia a w ciele V (2.6), a te z kolei
okreœ laj¹  jednoznacznie si³y masowe M i si³y powierzchniowe p. Zadanie postawione jest
wiêc równie¿ jednoznacznie okreœ lone, a tym samym istnieje realna mo¿ liwoœæ doboru si³
Z i y takich, by uk³ ady, dany i zastê pczy, by³y sobie równowa¿ ne.

Wektor przemieszczeñ U w ciele V mo¿ na przedstawiæ za pomoc¹  tensora przemiesz-
czeniowego Greena VL cia³a V, w postaci równañ ca³kowych, w których niewiadomymi
funkcjami s¹  sk³adowe wektorów Z i y.

Korzystaj¹c z za³o¿ onej równoœ ci

(2.1) U = U ,
otrzymujemy

(2.2) U = U = /  UZdV+ f UydA - f fyidA + j UMdV+ j UpdA,
V A A V A

gdzie U oznacza tensor przemieszczeniowy Greena cia³a V, $ macierz oddzia³ywañ dla
cia³a V na powierzchni A„ przy obci¹ ¿ eniu w punkcie i* si³¹  masow¹  5(x- Ê ), Z wektor
nieznanych si³ masowych w ciele V, y wektor nieznanych si³ powierzchniowych na po-
wierzchni Aa w ciele V

Zauwa¿ my, ¿e si³y masowe i powierzchniowe w cia³ach V i V mo¿ na przedstawiæ
nastê puj¹ co:

M = - W b - ^ W U, M + Z = i ^ t

P - ssr '^u, p+y - sŸ-
gdzie 2C oznacza operator ró¿ niczkowy równañ równowagi, 2Br transponowany operator
ró¿ niczkowy równañ równowagi, J) macierz cech sprê ¿ ystoœ ci cia³a V, Œ) macierz cech
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spræ ý ystoú ci ciaùa zastæ pczego V, £) macierz kosinusów kierunkowych normalnej do po-
wierzchni A„ ciaùa V lub V.
A zatem

jdxy 0 0 d/ dx2 0 d/ dx3~

0 d/ dx2 0 djdXi d/ dx3 0
0 0 d/ dx3 0

O O  cosa 2 O  C0SCC3
O cosa 2 O  cosc ^  cosce 3 0
0 0  cosa 3 0  cosa 2 coso q

"1 0  .. .  0
0 1

o

S i l

e22

£ 33

«23

(T =

# 22

^ 2 3

cv
€ —

Otrzymujemy st¹d po przekszta³ceniach

(2.4) Z =  - ^

Podstawiaj¹c (2.4) do (2.2) otrzymamy równie¿

(2.5) U = -

fUpdA.
A V A

Otrzymaliœ my uk³ad równañ ca³kowych z niewiadomymi sk³adowymi wektora przemiesz-
czeñ U. Po obliczeniu wektora U obliczymy z (2.3) obci¹ ¿ enia cia³a V. Spe³nione jest (2.1).
Si³y wewnê trzne i odkszta³cenia cia³a V obliczymy w zwyk³y sposób wed³ug wzorów

(2.6) e = 32Br U , <r = J T1 * .

Rozwi¹ zanie uk³ adu równañ ca³kowych (2.5) jest problemem z³o¿ onym o du¿ ym
stopniu trudnoœ ci. Spróbujemy go rozwi¹ zaæ, omijaj¹c równania ca³kowe w postaci (2.5),
a korzystaj¹c z proponowanej metody iteracji.

3. Matematyczne sformu³owanie metody iteracji

Równania operatorowe, przedstawione w postaci

(3.1) % = U z+ g

dobrze nadaj¹  siê do iteracyjnego rozwi¹ zywania i s¹  szeroko omówione np. w pracach
[4,7,8,9]. '

S³abo opracowane s¹  metody iteracyjne równañ operatorowych w postaci

(3.2) Uz = g
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i nie w kaý dym przypadku moý na je sprowadziã do postaci (3.1), [4]. Proponowana metoda
iteracji nadaje siæ zarówno dla równañ typu (3.1), jak i (3.2), bez koniecznoú ci sprowadzania
równañ do postaci (3.1).

N iech dane bæ dzie równanie operatorowe (3.2) z okreú lonymi warunkami granicznymi,
gdzie U jest operatorem liniowym, g — danym elementem przestrzeni wektorowej. Pod
pojæ ciem operacji rozumieã tu bæ dziemy operacjæ, która funkcji z przyporzà dkowuje
funkcjæ Vii, przy czym moýe to byã operacja róý niczkowania, caù kowania, przeksztaù cenia
za pomocà macierzy, bà dê teý operacja zwià zana z jakà kolwiek metodà rozwià zywania
ciaùa odksztaù calnego, lub innego dowolnego obiektu.

Zaù óý my, ýe przedstawienie rozwià zania równania (3.2) w postaci zamkniæ tej jest
trudne lub niemoý liwe i przyjmijmy, ýe istnieje taki operator zastæ pczy I I , za pomocà
którego równanie o postaci ''

(3.3) Uý = g

jest rozwià zywalne, czyli

(3.4) ý = H - ùg.

Jeý eli operator U jest «zbliý ony» do operatora U, wówczas rozwià zanie (3.4) moý emy

traktowaã jako przybliý enie poszukiwanego wektora z, czyli z s ý,

Przeprowadê my operacjæ i i na wektorze ý, otrzymamy

(3.5) Uý . g,

a podstawiajàc do (3.5) rozwià zanie (3.4) otrzymamy

(3.6) g = Sg,

gdzie operator S = U l i " 1 .
Przedstawmy rozwià zanie z i wektor g w postaci

(3.7a) z =

(3.7b) g = g + A l g .

Przy podstawieniu (3.7) do (3.2) otrzymamy

a stàd

(3.8) U A tz - A l g .

Poniewaý na podstawie (3.7b):

Ai g = g- g = (3- < 5)g, gdzie 3g = g,

otrzymamy

(3.9) U A l Z = tg,

gdzie r = 3—£> jest operatorem, a 3 operatorem jednostkowym [4].

Otrzymane równanie (3.9) jest podobne do równania (3.2). Postæ pujàc identycznie
jak z równaniem (3.2) otrzymamy nastæ pne przybliý enie A t z oraz A2g i A2g.
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W kolejnym /- tym kroku iteracyjnym otrzymamy

(3.10a) A^z^tf- Vg,

(3.10b) A,._1g = Sr ' ' -|g,

(3.10c) A;g = tg,

gdzie operacja i*' wyra¿a siê wzorem rekurencyjnym:

(3.11) t 'g = t ( f i - 1g).

W rezultacie otrzymujemy ci¹g wektorów A( ¿ i w myœl (3.7) rozwi¹ zanie mo¿ emy przedsta-
wiæ w postaci

(3.12) z = J ^
* (=0

przy czym Ao ¿ = ¿.
Korzystaj¹c z (3.10a) otrzymamy

(3.13) z = ir - 1(g+ rg+ r2g+  ... +x'g+ ...)
lub

(3.14) z = lt - 12'r 'g»

przy czym operacja r°g = 3g = g.
Je¿ eli za³o¿ ymy, ¿e szereg (3.13) jest jednostajnie zbie¿ ny w obszarze rozpatrywanym

i ¿e wykonalne s¹  operacje U, U, U'1 w tym obszarze, to podstawiaj¹c (3.13) do (3.2),
otrzymamy

Hz = UU~x(g+xg+x2g + ...) - < 5g+ Srg+ < Sr2g + ... = g + Ai g + A 2 g+  ... = g,

co nale¿ a³o wykazaæ.
Zbie¿ noœæ szeregu (3.14) zale¿ na jest od operatora r, a co za tym idzie od operatora

zastê pczego U. Warunki, jakie spe³ niaæ musi operator U, aby szereg (3.14) by³ jedno-
stajnie zbie¿ ny, musz¹  byæ rozpatrywane niezale¿ nie dla poszczególnych zagadnieñ fizyki
czy matematyki (zagadnienia teorii sprê ¿ ystoœ ci, równania algebraiczne, równania ró¿ nicz-
kowe, równania ca³ kowe).

W wiê kszoœ ci zagadnieñ nie jest mo¿ liwe przedstawienie rozwi¹ zania w postaci (3.14)
z powodu trudnoœ ci w okreœ leniu operatora x. W takim przypadku rozwi¹ zanie przepro-
wadziæ mo¿ na wg algorytmu, który doprowadzi³ do szeregu (3.14), a it~ 1g traktowaæ
jako symbol okreœ laj¹ cy rozwi¹ zanie uk³ adu zastê pczego. Jako przyk³ ady zastosowania
podanego sposobu mog¹  pos³ u¿ yæ prace [1, 10, 11,12, 13].

N i¿ ej ilustruje siê podan¹  metodê przyk³ adem równania ró¿ niczkowego drugiego
rzê du, w którym operatora % nie wyznaczamy. Zagadnienie równañ ró¿ niczkowych wymaga
niew¹ tpliwie osobnego rozpatrzenia.

D ane jest równanie
d2z

~dx2 = 0,

przy czym z(0) = 0 i I——I = a. Tutaj U = l- j- j-  + a2) , g = 0.
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Przyjmijmy operator zastê pczy I I  = d2ldx2. Otrzymamy przy uwzglê dnieniu warunków
pocz¹ tkowych

z ~ U~lg =  ax
oraz

g = U¿ = U(ax) - a2ax, Ajg = g- g = Xg = ~a2ax.

W drugim kroku iteracyjnym otrzymujemy równanie:

=  - a2ax

oraz
i ¿ = U-1{- a2ax) = - a2 a „ f ' ^ g- = U\- (/2a- j) = - a2ox- a*a—.-,

3!
A' 3

3! 3 !

Postê puj¹c podobnie otrzymamy wed³ug (3.13)

3! '

(a*) 5
3

C /  /  \  "

X V 3 fl I  I  OtXi"

z = ax~aa^+ «a4

T f - . .. = 7 | a x —^ , 5 ,

a . . .
wiêc z = — sin (ax).

\

4. Zastosowanie metody iteracyjnej do dowolnego cia³a odksztalcalnego

Problem sformu³owany w p. 2 rozwi¹ ¿ emy metod¹  iteracyjn¹  zgodnie z p. 3.
Konieczne jest wprowadzenie dodatkowych symboli na nastê puj¹ ce uk³ ady: cia³o V

z danymi warunkami brzegowymi nazwiemy uk³ adem danym U (rys. 1), cia³o zastê pcze V
z okreœ lonymi przez uk³ ad U warunkami brzegowymi nazwiemy uk³adem zastê pczym ii
(rys. 3), cia³o V z warunkami brzegowymi wynikaj¹ cymi z rozwi¹ zania uk³ adu zastê pczego
U oznaczymy przez W. N iewiadome si³y masowe Z i powierzchniowe y wyznaczymy
na drodze iteracyjnej.

• Rys. 3. U k³ ad zastê pczy U

Za³o¿ eniem podstawowym metody jest znajomoœæ lub mo¿ liwoœæ rozwi¹ zania cia³a
zastê pczego obci¹ ¿ onego dowolnie si³ami masowymi i powierzchniowymi. Poniewa¿ cia³o
zastê pcze ma charakterystyki zbli¿ one do charakterystyk cia³a danego, mo¿ na przypusz-
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czaæ, ¿e obci¹ ¿ enie cia³a zastê pczego, tak jak cia³a danego, da równie¿ zbli¿ one rozwi¹ za-
nia (3.3).

W pocz¹ tkowym kroku iteracyjnym obci¹ ¿ amy wiêc cia³o zastê pcze si³ami danymi p
na powierzchni Aa, danymi si³ami masowymi M oraz danymi przemieszczeniami f na po-
wierzchni A„.

Z rozwi¹ zania uk³ adu zastê pczego (/ podobnie do (3.4) otrzymujemy: wektor naprê ¿ eñ
ó, wektor przemieszczeñ u i wektor odkszta³ceñ e. Za³ o¿ ona w p. 2 równowa¿ noœæ pól
przemieszczeñ cia³ V i V daje relacjê

(4.1) E = e

równoznaczn¹  z wymuszeniem w ciele V odkszta³ceñ e.
li i V ||i

Otrzymujemy uk³ad W. Naprê ¿ enia a i obci¹ ¿ enia M i p uk³ adu W obliczymy korzys-
taj¹c z równoœ ci (4.1), mianowicie

(4.2) T)a =  ta.
Przekszta³caj¹c (4.2) otrzymamy (patrz (3.5), (3.6)),

(4.3) o = Sa,

gdzie

(4.4) <5 = I T 1 ! )

Korzystaj¹c z (2.3) i (4.3) otrzymujemy obci¹ ¿ enia uk³ adu W:

si³y masowe

(4.5a) M =  - 2 B o=  - 2B<SCT,

si³y powierzchniowe

(4.5b) p = $o = $<»«.

Rozwi¹ zanie uk³adu U przedstawimy w postaci podobnej do (3.7), tj.

(4.6) U m W+AtU,

przy czym w miejsce symboli U, W, A1V'w równan iu (4.6) m o¿ na podstawiæ odpowiedn ie
If W

wektory odkszta³ceñ, wówczas e = e+Ale, wektory przemieszczeñ — u = u - Mi u,
w w

naprê ¿ eñ — a = a + A±a, si³y masowe—•  M = M + ^ l jM , lub si³y powierzchniowe —

Otrzymamy obci¹ ¿ enia uk³adu A, u w postaci

(4.7a)

(4.7b)

(4.7c) Jif- O,

gdzie

(4.8) x = 3 ~ S, 3 — macierz jednostkowa.

Otrzymaliœ my w ten sposób uk³ ad AXU, który jest cia³em V z si³ami A±f (4.7a) na
powierzchni Aa, z si³ami masowymi AXM. (4.7b) i zerowymi przemieszczeniami Axi - 0
(4.7c) na powierzchni A„.
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Rozwi¹ zanie uk³ adu At U mo¿ na przedstawiæ w postaci analogicznej do (4.6)

(4.9) AtU = A1W+A2U,

przy czym uk³ ad At W otrzymujemy w drugim kroku iteracyjnym, podobnie do uk³adu W.
W kolejnym /- tym kroku iteracyjnym otrzymamy:
obci¹ ¿ enia uk³ adu At U

(4.10a) Atv = 4p = §xñi.la,

(4.10b) AtM = A,M= - WcA^^,

rozwi¹ zanie uk³ adu AtU w postaci wektorów naprê ¿ eñ ¥ ó i odkszta³ceñ Atk,
odkszta³cenia w uk³adzie A; W

(4.11)

naprê ¿ enia w uk³ adzie Zf; W,

(4.12)

obci¹ ¿ enia uk³ adu AtW

(4.13) 4 , M -

obci¹ ¿ enia uk³ adu Z l i + 1 £/

(4.14a)

(4.14b) z l i + 1 M = -

Rozwi¹ zanie uk³ adu At U przedstawiæ mo¿ emy podobnie do (4,6) i (4.9) w postaci

(4.15) A,U = AiW+Al+1U,

a st¹d wynika przedstawienie rozwi¹ zania uk³ adu U w postaci nieskoñ czonego szeregu:

(4.16) U

Postaæ (4.16) rozwi¹ zania mo¿ emy przedstawiæ przy wykorzystaniu (4.15) nastê puj¹ co:

(4.17) U- V

Zwi¹ zek (4.17) jest dowodem zbie¿ noœ ci szeregu (4.16) przy warunku

(4.18)

Mo¿ na zauwa¿ yæ, ¿e o wielkoœ ciach sk³adowych wektorów obci¹ ¿ enia / l;p i AfM

decyduje macierz r; wzory (4.10) i (4.14). Je¿ eli macierz r. dobierzemy tak, aby spe³nione

by³y nierównoœ ci:

(4.19) |j j, + 1p || < \ \AiV\ \ , \ \Ai+1M\\  < \ \A,M\U

wówczas równie¿ normy wektorów naprê ¿ enia i odkszta³cenia bê d¹  maleæ z kolejnym
krokiem iteracyjnym, co wynika wprost z (4.14) i definicji normy. Otrzymamy

\mxAi+ 1i\ \  <||2BrA,A||,
a st¹d
(4.20)

7 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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i podobnie

(4.21) H 4+ i«ll< I I4«ll .

Przy i - * oo normy wektorów zmierzaæ bê d¹  do zera, a tym samym sk³adowe odpo-
wiednich wektorów osi¹ gn¹  wartoœ ci zerowe.

Zagadnieniem osobnym jest mo¿ liwoœæ spe³nienia warunków (4.19). Mog¹  one byæ
spe³nione przy takim doborze macierzy r, aby zachodzi³a nierównoœæ

(4.22) H t | | < l,
wynikaj¹ ca z twierdzeñ zwi¹ zanych ze zbie¿ noœ ci¹  szeregu macierzowego.

Macierz r (4.8) okreœ lona jest przez cia³o zastê pcze V; zatem im bli¿ sze bê dzie ono
cia³u danemu V, tym norma macierzy r bê dzie mniejsza, a zbie¿ noœæ lepsza. Zwa¿ aj¹c na
mo¿ liwoœæ rozwi¹ zania cia³a zastê pczego V dobierzemy jego charakterystyki jak naj-
prostsze, np. cia³o izotropowe, jednorodne i jednospójne. Przy z góry okreœ lonym rodzaju
cia³a zastê pczego ró¿ ni¹ cego siê doœæ znacznie od cia³a danego, zachodzi problem opty-
malnego doboru wartoœ ci charakterystyk cia³a zastê pczego ze wzglê du na nierównoœæ
(4.22).

Zagadnienie cia³a zastê pczego wygodniej jest rozpatrywaæ dla okreœ lonego rodzaju
cia³a danego (tarcze, p³yty, pow³oki); problem ten bê dzie przedmiotem osobnych opra-
cowañ.

Obliczmy jeszcze obci¹ ¿ enia Z i y. Podobnie do (4.16), mo¿ emy utworzyæ szereg nie-
skoñ czony z ci¹ gu rozwi¹ zañ AtU, wtedy

(4.23) 2
( = 0 f= l / = 0 1=1

Korzystaj¹c z (4.10) otrzymamy

(4.24) 2X) $(2
;=i

lub

(4.25) Z = - 2 B ( 2 4 « ), y = .

poniewa¿ AtM = - 2Ikl;æ i Atp = §>Ata.

5. Uwagi koñ cowe

Rozwa¿ my jeszcze zwi¹ zane z samonaprê ¿ eniami zagadnienie jednoznacznoœ ci roz-
wi¹ zania. Czy narzucaj¹c w uk³adzie AtW przemieszczenia otrzymujemy jednoznacznie
okreœ lone naprê ¿ enia? Odkszta³cenia niezale¿ ne od si³ zewnê trznych powoduj¹  wyst¹-
pienie samonaprê ¿ en tylko wtedy, gdy nie spe³niaj¹  warunków nierozdzielnoœ ci [3]. W przy-
padkach rozpatrywanych warunki nierozdzielnoœ ci s¹  zawsze spe³nione, gdy¿ wektor od-
kszta³ceñ narzucony w uk³adzie AtW cia³u danemu jest wziê ty z rozwi¹ zania uk³adu
AtU, który mo¿ emy zawsze rozwi¹ zaæ jednoznacznie.
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Rozwi¹ zanie w ka¿ dym kroku iteracyjnym jest wiêc jednoznaczne, a tym samym
i suma szeregu nieskoñ czonego — lub w rozwi¹ zaniu przybli¿ onym suma czê œ ciowa —
s¹  jednoznacznie okreœ lone.
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P e 3 io M  e

HTEPAIIHOHHBIft METOfl PACTETA riP0H3B0JIbHBIX

JIHHEKHO ynpyrnx TEJI

B paBoie npeflcTasneH o6nnifi HTepainroHHbrii metop,, KOToptiS MCWKHO npiuvseHHTB KaK npn pe-
ineHHH npoH3B0JiBHbix HHHeHHO ynpyrnx Ten, o6jiap;aiomHX nojio>KHTejiBHO
3HeprHH fledjjopjwainm, Tai< H n pn pemeHHH HeKOToptix MaTeiwaTiraecKHx 3aflai.

ripHMeHHTenbHo K 3aflaqaM  TeopHH ynpyrocTHj iweiofl COCTOHT B 3aiweHe flaHHoro Tejia
(DHKTHBHblM  TejIOM, flJIH  KOTOpOTO peniaeTCH pHfl KpaeBBIX 3aflai npH H3MeHHK>mHXCfl B HTepat(HOHHOM
npoi?ecce Harpy3i<ax. 3 TO npnBOflHT K o6pa3OBaffl«o 6ecKOHetnioro pHfla BeKTopoB HanpHSKeroiH H p,e-
dpopMainiH.

IIpefljiaraeMbiH MeTOH noxo>K Ha MeTOfl Manoro napaiweipa, TaK KaK COCTOHT B He3HaMHiejibHOM  H3-
napaiweTpOB flaHHoro Tena (nauHoro onepaTopa) ii nocjieflOBaiejibHOM  peinemiH

(ynpomeHHoro onepaTopa) n pn ycjioBHH CXOSHMOCTH npH6jra>KeHHMx pemeHHi³ K
OopMyjinpyfl peinemie 3afla^iH TeopHH ynpyrocTH npH noMoinji dpuKTHBHoro Tejia MO>KHO 3aJweTHTi,

aHanorHK) c MeTOflOM  CHJI.

S u m m a ry

ITERATION METHOD OF CALCULATIN G ARBITRARY DEFORMABLE BODIES IN A LINEAR
ELASTIC RANGE

In the present work a certain general iteration method is described applicable to arbitrary linear elastic
bodies with a positive definite strain energy function and to some other mathematical problems. The con-
sidered iteration method, as applied to deformable bodies, consists in replacing the given body by an auxiliary

7 *
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one, and then solving consecutively the auxiliary system with loads changing in the iterative procedure.
In the solution infinite series of stress and deformation vectors are constructed. A certain similarity of the
present method to the perturbation and force methods is pointed out.

POLITECHNIKA £ÓDZKA
FILI A W B1F.LSKU- BIA£EJ

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 25 lipca 1977 r.
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OBLICZANI E DOWOLNYCH TARCZ METODA ITERACYJNÀ

JÓZEF W R A N I K (BlELSKO- BlAÙ A)

1. Przedstawienie zagadnienia

W pracy niniejszej zastosowano metodæ iteracyjnà omówionà w [5] do tarcz, które
wykazujà cechy niejednorodnoú ci i anizotropii oraz majà zmiennà gruboú ã. Tarcze wielo-
spójne i ze zmiennà gruboú cià omówiono w pracach [1, 4]. Rozwaý ana tarcza okreú lona
jest przez macierz cech spræ ý ystoú ci D(x1 x2) i zmiennà gruboúã t(xu Xz)> (rys. 1). Tarcza
moýe byã dowolnie podparta na brzegu (linia wiæ zów EF na rys. 1) i w obszarze (linia
wiæ zów CD rys. 1) oraz moýe byã poddana obcià ý eniom siù ami powierzchniowymi p,
siù ami masowymi M oraz wymuszonemu stanowi przemieszczeñ f w liniach wiæ zów.

x,  x,

KS

Rys. 1. Ukù ad dany U * Rys. 2. Ukù ad zastæ pczy U

Odksztaù cenia tarczy sà maùe i znajdujà siæ w przedziale liniowo spræ ý ystym. W caù ym
obszarze tarczy zakù adamy istnienie pù askiego stanu napræ ý enia.

Ukù ad zastæ pczy U przedstawiono na rys. 2, a ukù ad W na rys. 3.
Metodæ obliczeñ omówiono w [5]; tutaj przytacza siæ jedynie podstawowe wzory,

na które powoù ano siæ w przykù adach.
W kolejnym /- tym kroku iteracyjnym zgodnie z [5] otrzymamy:
obcià ý enia ukù adu At_tU

(1- 1) AiV

J ( M - -

gdziezlj_1Ñ = Al_1ó •  r jest wektorem siù wewnæ trznych w ukù adzie Zl£_x U;

*  Symbole podkreú lone wæ ý ykami na rysunkach odpowiadajà symbolom pogrubionym w tekú cie.



102 I . WRANIK

si³y wewnê trzne uk³ adu At W

(1.2)

obci¹ ¿ enie uk³ adu AtW

(1.3)

=  <SAtÑ ,

A,M = - WSAji,

gdzie

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Rys. 3. Uk³ad W

s =

^W%J ^ ^

0

0

DJ-

operator ró¿ niczkowy równañ równowagi;

[cos a 0 sin a]

0 sina cosaj-

2. Uk³ad zastê pczy

Tarczê zastê pcz¹  przyjmiemy jednorodn¹, izotropow¹  ze sta³¹  gruboœ ci¹, geometrycz-
nie przystaj¹ c¹  do tarczy danej.

2.1. Tarcza zastê pcza dla przypadku tarczy danej niejednorodnej i izotropowej ze zmieniaj¹ ca siê gruboœ ci¹.
Dla wyszczególnionego przypadku macierz r przedstawia siê nastê puj¹ co:

(2.1) r =

1 — (1— vv)e —(y—v)e

~(v—i>)e l — (l—vv)e

0 0

0
0
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gdzie

e -

Normê macierzy r wygodnie obliczyæ jako normê spektraln¹  [3]

(2.2) ||r ||2

Otrzymujemy wówczas

l- v Et
(2.3)

I

1+v Et

gdzie Xi s¹  wartoœ ciami w³asnymi macierzy xTX.
Wiê ksza z wartoœ ci \ \ fXi\  okreœ la normê macierzy r. Wystarczy wiêc zbadaæ nierównoœæ

(2.4) X1~X2>0;

z wyra¿ enia (2.4) otrzymamy,

(2.5) 4e(v- v)[l- (l- vv)e]>0.

Z nierównoœ ci (2.5) wynika, ¿e norm¹  macierzy r bê dzie Ij/ŸU wówczas, gdy spe³nione
bê d¹  warunki:

(2.6) v > v i (1— vv)e < 1,

lub

v < v i (1— vv)e > 1.

Dalsze rozwa¿ ania przeprowadzimy przy za³o¿ eniu, ¿e norma macierzy t jest okreœ lona
jako |j/ Ai|; przy warunkach (2.6) normê macierzy mo¿ emy przedstawiæ w postaci

lub

(2.8) ||r || = ; - i . | | i ) - i | |-

Mo¿ na zauwa¿ yæ, ¿e zbie¿ noœæ szeregu iteracyjnego bê dzie najlepsza przy przyjê tym
modelu tarczy zastê pczej wówczas, gdy normy, maksymalna i minimalna bê d¹  sobie
równe, czyli gdy

Relacja (2.9) oznacza jednakowe za³o¿ enia zbie¿ noœ ci szeregu dla punktów tarczy,,
w których zró¿ nicowanie cech fizycznych i geometrycznych tarcz danej i zastê pczej jest
najwiê ksze, czyli dla punktów, w których funkcja (2.8) osi¹ ga ekstrema.

Wprowadzimy oznaczenia:

t', v', E', S' — wielkoœ ci odpowiadaj¹ ce normie

t",  v", E", <Z" — wielkoœ ci odpowiadaj¹ ce normie
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Z (2.9) wynika równoúã bezwzglæ dnych wartoú ci elementów macierzy o normach

I I I I L M i l|t||„un-
Przy oznaczeniach (2.10) otrzymujemy nastæ pujà ce równanie macierzowe

(2.11) S- fr1© ' = ?"/ -1S"- 3-

Z rozwià zania równania (2.11) otrzymujemy

BV+B"v"
(2.12)

(2.13)

gdzie

Et =

B'+£"

' + B")2- (B'v'
2{B'

B'= E't' nil ___ E"t'
\ - v'112 "

2.2. Tarcza zastæ pcza jednorodna, izotropowa przy przyjæ ciu v — 0. Zbieý noúã szeregu iteracyjnego
przy z góry okreú lonej wartoú ci wspóù czynnika Poissona v tarczy zastæ pczej bæ dzie sù absza
aniý eli dla przypadku omówionego w p. 2.1, lecz czæ sto moýe daã korzyú ci przy rozwià zy-
waniu ukù adów zastæ pczych w kolejnych krokach iteracyjnych.

Macierz x w tym przypadku przedstawia siæ w postaci

(2.14) x —

1 — e —ve

—ve l — e

0

0
0 1 —(1—v)

Norma tej macierzy wynosi

(2.15)

Dla e < 1 otrzymujemy

(2.16)

dla e > 1 zaú otrzymujemy

(2.17)

=  max

BS 1 — '

• (l- v)e\ -

Et 1

Et l+v'

Et l~v

Nierównoúã ||r || < 1 odniesiona do relacji (2.16) przy e < 1 bæ dzie speù niona dla
kaý dej wartoú ci Et, a odniesiona do relacji (2.17) przyjmie postaã

(2.18)
B t > 2

Et

Relacja (2.18) jest warankiem zbieý noú ci szeregu iteracyjnego ([5], (4.16)) przy v = 0.
Bæ dzie on speù niony dla kaý dej pary argumentów ( x l f x2), gdy obliczymy Et ze wzoru

,„ , ™ A-  1 /  E't' •  E"t"

- V
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2.3. Tarcza zastæ pcza dla przypadku tarczy danej anizotropowej. Macierz cech spræ ý ystoú ci cia-
la anizotropowego w pù askim zadaniu teorii spræ ý ystoú ci przedstawia siæ nastæ pujà co [2]:

(2.20)
n d l2  d l3

22 d 23

d13 d 23 c /_"1 3 "2 3 "3 3 J

Rozwaý my tarczæ zastæ pczà izotropowà, okreú lonà przez macierz spræ ý ystoú ci

1 - v 0

(2.21)

i zapiszmy jà w postaci

(2.22)

- v 1 0

0 0 2(1 + ;>)..

x - y

- y x

0
0

(2.23) r =

0 0 2(x+y)_
Wartoú ci niewiadomych x i y okreú limy z warunku osià gania przez normæ macierzy r

wartoú ci minimalnej. Macierz przedstawia siæ nastæ pujà co:

— 2a13x — 2a13y
—2a23x—2a23y

~al3x+a23y, - a23x + atay, \ - {2a33x- 2a33y)_

gdzie alk sà elementami macierzy 35"1.
Rozwaý my normæ euklidesowà macierzy r

(WXWEY - ( l - (

(2.24) +(

(2.26)

N ormæ (2.24) jako formæ kwadratowà moý emy zapisaã w postaci

(2.25) ( ||r ||^ )2 = (2ls+ b)r(2ts+ b),

gdzie sT = [x,y], b r = [100100],

- aL1 - a1 2 - a12 - a22 - ai3 ~a23\

a12 au a22 a12 a23 ai3\

Ze wzglæ du na specyficzny charakter macierzy j) taki, ýe jej element 2(x+y) jest okre-
ú lony przez pozostaùe elementy tej macierzy, nie wprowadzono do rozwaý añ trzech skù ad-
ników wyraý enia (2.24), odpowiadajà cych elementowi 2(x+y) macierzy £), stàd oznacze-
nie | |r | | i.

Minimum funkcji ||r ||£ znajdziemy w zwykùy sposób, przyrównujàc jej pochodne
czà stkowe wzglæ dem x i y do zera, przy czym wystarczy rozpatrzeã funkcjæ podpierwiastko-
wà. Otrzymamy

(2.27)
dx

- 0,

1 - -  0 ,
8 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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gdzie

(2.28)

Ukù ad równañ (2.27) z niewiadomymi x i y przy podstawieniu (2.28) i przeksztaù ceniu
przyjmie postaã

(2.29) 9I r9Ù s+ 9trb = 0.

Dla przypadku tarczy ortotropowej macierz 91 i wektor b przyjmà postaã

(2.30) W = I ^" ~°a

12 ~°a

12 ~l\ , b r = [1 0 0 1 ] .

Rozwià zujàc ukù ad (2.29) wzglæ dem wektora s przy podstawieniu (2.30) otrzymamy

i

(2.31)

y -
22)

2al2- 2a12(a
2

ii+2a2

z + a2

2)

Macierz J) o elementach okreú lonych wzorami (2.31) daje minimalnà normæ euklide-
sowà macierzy r, a tym samym gwarantuje najszybszà zbieý noúã szeregu iteracyjnego.

Przy przyjæ ciu prostszej tarczy zastæ pczej, dla której v = 0, okreú lonej przez macierz

'x 0 0"

0 x 0

0 0 2x

otrzymamy dla przypadku tarczy anizotropowej

(2.32) £> =

(2.33) x m

oraz dla tarczy ortotropowej

(2.34) x =

3. Przykù ady

3.1. Tarcza niejednorodna. Dany jest ukù ad przedstawiony na rys. 4, scharakteryzowany
przez:

t = (1 +0,2}/) •  10~2 m — gruboúã tarczy,
E = 2(1—0,2j>) 108 N m "2 — moduù spræ ý ystoú ci podù uý nej,
v = 0,2y — wspóù czynnik Poissona.

Macierz ý j r1 przedstawia siæ nastæ pujà co:

' 1 0,2y 0

) ' 1 = 2- 106 0,2y 1 0

o o i(i- o,2y)j
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N orma macierzy fX) * wynosi

I Iæ ST1!! =  2.106( l+ 0, 2^).

N orma osi¹ ga ekstrema dla y = 0 i y = 1.

10% it- w'Nm*

T
³ ³ ³ ³ ³ t t ³ ³ t³

- 30.1 kNm~'

7,2- 10''

•  Wm

Rys. 4. U k³ ad dany U

Otrzymamy

t' = 10-2m, t" = 1,2- 10" 2 m ,

E' = 2 •  108 N m - 2 , E" = 1,6 •  108 N m r2,

v' = 0, »." = 0,2.

Wed³ug wzorów (2.12) i (2.13) obliczamy v = 0,1, Et = 1,98- 108 N m '1 .
Obliczamy macierz Q, wed³ug wzoru (1.4):

<S = 2- 106
1 0,2y 0

0,2y 1

0 0

0

1 - 0,1 0

- 0,1 1 0

0 0 2,2.

10- 6

1,98

l~ 10-2.F

lO - 1^

0

0

0

1- l lf

103

- 30,1

v=0.1

3.S3SF-

U

1
9999F

A,M

Rys. 5. Uk³ad U Rys. 6. Uk³ad /Jj U0i U)

Macierz r obliczymy wed³ug wzoru (1.5), otrzymamy

1 - 10 0'

r = IO~2F - 10 1 0

0 0 11

, gdzie F= 2,0202^- 1,0101.

8*
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Uk³ ad U przedstawiono na rys. 5; jego rozwi¹ zanie okreœ lone jest przez .wektory
naprê ¿ eñ i odkszta³ceñ nastê puj¹ co:

N =

Obliczamy obci¹ ¿ enie uk³ adu / \XU wed³ug wzorów (1.1) dla /  = 1. Otrzymane wyniki
przedstawiono na rys. 6. Obci¹ ¿ enie to przy³o¿ one do tarczy zastê pczej daje ³ ¹ cznie z t¹
tarcz¹  uk³ad „I  x C̄ , którego rozwi¹ zanie stanowi¹  wektory naprê ¿ eñ i odkszta³ ceñ, od-
powiednio:

30,1
103

0

r 10
5,045

0

J 1 N =

- 9,999

- 1,98

0

•  F, A,k =

- 4,95

- 0,495

0

Obci¹ ¿ enie uk³ adu A2 U obliczymy wed³ug (1.1) dla i = 2; przedstawiono je na rys. 7.

Uk³ad A2 U daje rozwi¹ zanie
0,09801 T 0

- A2Ñ = 0,9801 F\ A2k = 0,4455

o J L o
Podobnie obliczono obci¹ ¿ enia uk³ adu A3U; które przedstawiono na rys. 8.

Obci¹ ¿ enia uk³ adu A3U stanowi¹  oko³o 0,1% obci¹ ¿ eñ uk³ adu danego, mo¿ na wiêc
pomin¹æ dalsze obliczenia zadowalaj¹c siê dok³ adnoœ ci¹  oko³o 0,1%.

O098F 0.097F

Rys. 7. Uk³ad A2U(A2U) Rys. 8. Uk³ad A3U(AZU)

Rozwi¹ zanie uk³ adu U przedstawia siê wiêc w postaci szeregu rozwi¹ zañ uk³ adów

A i U,przy czym wektor si³ wewnê trznych otrzymamy w postaci iloczynu S 2J ^ / Ñ , a wek-
1 = 0

tor odkszta³ ceñ w postaci J] Atk, a zatem
i= 0

30,1

103

0

- 9,999

- 1,98

0
•

0,098

0,98

0
F2

xD- if l- 10-2f 0
0 0 1- UF_

30,1 - 9,999 +̂  0.098F2] 30,1+  0,097(2,02;; - 1,01)3"

0 0
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Wektor odkszta³ ceñ

6 ==

10
5,045 +

o J

"- 4,95 I
- 0,495

. 0 J
• F+

' 0 '
0,4455

0

\

)

• io-6 =
i5- 10y

0,904- 2,818^+ 1,

0

3.2. Tarcza ortotropowa. D ana jest tarcza ortotropowa, obci¹ ¿ ona jak na rys. 9. Jej
macierz sprê ¿ ystoœ ci przedstawia siê nastê puj¹ co:

1,064 - 0,213 0

- 0,213 0,709 0 10"* MN rrr 2,
0 0 3,333_

przy czym Et =  0,94 •  104 M N m " 2 , vt - 0,2, E2 =  1,41 •  104 M N m - 2, v2 = 0,3.

1,25 x

20,15(y- as,

•  1,0 m - I

Rys. 9. Uk³ad U(U)

\ ie.3(y- ¹ sj
2,5x

5.113

Rys. 10. Uk³ad A^iAy

Wed³ug wzorów (2.31) obliczamy elementy x i y macierzy tarczy zastê pczej; otrzy-
mujemy x = 0,8066 •  10-4, y = 0,1780 •  10"4.

Korzystaj¹c z (2.23) otrzymujemy

' 0,246 - 0,064 0

X = - 0,025 - 0,263 0

0 0 0,409_

Macierz S obliczymy jako S = 3—t, mianowicie

"0,754 0,064 0

( 5=  0,025 1,263 0

0 0 O,591_

Obci¹ ¿ aj¹c tarczê zastê pcz¹  identycznie jak tarczê dan¹  otrzymujemy wektor N si³

wewnê trznych w postaci

' I O O X C - 0 , 5 )'

Ñ = 0
- 50( j, - 0, 5)2J

Obci¹ ¿ enie w uk³ adzie Ax U obliczymy za pomoc¹  wzorów (1.1), wynik przedstawiono
na rys. 10.
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Ukù ad A x U otrzymamy obcià ý ajàc tarczæ zastæ pczà siù ami z ukù adu ñ t U. Rozwià zaniem
ukù adu Ax t/ jest

24,6x(j'- 0,5)
- 2,5x(j- 0,5)

- 20,45(7 - 0 , 5 )a J

Na podstawie obliczonego wektora AjN korzystajàc ponownie z wzoiów (1.1) obli-
czymy obcià ý enie w ukù adzie A2U. Obcià ý enie tarczy zastæ pczej jest identyczne. Rozwià-
zanie ukù adu A 2 U przedstawia wektor siù wewnæ trznych

6,21*0'- 0,5)
0,043(7- 0,5)A2N =

. - 8,3640' - 0 , 5 )2 .

Podobnie otrzymamy

•  l,516x(7- 0,5)
- 0,167x(7- 0,5)

L- 3,42(7- 0,5)2 .

Rozwià zaniem ukù adu £/  jest wiæc

0,373x(.y- 0,5)
0,001x(7- 0,5)

;=o

99,89x(j- 0,5)
0,005x^- 0,5)

- 50,97(7- 0,5)2_

107,6x(>'- 0,5)
- 25,73x0'- 0,5)

169,83(7- 0,5)2J
10"
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S u m m a ry

CALCULATIO N OF DISCS BY MEANS OF ITERATION METHOD

In this work an iteration method is used to solve the non- homogeneous and anisotropic discs with
variable thickness. Auxiliary systems of arbitrary discs are introduced and illustrative examples are presented
including a non- homogeneous and anisotropic discs.

POLITECHNIK A £ÓDZK A
FILI A W BIELSKU- BIA£EJ

Praca zosta³a z³o¿ ona w Redakcji dnia 25 lipca 1977 r.
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XVI  SYMPOZJON «MODELOWANIE W MECHANICE»

Sympozjon pod has³em «Modelowanie w mechanice» zosta³ zorganizowany przez Polskie Towa-
rzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej Oddzia³u Gliwickiego i odby³ siê w Wiœ le Jarzê batcj w dniach
9—15 marca 1977 r.

Otwarcia Sympozjonu dokona³ przewodnicz¹ cy Zarz¹ du Oddzia³u Gliwickiego PTMTS doc. dr in¿.
Józef WOJNAROWSKI.

W imieniu Zarz¹ du G³ównego PTMTS wyst¹ pi³ sekretarz generalny prof, dr hab. in¿. Marek
DIETRICI- I.

Prorektor doc. dr in¿. Szczepan WYRA, który wyst¹ pi³ w imieniu w³adz Politechniki Œ l¹ skiej, wysoko
oceni³ dzia³alnoœæ Oddzia³u Gliwickiego PTMTS w rozwijaniu i krzewieniu mechaniki; z³o¿ y³ te¿ uczest-
nikom Sympozjonu ¿ yczenia owocnych obrad, a Towarzystwu dalszych sukcesów.

Po tych wyst¹ pieniach przewodnicz¹ cymi obrad plenarnych zostali wybrani prof, dr hab. in¿. M.
DIETRICH i prof, dr hab. in¿. Zb. OR£OŒ.

W czasie obrad plenarnych wyg³oszono nastê puj¹ ce referaty przegl¹ dowe:
— prof, dr in¿. J. DIETRYCH (IPKM Politechnika Œ l¹ ska): Przedmiot optymalizacji w dzia³aniach

technicznych,
— doc. dr hab. R. DOROSZKIEWICZ, dr in¿. J. LIETZ, dr in¿. B. MICHALSKI (IPPT PAN Warszawa):

Modelowanie elastooptyczne uk³adów mechanicznych,
— prof, dr hab. in¿. L. MULLER (Politechnika Œ l¹ ska): Metody doboru skal w modelach fizycznych,
— prof, dr hab. in¿. B. SKALMIERSKI (Politechnika Œ l¹ ska): Model przekroczeñ w uk³adach mechanicz-

nych.
Pozosta³e prace referowane w czasie obrad obejmowa³y nastê puj¹ ce grupy problemowe:
C — modelowanie procesów i systemów cieplnych,
D — modelowanie w dynamice maszyn,
G — modelowanie metod¹  grafów,
K — modelowanie uk³adów konstrukcyjnych,
M  — metody modelowania.
W pracach tych poœ wiê cono wiele uwagi wspó³czesnym metodom modelowania w mechanice wyka-

zuj¹ c, ¿e modelowanie ma nie tylko charakter u¿ ytkowy, ale równie¿ du¿e walory poznawcze. Modelo-
wanie okreœ lonej rzeczywistoœ ci jest dzisiaj nauk¹  rozleg³¹  i wci¹¿ rozwijaj¹ c¹  siê. Umo¿ liwia ona nie tylko
poznawanie istoty zjawiska, lecz tak¿e jest nieodzownym ogniwem wspó³czesnych badañ naukowych.

Wyg³oszono nastê puj¹ ce referaty:
1. R. B¥ K, T. BURCZYÑ SKI (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie dynamicznych obci¹ ¿ eñ pionowych

dzia³aj¹ cych na kolejowy zestaw ko³owy w czasie eksploatacji,
2. A. BODNAR, A. LECHOWICZ, K. MARCHELEK (Politechnika Szczeciñ ska) — Modelowanie procesów

dynamicznych w uk³adach pozycjonowania zawieraj¹ cych sprzê g³a cierne,
3. E. BRZUCHOWSKI (Politechnika Wroc³awska) — Cyfrowe modelowanie sieci,
4. C. CEMPEL (Politechnika Poznañ ska) — Modelowanie zagadnieñ wibroizo³acji maszyn i urz¹ dzeñ ,
5. M. CHUDEK, J. DRWIÊ GA, W. OLASZEWSKI, S. STA£Ê GA (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie metod¹

symulacji analogowej procesów wspó³pracy obudowy górniczej z dynamicznie deformuj¹ cym siê góro-
tworem,

6. A. DENDURA, S. Œ WISZCZOWSKI (Politechnika Krakowska) — Projektowanie optymalnych kszta³ tów
prê tów metod¹ programowania geometrycznego,
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7. M. DIETRICH, B. KRASNOWSKI (Politechnika Warszawska) — Pewien model sprzê g³a zê batego,
8. B. DOBROWOLSKI (Politechnika Wroc³awska) — Model matematyczny przep³ywu p³ynu rzeczywistego

przez ruroci¹ g ze zwê ¿ k¹ ,
9. L. G£ADYSIEWICZ, M. HARDYGÓRA, T. ¯ UR (Politechnika Wroc³awska) — Model tkaninowej taœ my

wie³oprzek³adko w ej,
10. L. G£ADYSIBWICZ, J. SZYMAÑ SKI, T. ¯ UR (Politechnika Wroc³awska) — Model reologiczny taœ my

przenoœ nika wej,
11. K. GRABCZYÑ SKI (ITB Warszawa) — Doœ wiadczalna analiza pracy statycznej wielootworowej œ ciany

usztywniaj¹ cej i jej model obliczeniowy,
12. R. GRZYMKOWSKI, K. MAZU R (Politechnika Œ l¹ ska) — Model numeryczny nieustalonego przep³ywu

ciep³a w procesie odlewania ci¹ g³ego,
13. J. JAMRÓZ, R. URBAÑ SKI (Politechnika Gdañ ska) — Modelowanie i obliczanie obiegów cieplnych okrê -

towych si³owni twboparowych na maszynach cyfrowych,
14. Z. KOWAL (Politechnika Wroc³awska) — Stochastyczny model wyczerpania noœ noœ ci prê towych kon-

strukcji przestrzennych,
15. H. KUDELA (Politechnika Wroc³awska) — Metoda dekompozycji w modelowaniu zagadnieñ fizycznych

opisywanych parabolicznymi równaniami ró¿ niczkowymi cz¹ stkowymi,
16. R. KRZYWIEC (Uniwersytet Warszawski) — O wieloci¹ gowym modelowaniu mechanicznych systemów

wielkich,
17. L. LAUDAÑ SKI (Politechnika Rzeszowska)— O generowaniu procesów opisuj¹ cych dynamikê samolotu,
18. M. MAJEWSKI, C. CEMPEL (Politechnika Poznañ ska) — Randomizacja w uk³adach dynamicznych i jej

wykorzystanie do modelowania struktur mechano- akustycznych,
19. S. MIKU£ A (Politechnika Œ l¹ ska) — Model rozwoju pê kniê æ zmê czeniowych w elementach stalowych

umocnionych zgniotem powierzchniowym,
20. J. MILANOWSKI (WSI  Koszalin) — Identyfikacja analityczna dynamicznych uk³adów mechanicznych,
21. B. MOCHNACKI, B. ORTYL (Politechnika Œ l¹ ska) — O pewnej metodzie rozwi¹ zania wielowymiarowego

problemu Stefana,
22. K. NAZARCZUK (Politechnika Warszawska) — Modelowanie poœ lizgów w z³o¿ onych ³añ cuchach kinema-

tycznych,
23. W. NOWAK (Politechnika Szczeciñ ska) — Sprawnoœ æ rekuperatora pê tlicowego z przegrodami segmento-

wymi,
24. A. OUJDZKI, W. SZYD£OWSKI, K. ORKAN- £Ê CKI (Politechnika Warszawska) — Modelowanie procesów

zderzenia w parach kinematycznych,
25. T. OPOLSKI (WSI  Lublin) — Model pracy gryzów urabiaj¹ cych ska³ê ,
26. J. OTTE, A. SZAFRANIEC (Politechnika Œ l¹ ska) — Badania przep³ywów w wirnikach maszyn promienio-

wych metod¹ analogii elektrycznej,
27. E. PALCZAK, St. STRYCZEK (Politechnika Wroc³awska) — Analiza stabilnoœ ci hydraulicznego mechanizmu

kierowniczego kopalnianej ³adowarki przegubowe],
28. A. PIELORZ (IPPT PAN) —Modelowanie uk³adu z³o¿ onego z prê ta uderzonego drugim prê tem z zamo-

cowan¹ bry³ ¹ sztywn¹ ,
29. S. RABIEJ, R, STANISZEWSKI, St. ZIEMBA (Warszawa) — Modelowanie systemu projektowania w warun-

kach nieustannego nap³ywu informacji,
30. I. SIWICKI, A. OLÊ DZKI (Politechnika Warszawska) — Zastosowanie metody grafów wiê zów w modelo-

waniu pras hydraulicznych,
31. M. SZATA (Politechnika Warszawska) — Budowa modelu matematycznego procesu w oparciu o para-

metryczny zapis twierdzenia JT,
32. W. SZUŒ CIK, K. KOŒ LACZ, J. B^K (Politechnika Œ l¹ ska) — Obliczenie wspó³czynnika bezpieczeñ stwa

odniesionego do granicy plastycznoœ ci przy projektowaniu stropnic typu belkowego obudów zmechani-
zowanych,

33. W. Szaœ ciK, S. SZWEDA (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie obci¹ ¿ eñ stropnic i os³on podpieraj¹ cych
zawal obudów podporowo- os³onowych,

34. J. Œ WIDER, J. WOJNAROWSKI (Politechnika Œ l¹ ska) — Grafy przep³ywu sygna³ów w modelowaniu kaska-
dowej struktury uk³adu wyci¹ gowego,
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35. S. Œ WISZCZOWSKI, D . ZBOŒ (Politechnika Krakowska) — Projekt uniwersalnego pakietu programów
metody sekwencyjnego programowania geometrycznego,

36. D. TEJSZERSKA, J. WOJNAROWSKI (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie t³umionych drgañ eolkznych
przewodów napowietrznych,

37. J. TOMBCZEK, W. KUDZI A (Politechnika Œ l¹ ska) — Opis matematyczny suszenia materia³ów drobno-
ziarnistych w ³o¿ u fluidalnym,

38. K. WERNEROWSKI, J. G¥ SIOROWSKI (ATR Bydgoszcz) — Modelowanie analogowe œ lizgowego ³o¿ yska
poprzecznego,

39. J. WOJNAROWSKI (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie uk³adów mechanicznych za pomoc¹ grafów
i liczb strukturalnych (referat przegl¹ dowy),

40. J. WOJNAROWSKI, A. BUCHACZ (Politechnika Œ l¹ ska) — Zastosowanie grafów i liczb strukturalnych
wy¿ szej kategorii w modelowaniu uk³adów mechanicznych,

41. J. WOJNAROWSKI, J. KROPKA (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie uk³adów mechanicznych za pomoc¹
grafów sprzê ¿ eñ ,

42. J. WOJNAROWSKI, A. MEDER, D. TEJSZERSKA (Politechnika Œ l¹ ska) — Modelowanie wielolinowych
uk³adów wyci¹ gowych,

43. J. WRÓBEL (Politechnika Warszawska) — Symulacyjne badanie efektów nieliniowoœ ci przy cyfrowym
modelowaniu zawieszenia samochodu.
Du¿e zainteresowanie wœ ród uczestników wzbudzi³y referaty przegl¹ dowe: Przedmiot optymalizacji

w dzia³aniach technicznych wyg³oszony przez prof, dr int. J. DIETRYCHA, oraz Modelowanie uk³adów mecha-
nicznych za pomoc¹ grafów i liczb strukturalnych wyg³oszony przez doc. dr inŸ. J. WOJNAROWSKIEGO.

W pierwszym prof. J. DIETRYCH opisa³ model przedstawiaj¹ cy przedmioty optymalizacji w dzia³aniach
technicznych w postaci grafów systemu nauki konstrukcji. W drugim doc. J. WOJNAROWSKI poda³ próbê
systemowego przedstawienia metody modelowania uk³adów mechanicznych za pomoc¹  grafów i liczb
strukturalnych.

Autorzy zg³oszonych referatów reprezentowali nastê puj¹ ce oœ rodki naukowe: Gliwice —18 refe-
ratów, Warszawa —10 referatów, Wroc³aw — 8 referatów, Kraków, Poznañ, Szczecin po 2 referaty
Bydgoszcz, Gdañ sk, Koszalin, Lublin i Rzeszów po 1 referacie.

W dyskusji, która sta³a na wysokim poziomie naukowym, zabierano g³os 141 razy.
Ponadto przeprowadzono dyskusjê okr¹ g³ego sto³u na temat aktualnie rozwijanych prac badawczych

w oœ rodkach naukowych kraju. W dyskusji tej wziê ³o udzia³ 17 uczestników.
Ogó³em w Sympozjonie wziê ³o udzia³ 112 uczestników (w tym 18 profesorów, 33 docentów, 45 po-

mocniczych pracowników naukowych oraz 16 cz³onków studenckiego Ko³a Naukowego).
N a zakoñ czenie obrad uczestnicy z innych oœ rodków naukowych podkreœ lili wysok¹  rangê i potrzebê

kontynuowania tradycyjnych ju¿ sympozjonów Oddzia³u Gliwickiego PTMTS.
Jednoczeœ nie z obradami Sympozjonu odbywa³o siê pod patronatem przewodnicz¹ cego Oddzia³u

Gliwickiego PTMTS Seminarium Studenckiego Kola Naukowego Mechaniki Stosowanej im. Prof. W. Bu-
RZYÑ SKIEGO. W Sesji wziê li udzia³ studenci ni¿ ej podanych uczelni: Politechniki Œ l¹ skiej — 5, Politechniki
Warszawskiej — 7, Wy¿ szej Szko³y Pedagogicznej w Krakowie — 4.

W czasie obrad Seminarium, w którym brali udzia³ równie¿ uczestnicy Sympozjonu, wyg³oszono
13 referatów (PŒ1 —5, PW —5, WSP —3).

Referowane prace ocenia³o jury w sk³adzie: doc. dr in¿. Roman B¥ K, dr in¿. Jerzy KUCZYÑ SKI i dr in¿.
Stanis³aw MIKULA , które wyró¿ ni³o 4 spoœ ród 13 prac, mianowicie:

J. FLAKA (PŒ 1) — Zastosowanie grafów w poszukiwaniu okreœ lonych klas uk³adów kó³ poœ rednich dla
przek³adni ciernych,

T. KLIMOWICZ A (PW) — Badanie mechanizmu rozrz¹ du silnika samochodu Fiat 126P,
W. MAROWSKIEGO (PW) — Zastosowanie metody szeregów po³ ¹ czonych do okreœ lania gê stoœ ci prawdo-

podobieñ stwa odpowiedzi uk³adu dynamicznego na zaburzenia losowe,
J. ROSIÑ SKIEJ (WSP) — Wybrane zagadnienie wytrzyma³oœ ciowe klejonego po³ ¹ czenia elektronu.
Ta forma oddzia³ywania PTMTS na krzewienie mechaniki w ramach studenckiej dzia³alnoœ ci

naukowej spotka³a siê z aprobat¹  uczestników Sympozjonu, którzy sugerowali wiele udoskonaleñ w roz-
wijaniu mechaniki wœ ród studentów.

/ . Wojnarowski (Gliwice)
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XIX POLSKA KONFERENCJA MECHANIKI  CIA£A STA£EGO
Rucianc—Piaski, 7—16 wrzeœ nia 1977 r.

XI X Polska Konferencja Mechaniki Cia³a Sta³ego odby³a siê w dniach 7—16 wrzeœ nia w miejscowoœ ci
Piaski k. Rucianego, w województwie suwalskim, w oœ rodku wczasowo- wypoczynkowym «Malinka»
Kombinat Budownictwa Miejskiego Warszawa—Wschód. Oœ rodek po³o¿ ony jest w malwniczym ustroniu,
wœ ród lasów nad jeziorem Be³dan.

Organizatorem konferencji by³ Instytut Podstawowych Problemów Techniki Polskiej Akademii Nauk
w Warszawie. Komitet Organizacyjny z ramienia 1PPT PAN stanowili: prof, dr Marek SOKO£OWSKI —
przewodnicz¹ cy i dr Romuald KOTOWSKI — sekretarz.

"W Konferencji wziê ³o udzia³ 139 uczestników, w tym 94 z Polski i 45 z zagranicy z nastê puj¹ cych
pañ stw europejskich i pozaeuropejskich (w nawiasach podano liczbê uczestników): Arabia Saudyjska
(1), Belgia(l), Bu³garia(l), CSSR(2), Dania(l), Francja(2), Japonia(2),Jugos³awia(3),Norwegia(l),
NRD (4), RFN (7), Stany Zjednoczone (5), Szwecja (1), Wielka Brytania (3), W³ochy (6), ZSRR (5).

Wyg³oszono 98 referatów, w tym 11 referatów generalnych prezentowanych przez naukowców za-
proszonych przez Komitet Organizacyjny. Referaty generalne by³y nastê puj¹ ce:

1. G. I . BARENBLATT (ZSRR) — Propagacja szyjki w polimerach — przyk³ad zjawiska nielokalnego,
2. A. G. CROCKER (Wielka Brytania) —•  Obliczenia dyskretne w przestrzeni rzeczywistej struktury i od-

dzia³ywañ krystalicznych,
3. A. C. ERINGEN (USA) •— Mechanika oœ rodków ci¹ g³ych w skali atomowej,
4. E. A. EVANS (USA) — Mechanika i termodynamika b³on biologicznych,
5. W. A. GREEN (Wielka Brytania) — Propagacja fal w silnie anizotropowych materia³ach sprê ¿ ystych,
6. E. KRONER (RFN) — Efektywne w³asnoœ ci oœ rodków stochastycznych,
7. Th. LEHMAN (RFN) — Pewne aspekty nieizotermicznych du¿ ych odkszta³ceñ niesprê ¿ ystych,
8. J. LOTHE (Norwegia) — Dyslokacje i fale powierzchniowe w anizotropowych oœ rodkach sprê ¿ ystych.

Kryteria istnienia dla fal powierzchniowych. Uogólneinia dla oœ rodków piezoelektrycznych,
9. M. P. NIELSEN (Dania) — Analiza plastyczna œ cinania w betonie,

10. A. SAWCZUK (Polska) — Wykorzystanie reprezentacji funkcji tesnorowych w mechanice oœ rodków
niesprê ¿ ystych,

11. W. SZCZEPIÑ SKI (Polska) — Problemy kszta³ towania wytrzyma³oœ ciowego konstrukcji o z³o¿ onym
kszta³cie.
Ponadto nale¿y odnotowaæ, ¿e w konferencji wziê li udzia³ naukowcy tej miary, co prof. prof. I. N . SNED-

DON i G. S. SZAPIRO.

Powy¿ sza lista daje pewien pogl¹d na zakres dyskutowanych podczas konferencji zagadnieñ; mo¿ na
jednak pokusiæ siê o bardziej precyzyjne sklasyfikowanie omawianych problemów mechaniki. Wiê kszoœæ
prac mia³a charakter teoretyczny. Mo¿ na by³o zaobserwowaæ szerok¹  gamê zainteresowañ: by³y prace
poœ wiê cone zarówno podstawom mechaniki, jak i prace maj¹ ce charakter czysto aplikacyjny (in¿ ynierski)
Do pierwszej grupy zaliczyæ mo¿ na prace dotycz¹ ce nielokalnych teorii oœ rodków materialnych, teorii
defektów w cia³ach sta³ych, teorii oœ rodków mikropolarnych, nieliniowej teorii sprê ¿ ystoœ ci, teorii plastycz-
noœ ci, termodynamiki, propagacji fal zjawisk wystê puj¹ cych w polimerach oraz teorii oœ rodków sypkich
i porowatych. Do drugiej grupy nale¿¹  prace zajmuj¹ ce siê wykorzystaniem do konkretnych obliczeñ
teorii p³yt i pow³ok, prace poœ wiê cone dynamice konstrukcji, kompozytom, optymalizacji i metodzie
elementów skoñ czonych.

Oczywiœ cie, podzia³ ten nie jest jednoznaczny, tak jak nie jest sprecyzowane, gdzie koñ czy siê
„czysta" i dalej «teoria», a zaczyna zastosowanie. Przedstawiono równie¿ prace doœ wiadczalne.

Czas przeznaczony na wyg³oszenie referatu i dyskusjê wynosi³ dla referatów generalnych 60 min.,
a dla referatów zwyczajnych 30 min, By³ wiêc on wystarczaj¹ co d³ugi (w porównaniu z czasem do dyskusji
na innych konferencjach) na rzetelne przedstawienie otrzymanych wyników.

Podczas konferencji panowa³a atmosfera sprzyjaj¹ ca dyskusjom naukowym, które nieraz przeci¹ ga³y
siê do póŸ nych godzin nocnych.

Materia³y z konferencji dostê pne s¹  w postaci dwu wersji streszczeñ referatów (polskiej
i angielskiej) oraz dwujê zycznego programu z list¹  i adresami uczestników.
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Referaty mog³y byæ wyg³oszone we wszystkich jê zykach kongresowych, jednak¿e w wiê kszoœ ci pre-
zentowano prace w jê zykach angielskim i polskim.

Oprócz programu naukowego, organizatorzy zapewnili równie¿ uczestnikom program socjalny.
Zorganizowano dwie wycieczki krajoznawcze: statkiem po jeziorach oraz do Gierlo¿a i œ w. Lipki. Dostê pne
by³y równie¿ ³odzie oraz konie do jazdy wierzchem. Niestety pogoda nie pozwoli³a wykorzystaæ w pe³ni
tych mo¿ liwoœ ci.

Romuald Katowski ( Warszawa)

MIÊ DZYNARODOWA KONFERENCJA NAPÊ DU I PRZEK£ADN I  ZÊ BATYCH
Chicago, 28—30 wrzeœ nia 1977 r.

Miê dzynarodowa Konferencja Napê du i Przek³adni Zê batych stanowi³a drug¹  Miê dzynarodow¹
Konferencjê Uzê bieñ, zorganizowan¹  pod egid¹  ASME. Komitet Napê du i Przek³adni Zê batych Oddzia³u
Konferencji Maszynowych ASME przygotowa³ konferencjê w ramach wspó³pracy z ASME, USCoToMM
oraz IET SYNECOT. Temat konferencji brzmia³; „Blisko cztery tysi¹ clecia postê pu w napê dach". G³ów-
nym celem konferencji by³o przedstawienie osi¹ gniêæ w dziedzinie techniki napê du i przek³adni zê batych.

Podczas konferencji przedstawiono ogó³em 81 prac, w tym 37 autorów amerykañ skich oraz 44 autorów
zagranicznych, wœ ród których by³o 18 prac z Japonii, 9 z Wielkiej Brytanii, 3 z Polski, 3 z Republiki Fe-
ralnej Niemiec, 2 z Brazylii, 2 z Kanady oraz po 1 z Bu³garii, Egiptu, Francji, Grecji, Indii, Szwajcarii
i Zwi¹ zku Radzieckiego. Wszystkie prace z wyj¹ tkiem 8 (5 z USA oraz po 1 z Polski, Japonii i Wielkiej
Brytanii) zosta³y opublikowane przed konferencj¹.

Przewodnicz¹ cym konferencji by³ dr D .TOWSEND (Nasa Lewis Resaarch Center), zaœ mówc¹  podczas
wspólnego obiadu uczestników konferencji w dniu 29.09.1977 by³ dr J. H. FURBAY (Genera³ Motors),
œ wiatowy podró¿ nik, znany ze swych wielu miê dzynarodowych osi¹ gniêæ i wystê pów w radiu. Dr FURBAY
wyg³osi³ ciekawy odczyt nt. «Perspektywy przemodelowania cywilizacji w naszych czasach».

Konferencja odby³a siê w 19 sesjach. Ramowy program konferencji by³ nastê puj¹ cy:
28.09.1977 r.

Sesja PTG-1 «Wytrzyma³oœæ przek³adni zê batyc³w. Przewodn. dr D. H. RIMBEY (University of South
Florida), 3 referaty.

Sesja PTG-2 «£añ cuchy i pasy». Przewodn. S. WORLEY (The Gates Rubber Company, Denver),
8 referatów.

Sesja PTG-3 «Smarowanie i zu¿ ycie». Przewodn. A. STRANFORD (Dresser Industries Inc., Orlean),
4 referaty.

Sesja PTG-4 «Geometria zazê bieñ ». Przewodn. R. KASUBA (Cleveland State University), 4 refe-
raty.
29.09.1977 r.

Sesja PTG-5 «Wytrzyma³oœæ przek³adni zê batych». Przewodn. dr A. SBIREO (University of Wisconsin-
Madison), 5 referatów.

Sesja PTG-6 «Produkcja». Przewodn. J. R. MILLE R (Miller Associates Inc., Milwaukee), 5 referatów.
Sesja PTG-7 «Ha³as przek³adni». Przewodn. D. R. HOUSER (Ohio State University), 3 referaty.
Sesja PTG-8 «Typy przek³adni*. Przewodn. G. L. SCOTT (American Gear Manufacturers Association,

Arligton), 5 referatów.
Sesja PTG-9 «Dynamika przek³adni zê batych*. Przewodn. J. R. TROXLER (Northern Arizona Uni-

versity), 5 referatów.
Sesja PTG- 10 «Smarowanie i zu¿ ycie». Przewodn. H. E. STAPH (Southwest Research Institute, San

Antonio), 4 referaty.
Sesja PTG- 11 «Wytrzyma³oœæ powierzchniowa zê bów». Przewodn. D . W. DUDLEY (Solar Turbines

International, San Diego), 5 referatów.
Sesja PTG- 12 «Konstrukcja». Przewodn. E. M. ALMEID A (Dana Corporation Fort Wayne), 4 re-

feraty.
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30.09.1977 r.
Sesja PTG- 13 «Wytrzyma³oœæ powierzchniowa zê bów». Przewodn. E. SHIPLEY (Mechanical Techno-

logy Inc., Latham), 4 referaty.
Sesja PTG- 14 «Dynamika przek³adni zê batych». Przewodn. M. J. DROSJACK (Shell Oil Company,

Houston), 5 referatów.
Sesja PTG- 15 «Sprzê g³a i po³¹ czenia wa³ów». Przewodn. M. M. CALISTRAT (Koppers Company Inc.,

Baltimore), 5 referatów.
Sesja PTG- 16 «Zastosowanie przek³adni zê batych». Przewodn. D. L. BORDEN (Falk Corp., Milwaukee),

3 referaty.
Sesja PTG- 17 «Sprzê g³a i po³¹ czenia wa³ów». Przewodn. Q. W. HEIN (Falk Corp., Milwaukee), 3 re-

feraty.
Sesja PTG- 18 «Materialy na kola zê bate». Przewodn. E. T. BERGQUIST (Western Gear Company,

Lynwood), 3 referaty.
Sesja PTG- 19 «Przek³adnie zê bate». Przewodn. A. TUCKER (Solar Turbines International, San Diego),

3 referaty.
W konferencji wziê ³o udzia³ dwóch uczestników z Polski: prof. M. DIETRICH i dr J. KOWALSKI .
D r J. KOWALSKI przedstawi³ w ramach Sesji PTG- 12 2 prace: «OptymaIna synteza dwustopniowych

przek³adni zê batych walcowych przy wykorzystaniu programowania nieliniowego) (publikacja nr 77-
DET- 171) oraz «Optymalna synteza dwustopniowych przek³adni zê batych sto¿ kowo- walcowych przy
wykorzystaniu programowania nieliniowego* (publikacja nr 77- DET- 172).

Prof. M. DIETRICH wyg³osi³ w ramach Sesji PTG- 14 referat pt. «Dynamika przek³adni walcowych»
przedstawiaj¹ cy kompleksowe badania doœ wiadczalne nad okreœ leniem wspó³czynnika nadyw¿ ki dyna-
micznej.

Podkreœ liæ nale¿y bardzo wysoki poziom wyg³oszonych referatów oraz szczególnie mi³¹  atmosferê
obrad.

/ . Kowalski (Poznañ )



INFORMACJE DLA AUTORÓW

Komitet Redakcyjny prosi Autorów o u³atwienie prac readakcyjnych przez przestrzeganie na-
stê puj¹ cych wytycznych:

1. Prace powinny byæ napisane pismem maszynowym w dwóch egzemplarzach (orygina³+ ko-
pia), na zwyk³ym papierze na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwójn¹
interlini¹ , z marginesem 4 cm z lewej strony, stronice z kolejn¹  numeracj¹. Odbitki kserograficzne
nie bê d¹  akceptowane jako orygina³.

2. Prace powinny byæ pisane zwiê Ÿ le i zawieraæ najistotniejsz¹  treœæ tak, by objê toœæ artyku³u
by³a skondensowana.

3. Wzory i oznaczenia nale¿y wypisywaæ rê cznie lub na maszynie, bardzo czytelnie, u¿ ywaj¹c
liter ³aciñ skich i greckich. WskaŸ niki poni¿ ej i wyk³adniki potêg nale¿y pisaæ szczególnie dok³adnie.

4. Praca powinna byæ zaopatrzona w krótkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j . pol-
skim, j . rosyjskim i w j . angielskim. W razie niemo¿ noœ ci nades³ania streszczeñ w jê zykach obcych,
Autor dostarcza streszczenie w j . polskim z podaniem terminologii w j . rosyjskim i w j . angielskim.

5. Numeracja wzorów powinna siê wi¹ zaæ z poszczególnymi rozdzia³ami pracy (np. 1.1, 1.2,
1.3, itd.; 2.1, 2.2, 2.3, itd.). Numery wzorów powinny znajdowaæ siê w nawiasach okr¹ g³ych po lewej
stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nale¿y wykonaæ na oddzielnych arkuszach w podaniem ko-
lejnych numerów. Obok w³aœ ciwego tekstu, na marginesie nale¿y podaæ jedynie odnoœ ny numer
rysunku. Na oddzielnym arkuszu nale¿y za³¹ czyæ spis podpisów pod rysunkami. Ostateczne wyko-
nanie rysunków obowi¹ zuje Redakcjê.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nale¿y nazywaæ w tekœ cie rysunkami (skrót rys.),
a nie u¿ ywaæ okreœ leñ figura, szkic, fotografia. U do³u rysunku (a na fotografiach na odwrocie)
nale¿y wpisaæ czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objaœ niaj¹ cy), tytu³ pracy i nazwisko
autora.

8. Wszystkie tablice (unikaæ zbyt du¿ ych), podobnie jak rysunki, nale¿y wykonaæ na oddziel-
nych arkusza i numerowaæ liczbami arabskimi. U góry ka¿ dej tablicy nale¿y podaæ tytu³ objaœ nia-
j¹ cy.

9. W tekœ cie nale¿y na marginesie podaæ s³ownie opis oznaczeñ, które mog¹  budziæ w¹ tpliwo-
œ ci. Dotyczy to pisowni ma³ych i du¿ ych liter ³aciñ skich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Wykaz literatury nale¿y podaæ wg kolejnoœ ci cytowania w tekœ cie, wymieniaj¹ c: inicja³y
imion, nazwisko autora (oraz wspó³autorów), pe³ny tytu³ dzie³a lub artyku³u, tytu³ czasopisma
(mo¿e byæ skrótami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okr¹ g³ych) oraz ewent. strony.
Przy pozycjach ksi¹ ¿ kowych nale¿y podaæ miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mieæ
numeracjê kolejn¹  (np. 1, 2 itd.), a w tekœ cie, powo³uj¹c siê na literaturê, nale¿y podaæ numer w na-
wiasie kwadratowym.

11. Redakcja zastrzega sobie prawo potr¹ cenia z honorarium autorskiego kosztów sporz¹-
dzenia nowego maszynopisu artyku³u lub jego czê œ ci w przypadku nieprzestrzegania wy¿ ej poda-
nych wskazówek.

12. Autorowi przys³uguje bezp³atnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor
mo¿e zamówiæ w Redakcji na koszt w³asny przy odsy³aniu korekty autorskiej.

13. Autora obowi¹ zuje korekta autorska (szczególnie wnikliwa kontrola z³o¿ onych wzorów),
któr¹  nale¿y zwróciæ w ci¹ gu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIK I  TEORETYCZNEJ
I  STOSOWANEJ, 00- 049 Warszawa, ul. Œ wiê tokrzyska 21, pokój 413.



W nastê pnym zeszycie oka¿¹  siê prace:

R. I . STEPHENS, Wp³yw przeci¹ ¿ eñ na wzrost szczelin zmê czeniowych
BjiHHHH e neperpy3KH Ha pa3BH ine ycTajiocTHBK TpeurHH

The influence of overloads on fatigue crack growth

M . CHRZANOWSKI, Parametry uszkodzenia w kontynualnej mechanice zniszczenia
napaiweipbi noBpejKfleHHH B wexaHHKe pa3pyineHira cnvnomHofi: cpeflpc
Damage parameters in continual fracture mechanics

K. KRZEMIÑ SKI, Rozk³ad ciœ nieñ i noœ noœæ hydrodynamicznego filmu smarnego w ³o¿ yskach po-
rowatych
PacnpefleneHHe flaBJieiMH H Hecyman CHOCO6HOCT£ cMa3oqHoro CJIOH B uopHCTbrx HOH-

The pressure distribution and load capacity of the hydrodynamic film m porous bearings

J. SZALA, Wp³yw sekwencji obci¹ ¿ eñ na trwa³oœæ zmê czeniow¹
BjiiiHKn e HCTopHH H arpywemi?! na ycTanocTHyio npcjHocTB

The effect of load sequence on fatigue life -

F. ROMANÓW, Naprê ¿ enia krytyczne wolnopodpartych œ cinanych p³yt przek³adkowych
KpHTHiecKHe HanpH>KeHHH CBo6oflHo onepTbrx TpexcjiofiHtrx miacTHH paSoiawmjix Ha
CflBHT , . ' '

Critical stresses of simply supported sandwich plates in shear

J. Œ WIDER, J. Wojnarowski, Grafy przep³ywu sygna³ów w modelowaniu kaskadowej struktury
uk³adu wyci¹ gowego
rpadpti cirr- HanoB B AK>fleJinpoBaHHH KacKaflHoK cipyKTypbi no^Benuiofi ciicreMbi
Signal flow graphs in modelling of the cascade structure of the liftin g system

J. Œ WIDER, J. Wojnarowski, Metoda fikcyjnych Ÿ róde³ zmiennej biegunowej jako sposób wyznaczania
podatnoœ ci dynamicznej z³o¿ onych uk³adów mechanicznych

(J)HKTHBHbix HCTO^HHKOB HOJEEOCHOH nepeMeHHOft KaK cnoco6 onpeflejieHHS flHHa-
nOflaTJIHBOCTH CJIOH<HbIX MeXaHH^eCKHX CHCTê irt '

The ficticious source method in polar coordinates as the method of obtaining dynamical
flexibilit y of composite mechanical systems

E. W£ODARCZYK, O pewnym zamkniê tym rozwi¹ zaniu problemu propagacji p³askiej fali uderzenio-
•  wej w niejednorodnym plastycznym oœ rodku politropowym z liniowo- sprê ¿ ystym obci¹ ¿ eniem

O neKOTopoM  3aMKHyToiw pemeHHH 3aflaiiH o pacnpocTpaHemiH ipiocKoñj ysapnoi³] BOJIKBI
B HeoflHopoflHoi³ cpefle c JirmeHHO- ynpyroñ pa3rpy3Kofi
On a certain in closed- form solution of the problem of propagation of a plane shock wave

in a nonhomogeneous plastic polytropic medium

J. TALER, Aproksymacja nieustalonego pola temperatury w cia³ach walcowych i kulistych
AnnpoKCHiwatjHH: HeyciaHOBHBmeroca TeiwnepaTypHoro noun B inmaHflpHiecKHX H ci|)e-

Approximation of the transient temperature field in cylindrical and spherical bodies
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Cena i\  30.—

Warunki prenumeraty

Cena prenumeraty krajowej

rocznic z³ 120.—

pó³rocznie z³' 60.—

Prenumeratê na kaj przyjmuj¹  Oddzia³y RSW „Prasa—Ksi¹ ¿ ka— Ruch" ora?, urzê dy pocztowy
dorê czyciele w terminach:
— do dnia 25 listopada na styczeñ, I- szy kwarta), 1- sze pó³rocze roku nastê pnego i na ca³y rok na-

stê pny, . -
— do dnia 10 miesi¹ ca poprzedzaj¹ cego okres prenumeraty1 i na pozosialc okresy roku bie¿ ¹ cego

Jednostki gospodarki uspo³ecznionej, instytucje i organizacje spo³cczno- polityczuc sk³adaj¹
zamówienia w miejscowych Oddzia³ach RSW „Prasa—Ksi¹ ¿ ka—Ruch".

Zak³ady pracy w miejscowoœ ciach, w których nie ma Oddzia³ów RSW, oraz prenumeratorzy
indywidualni zamawiaj¹  prenurneratê w urzê dach pocztowych lub u dorê czycieli.

Prenumeratê ze zleceniem wysy³ki za granicê, która jest o 50% dro¿ sza od prenumeraty, krajo-
wej, przejmuje RSW „Prasa—Ksi¹ ¿ ka—Ruch", Centrala Kolporta¿u Prasy i Wydawnictw, ul. To-
warowa 28, 0O- 95S Warszawa, konto PKO nr 1531- 71 —w terminach podanych dla prenumeraty
krajowej.

Bie¿ ¹ ce i archiwalne numery mo¿ na nabyæ lub zamówiæ we Wzorcowni Wydawnictw Nauko-
wych PAN- Ossolineuin- PWN, Pa³ac Kultury i Nauki (wysoki parter) 00- 901 Warszawa oraz w ksiê-
garniach naukowych „Domu Ksi¹ ¿ ki".

A subscription order stating the period od. time, along with the subscriber's name and addres
can be sent to your subscription agent or directly to Foreign Trade Enterprise Ars Polona—Ruch
0- 068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmieœ cie, P.O. Box 1001, Poland. Please send payments to-
the account of Ars Polona- Ruch in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 00- 067 Warszawa,
Poland.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me-
chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje siê poczynaj¹ c od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik.
Zeszyty z lat poprzednich mo¿ na nabywaæ W sekretariacie Zarz¹ du G³ównego PTMTS (Warszawa,

— Pal¹ c Kultury i Nauki piê tro 17, pokój 1724)

Mech Teor., T. 16, z. 1, s. 1—120, Warszawa 1978, Indeks 36523


