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1. Wstep

Wplyw proceséw stochastycznych na liniowe i niezmienne w czasie uklady ciagle moze
byé okreslony przy pomocy funkcji przenoszenia, stanowiacych transformaty Fouriera
(wzgledem czasu i zmiennych przestrzennych) impulsowych funkcji przejscia [1]. Rozpatry-
wane w pracach [2]i [3] liniowe uklady nie sa niezmienne w czasie, gdyz zawierajaca kolowo
asymetryczne odcinki linia waléw wiruje wzgledem podatnej konstrukcji podpierajacej.
Bezposrednie wykorzystanie znanych z literatury zaleZnodci nie jest tu zatem moZliwe.
Podatnoéé konstrukcji podpierajacej stwarza dodatkowa komplikacje zagadnienia, gdyz
losowe drgania linii waléw stajg si¢ przez to funkcja nie tylko wymuszen stochastycznych
o znanych charakterystykach, lecz takZe nieznanych a priori losowych reakcji w loZyskach.
Oznacza to réwniez konjecznosé wyznaczania funkcji przenoszenia nie tylko na drodze:
Zrddia znanych wymuszen — badany przekréj linii waléw, lecz takze od poszczegdlnych
podpér lozyskowych do badanego przekroju wzdtuz linii watdéw i poprzez konstrukcje
podpierajaca. Wymienione problemy rozpatrzono poniZej przy zalozeniu, ze predkosé
katowa linii watéw moze byé traktowana jako stata.

‘2. Wyznaczenie funkcji przenoszenia

Niniejsza praca dotyczy podatnie podpartych linii watéw, w ktérych nie wszystkie
odcinki wykazuja kolowa symetrig sztywnoéci gietnej. W charakterze przykladu' przyjeto
uklad przedstawiony schematycznie na rys. 1, dla ktérego na wstepie zaktada sig, Ze jego
model w czesci odnoszacej si¢ do watu korbowego zawiera odcinki walu o zréznicowanych
gtéwnych centralnych momentach bezwladnoéci przekroju poprzecznego [2]. Warunki
brzegowe rozpatrywanej linii waléw zapisa¢ mozna w ruchomych ukladach wspéirzednych
nastepujaco:

(2.1) ' Proa t Moetlioq T boaition = T f32,

(22) Pwi = O,

gdzie zachowano oznaczenia jak w pracy [3], przy czym #»' jest liczba obliczeniowych
odcinkéw w rozpatrywanym ukladzie. Zachowuje sie przyjety w [2] podzial linii waltdw,

zgodnie z ktérym wszystkie odcinki oblicZzeniowe obciazane sa jedynie w swych koficowych
przekrojach. Umozliwia to uwzglednianie losowych wymuszed jedynie w warunkach
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brzegowych dla poszczegdlnych odcinkdw oraz zastosowanie transformacji Fouriera
F tylko wzgledem czasu:

(o)
(2.3) Ww)= FI(OL= [ h(e>ar.
—o0
Pozwala to bezposrednio wykorzystaé szereg zalezno$ci wyprowadzonych w [2] i [3].
Dokonujac bowiem transformacji Fouriera _jednorodnych réwnan rézniczkowych czast-
kowych, opisujacych drgania podtuzne, gigtne i skrgtne i-tego odcinka watu, otrzymuje sie

‘Rys. 1. Schemat rozpatrywanego ukladu. fg), = fo(¢) — wymuszeniz;. dziatajace na S$rubg okrgtows:
%=1 fa‘“(t)]n—wyuluszenia od silnika, dzialajace na czop korbowy w k-tym wykorbieniu; / — liczba
-cylindréw silnika; 1,2, ...... , n—numery kolejnych lozysk linii watow; X,, X2, X3 — nieruchomy orto-
_gonalny uklad odniesienia konstrukeji podpierajacej; wo — predko$é katowa wirowania linii waldw. '

Téwnania rézniczkowe zwyczajne, ktérych rozwiazania wraz z zaleznosciami okre$lajacym;
:sity wewngtrzne zapisaé moZna w postaci:

'(24) - U = Creay,
(2.5) Dix = Atxa;,
.gdzie u;,, p;, 54 macierzami kolumnowymi transformat Fouriera uogélnionych przemiesz-
«czefi i sit wewnetrznych w przekroju x i-tego odcinka walu
l—‘i.\: = {l—’i:coz}’ 1_71)6 = {ﬁixot}’ o= 1) [ERE) 6)
-a; jest macierzg kolumnowsa nieznanych wspétczynnikéw 1'oniqzar'x
ap = {aiq}7 qz.l)""_lzy

natomiast Cj, = Ciw), A;x = A;(w) sg macierzami identycznym(i z wyproWadzonymi_
w [2] macierzami C§?, A{ przy v = | lub z macierzami C#, A{¥ przy u = | dla uscislone-
go modelu odcinka watu [3]:
(2.6) = Cf2, = 4f?

Dla odréznienia od wprowadzonej transformaclac (2.3) wielkosci w, predkosé katowa
linii waléw oznaczono ponizej w,.

W przypadku, gdy w przekroju taczacym i-ty odcinek walu z (i+1)- ym odcinkiem-
dzialaja reakcje tozyska f,,,(t) mozna dzigki relaqom (2.6) napisaé:

27 _ L G = Blai‘]'.Flfis
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gdzie B; = B, F; = F{" okre§lono w [3], a fi = {fm} oznacza macierz kolumnowsa
transformat Fouriera reakcji fi,(¢). Podobnie wykorzystaé mozna inne wyznaczone w [2]
i [3] macierze przejécia, podstawiajac » = 1 (lub u = 1). Dotyczy to réwniez macierzy wy-
znaczonych dla » # 0 przy podziale walu korbowego na elementy skonczone [3]. Przykla-
dowo, transformaty Fouriera wektoréw stanu sztywnych elementéw skoriczonych (SES)
znajdujacych si¢ na kraficach k-tego podukladu SES, zwigzane sa relacja:

(28) (W!rl+2)k = Bs(wm+1)k’+ Fs(fz)k:
gdzie B, = B{H, F; = F{V okreslono w [3], a macierz kolumnowa (/*)x, utworzona analo-
gicznie jak (f*®), dla u s 0 [3], zawiera transformaty Fouriera reakcji konstrukcji
podpierajacej i wymuszen pochodzacych od silnika, przylozonych do elementéw SES w to-
zyskach ramowym i korbowym k-tego podukiadu SES.

Wykonujac transformacje Fouriera warunkéw (2.1) i (2.2) otrzymuje si¢:

.9 P1oat @ MogByont jobos = + fi,
(210) p"qa = 0.

Zgodnie z (2.4) i (2.5) warunek (2.9) mozna zapisaé w postaci:
@1y Ag, = J3,

gdzie:

A. = A1x+C1x: f(;v = {f(;‘&}
Macierz A, powstaje z macierzy A, przez pomnoZenie czterech pierwszych jej wierszy
przez (—1); macierz C, powstaje z macierzy C,, przez pomnoZenie kolejnych jej wierszy
przez (jwby, —w>mgy), (jwbes—w?myy), ..., (jobyg—w2myg). Warunek (2.10) mozna
przedstawié w postaci dogddnej do dalszych obliczen

I . n
! : — N - XV~ o~
(2.12) Ba,+ ) Bu /"t D Bifi = 0
k=1 i=1
lub '
(2.13) Ba, +Bf"+Bf =0,
gdzie:

B = [§1 Ez ﬁt]sxsr, ﬁ = [ﬁ1 1’iz ﬁn]GxGn:

S =AM k=10, L (= {(fond, a=1,...6, /= {fi}, i=1,...,n.
Macierze B, Bk, B; powstaje z wymnozenia odpowiednich macierzy przejécia dla calej”
linii walow, f ¥ jest macierzg kolumnowa transformat wymuszen od silnika o [ cylindrach,
n jest liczba lozysk linii waldw.

Korzystajac z wyrazenia (2.4) oraz z odpowiednich macierzy przejScia mozna wyznaczyé

macierze kolumnowe transformat Fouriera przemieszczef waléw w miejscach kolejnych
lozysk w postaci:

(214) l_li"—‘ aiai+Zéuf;, = 1,2,...,)‘1—1,
. j

(2.15) C,a,+2 Cyfi+ 5 (7 o d=nelbk, k=10

hl
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Kojarzac wszystkie réwnania (2.14) i (2.15) otrzymuje si¢:
" (2.16) 5= Ca,+C fHCfv,
gdzie

= {4}, i=1,...,n, u={u4},a=1,..,6,

Cn 6nx12 Cn I O Cll" 6n
Cn-—1+l 1
O = =
f —|___ , C = Cocty2,1 Croiga,a
C = =
bl Cot voeeereeeeeeeeeee G e

Oddziatywanie konstrukeji podpierajgcej na linig waldow jest zwiazane z wystepowaniem

w zaleznosciach (2.13) 1 (2.16) transformat sit f;,(¢), reprezentujacych reakcje w fozyskach.

Do wyznaczenia funkcji przenoszenia niezbedne jest uwzglednienie dynamicznych wlas-

nosci tej konstrukcji. Mozna w tym celu wykorzystaé macierz impulsowych funkeji przej-
scia konstrukcji podpierajacej '

H= [Hij]am Hij = [/7ijcxp]6a iLhj=7T,..,n, O‘,ﬁ =1,

gdzie huo;f,(t) jest odpowiedzia na i-tej podporze lozyskowej w kierunku o w chwili f na

impuls Jednostkowy, przylozony, na j-tej podporze w kierunku f w chwili 1—7. Jezel

Uiq, f1o OTAZ Uy, f,u oznaczaja uogdlnione przemieszczenia i sity reakcji w funkeji czasu od-

noszace sie do i~tego tozyska w ruchomym ukladzie wspéirzednych oraz w nieruchomym

ukladzie wspolrzednych, a Tl,a,f—ia,Zia,ﬁa—transformaty Fouriera tych wielkosci, 1o
moZna napisad:

= —Hx«f = —Hf,
.17y it = I, i=Txu,
f:Hf> ?:ﬁ*f,

gdzie zgodnie z [2] macierz /T ma przy predkosci katowej linii waléw w, postaé:
IO=["1_|sg, = chp( ont)-l-II—}-IIexp(]wor)
@18 W=[T,1 Js T=r1_,, = |—H o =11 _le,
' W= 10,10 L, =710, 0, =10, 1,
1 0 0

IO; = |0 cos(wet+d;) —sin(wyt+9)) |,
0 sin(wgt+6;) cos(wol + 9;)

. . 00 o0 100 X oo 0
H;:E- 0 1 —jlexp(—js), Tii=]0 0 0], 1];:7 0 1 jlexp(jé)-
¢ . 000 0 —j 1
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Wielko$é d; oznacza kat obrotu lokalnego ukladu wspo6irzednych, w ktorym opisane sa
przemieszczenia u; (2.11), (2.15), wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia x,, x;, X3
konstrukcji podpierajacej (rys. 1) w kierunku wirowania linii waléw w chwili t = 0. Dla
przemieszczen (2.14) przyjeto 6, = 6, = ... = d,_; = 0, natomiast 6,_1.; = D4, Op_i42 =
=1,,.., 0, =%, gdzie &, ..., 9 sa kqtaml pomiedzy plaszczyznaml kolejnych wykor-
bief a plaszczyzna utworzong przez osie x,, x, w chwili # = 0. Hi I sa chwrzaml tran-
sformat Fouriera elementéw macierzy H i II?; "+" oznacza splot. Znaki” —'' w zaleznos-
ciach (2.17) wynikaja stad, Ze f reprezentuje reakcje dzialajace na waty w loZyskach, ktore
sa réwne lecz przeciwnie skierowane do sit dzialajacych na konstrukcje podpierajaca.
Macierze II s ortogonalne i rowne macierzom zespolonym sprz¢zonym

2.19) It = II7,
(2.20) : II = II*,

przy czym

(2.21) nr =1,
(2.22) I+ = 1.,

Z zaleznosci (2.17) otrzymuje si¢ z uwzglednieniem (2.19)
(2.23) u=Vf,

(2.24) V=-I"+H+IL
Z réwnan (2.11), (2.13), ( 2.16) i (2 23) wynika zalezno$é
(2.25) Na, = lf ° ‘

gdzie:

— A — [E 0

N = | — ~ — =1 5 S = —_ - o— o~ — N
B+B(V-O)~'C |, 0 —B-B(V-O)'C |yzu6a+n

" E — macierz jedno_stkowa.

Przy zaloZeniu, Ze N nie jest macierza osobliwa, zalezno$é¢ (2.25) pozwala z uwzglednieniem

(2.4) i (2.5) napisaé wyraZenie na transformate Fouriera wektora stanu w przekroju x
pierwszego odcinka walu $rubowego

_ 1Y Funkeje huap(t) traktuje sig jako realizowa_lne fizycznie, zatem istniejg ich transformaty Fouriera
hijap(w). Odmienng metod¢ wyznaczania funkcji Aiyup(w) umozliwia fakt, ze wspdlczynnik dynamicznej
podatnoéci konstrukcji podpierajacej lini¢ watow

disds = — ilexp(jwe O f Pexpliwot)™t = —al(F By
jest dyskretna reprezentacja funkeji k; Jup (@) w punkcie w = w,. Funkcja Juy08(w) moze byé wiec wyznaczo-
na réwniez jako suma funkcji

/—maﬂ(w) = guap(w) +j§l.laﬂ(w)»

gdzie g, ,aﬂ(w) jest roéwnaniem krzywej obrazu;qcej przebieg zmiennodci wartosci czgéci rzeczywistej wspoi-
czynnika df}2p na plaszczyznle Re(d2), , a Fiup(w) jest réwnaniem analogicznej krzywej dla czesci
urojonej wspolczynnika as mg Krzywe te mozna uzyskaé interpolujac w interesujacym zakresie czgstodcei
dyskretne wyniki identyfikacji wspoiczynnikébw dynamicznej podatnosci konstrukcji podpierajacej przy
odpowiedniej liczbie kolejnych wymuszen o roZnych czestosciach [2].
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wa = [
2.26 ' : W x= { — } it wx
( ) | N . Wy Plx 1 \f"’

gdzie G¥, = 6‘;’,‘((0) stanowi macierz funkcji przenoszenia, okre§lonych dla. wektora stanu
w przekroju x pierwszego odcinka.watu $rubowego, przy wymuszeniach pochodzacych
od silnika i $ruby okretowej, z uwzglgdmemem wplywu podatnosci konstrukeji podpiera-
‘jacej linig watéw

. e Clx -
(2.27) ‘ GY, = N-'S.
! Alx

2

Analogicznie wyznaczyé mozZna macierze funkcji przenoszenia dla wektoréw. stanu {prze-
mieszczen Iub sit wewnetrznych) w innych przekrojach linii waléw lub dla przemieszczen
elementéw skonczonych w poduktadach watu korbowego.

. 3. Drgania linil walow z uwzgl¢dnieniem asymetrii sztywnosci glgtnej i podatnosci fundamentéw przy wy;@-
szenlach stochastycznych

W niniejszej pracy zakiada si¢, ze losowe drgania rozpatrywanej linii watéw sa wynikiem
wymuszeft pochodzacych zaréwno od $ruby okretowej jak i od silnika. Wymuszenia te
traktuje sig jako procesy stochastyczne o wartosciach-oczekiwanych rownych Zern.

Tworzymy procesy . wektorowe

= {f}, a=1,..,6,
Y= {(fw)k}’ k=1,..,1, (fw)k:'{(faw)k}, e=1,..,6,
f= {fl}’ i=1,..,n, fi= {fia}, (x=],....,6,

‘gdzie:

JE& = f3u(t) losowe wymuszenia od Sruby okretowe;j,

(I = [f3 ()] losowe wymuszenia od silnika,

Jiw = Jiu(t) losowe reakcje, dziatajace na wat w lozyskach.

W/w procesy odnosza si¢ do ruchomych uk}adéw wspéirz«;dnych Z kolei tworzymy
N-wymiarowy proces stochastyczny

P -
(3.1) ¥ ={f‘; = {y}, n=12,..,N, N=6(+1)
i macierz korelacyjna -

(32) Ryy = [inn,]N, ny,n, = 19 ---,N,

gdzie: )

(3.3 on, = In, (@)Y (E)) = {yn, B+ DX (),

{» — warto$¢ oczekiwana, (*) — wielko§é zespolona sprzezona. Rozpatrzymy przy-
padki:
1. losowe wymuszenia sg procesami stacjonarnymi (catkowicie lub w szerszym sensie)
1 ich funkcje korelacyjne maja postaé:
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(34) IN/\ @t 1) = @ (ti—1:) = o2 (),

ny M

II. losowe wymuszenia s§ procesami niestacjonarnymi, przy czym ich funkc;e korelacyjne
sa bezwzglednie calkowalne na plaszczyZnie 1,1,

(3.5) JAVAY f f @201, 1)l dtdty < oo,

Hy My —o0 —0
I11. losowe wymuszenia sg procesami niestacjonarnymi, przy czym ich funkcje kore]acy)ne .
nie spelniaja warunku (3.5).
Ad 1. Ze wzgledu na zmienno§é rozpatrywanego ukladu w czasie, zaloZenie (3.4) w ogél-
nym przypadku nie musi za sobg pociggaé spelnienia analogicznego warunku przez funkcje
autokorelacji i korelacji wzajemnej losowych proceséw, zachodzacych w linii walow.
W celu uwidocznienia wlasciwoscei proceséw zachodzacych w linii waléw postuzymy sie:
warunkami brzegowymi (2.11) i (2.13), z ktérych wyznaczyé mozna transformate Fouriera
wektora stanu w przekroju x pierwszego odcinka walu $rubowego

(3.6) Wix = [ji][g]l([f ;12] J;‘+[_l]f)

Analogiczne relacje wyznaczy¢ mozna dla dowolnych punktéw linii waléw, zatem procesy
zachodzgce w linii waléw beda stacjonarne wtedy, gdy procesy wektorowe y i f bedg sta-
cjonarne i stacjonarnie skorelowane. Stacjonarno$é procesu f zbadamy na przykladzie
drgan poprzecznych watu w miejscu i-tej podpory tozyskowej odcinka o kolowej symetrii
" sztywnosci gigtnej", Dla uproszczenia rozwazafi pominiemy.wplyw podatnosci fundamentu,
jedynie podpore Yozyskowa traktowaé bedziemy jako idealnie sprezysta, dla ktérej macierz
" podatnosci Dy; jest diagonalna, o wspolczynnikach podatnosei 1/C;, w kierunku pionowym
i 1/c;3 w kierunku poziomym. Pomi¢dzy reakcjami f; i przemieszczeniami u; w mlejscu
i-tej podpory lozyskowe] istnieje zaleZnoéé analogiczna do (2.23) :

w = —XFD I, f, )

czyli :
a7 £ = WD Moy,
Utworzmy macierze korelacyjﬁe
Rl = lollsle,  Rif = lo¥iels, «,B=1,...,6,
gdzie:
efls = {frlt+ %)), 95‘1'&5 = (i (t+ T)"ip(t»

-1 zatbzmy, ze
38 /\/\euaﬂ = (&> 1+7) = otfg(®).

Mozna zatemna podstawie (3.7) i (2.20) napisaé:
3.9 RYf = T (¢4 v Dy T2+ 1) R T (D3 )T (D),

2 Dla takiego odcinka macierz I7; (2.18) nie zawiera nieistotnego w ponizszych rozwazaniach kata prze-
sunigcia fazowego (d, = 0,i= 1,2, ...,n—1).



144 J. KOLENDA

skad
[Q{m ans] [ cos wo(t + 1) sinwy(¢+ 7:)] [cu O] [cosw(t+ T) —sinwy(t+ 7:)]

offs: olfss T | —sino(t+7) coswa(t+1)| [0 e | sinwe(r+ ) coswo(t+7) |
oy, 0its coswot sinwgt][ca 0}[coswyt —sinwgt
o, offss] | —sinwot cosmot| |0 ci3flsinwgt  coswyt,|’
1 .
3.10) offs = —1(?;:22(0124‘013) +5 [(Quzz+01133)0052‘007+(Q?I'Sz"@f‘l"zs)smzwo‘5+

+ (0122~ 0¥33) c082w0(2t+ 7)—(0ifs3+ 0132) Sin 2o (2t + T)(ciz — €13)* +
+ [08,c08 2w, (24 T) + 0112 2C08 20 t — 0153 SIN 2w (2 + T) —

——Qf-‘,-"“sinZwot](cfz - 0123)} .

Z zaleinosci (3.10) wynika, Ze przy zaloZeniu (3.8) wtedy zachodzi

offez = elf2(7),
gdy spetniony jest dodatkowy warunek:
' Ci2 = Ci3.
Dlaci, # ¢i5 jest
offaz = offa(t, 14 7),
- przy czym
‘ effaa(t, t+ ) = effy,(t+ 1L, To, t4 7+ 1,T5)
(Ty = m|wo, Iy 1 I — dowolne liczby catkowite), co zgodnie z (3.6) oznacza, Ze pomimo
spetnienia warunku (3.4) zatozenie (3.8) nie moze byé spetnione. Funkcja off3, nie spel-
nia wowczas takze warunku (3.5). Identyczne uwagi odnosza si¢ do funkcji korelacyjnych
o3, offs2, offzs. Mozna stad wnioskowaé, e przy stacjonarnych wymuszeniach pro-
cesy zachodzace w okretowych liniach watéw, ktérych konstrukcje podpierajgce sg z reguly
anizotropowo podatne, sa procesami okresowo stacjonarnymi w szerszym sensie®,
a ich funkcje korelacyjne maja postaé:

(3.11) o(t,1+7) = D au(®exp(kwet), k=0, +1, £2, ...
k

Dla takich proceséw mozna wyznaczyé macierze $rednich ggstoéci widmowych mocy,
zastepujac ich funkcje korelacyjoe u$rednionymi funkcjami korelacyjnymi

(3.12) 20 = eo() = lim - f olt, 1+ 7)dt

i dokonujac transformacji Fouriera funkcji p(z) [4]. Po podstawieniu do (3.10) funkeji -
oty W postaci (3. 11) i wykonaniu operacji (3 12) otrzymuje si¢

(3.13)  olha(D) = T 91122(7)(012 +cis)? + = { [of22(7) +0its3(¥)]cos2moT +

+ [eti52(7) ~ 0if23(7)] 51112(00 T} —cy3)*.

3 Procesy te sq okresowo stacjonarne w szerszym sensie takZe w przypadku wymuszel okresowo sta-
cjonarnych w szerszym sensie, niczaleznie od charakterystyk podatnodci konstrukcji podpierajacej.
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Analogicznie otrzymuje si¢ macierz uérednionych skros’nych funkeji korelacyjnych

9{;@(1) dla wymuszexi Jia 1 przemieszezef uys (¢, f = ., 0)

(3.14) Rij(?) = — (117 DHIH1+ H,D,iIH,+HTD“1H,)_R“(1:)

gdzie B '
Rift"("?) [Qnaﬁ] ""( 7) = [g AR

. Transformacja Fouriera wyrazenia (3.13) daje zwigzek pomiedzy usrednionymi gestosciami
widmowymi mocy p{w) proceséw fi,, 4;z, t;3 oraz u§rednionymi gestoSciami widmowymi
mocy wzajemnej procesc')w Uy 1 1y5:

1
(315 Flhaw) = 5 Pa(@)en+enf + 15 {me(w ~2000) + Piisa(00+200) +

1
Fyis3(w—2w0) + Pifs3(w +2w0) + — [PH52(0 —2w0) ~ yits (w03 200) +

+Pith3(0 +2w4) — it a(w— 2600)}(Ci2 ci3)®.

Wyrazenie (3.15) zawiera m.in. ggstosci widmowe mocy uzyskane z uérednionych funkcji
korelacyjnych, zmodulowanych w wyniku wirowania walu z predkoscia katowa w,.

W wyrazeniach wyprowadzonych w p. 2 wplyw wirowania watéw na podatnej konstruk-
¢ji podpierajacej okreslony jest macierzq V (2.24). Chege wyznaczyé macierz usrednio-
nych gestosci widmowych mocy losowego wektora stanu w przekroju x pierwszego od-
cinka walu $rubowego wyodrebnimy te macierz w macierzy funkcji przenoszenia GY.
(2.27). W tym celu wykorzystamy zalezno$é (3.6) i wyrazenie uzyskane z zaleznosci (2.11),
(2.13), (2.16) i (2.23):

(3.16) V+W)f = Yy,
gdzie: '

— _[AT*oe] . _ _JA]'[E o ——
W=C| _ . {—C, Y=C]|_ —_|+[0 C], y=
B B B 0 —-B
PoniewaZ odwrotna transformacja Fouriera wyraZenia (2.24) daje :

3.17 ' V(t) = —IITHII,
mozna wigc z -uwzglednieniem (2.18) napisaé:

. S
(3.18) V) + W) = D Vi),
k=1

gdzie W(#) = #~1[W(w)] oznacza macierz, ktérej jawna postaé nie jest tu wykorzysty-
wana, natomiast _
/ v v
Vi(#) = =V aexp(—2jwet), V. =IITHI,

W Va) = —Vegexp(—jwot), Vi, = HTHIA+IIHII,

(3.19) Vi(t) = — Vot W), Vioy = H7HIT+ I + T7HII,
Va(t) = —Vexp(joot), Vo, = HHI+17HII,
Vs(t) = —Vyexp(Zoot), Ve, = I7HI.

10 Mech. Teoret. i Stos, 1/79
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Wracajac na plaszczyzne transformacji Fouriera mamy
5
(3.20) V+W = D'V,
k=1
Macierz Y réwniez przedstawiamy w postaci sumy
5
G2y Y= )Y,
k=1

gdzie Y, okreélone sa relacjami

(3.22) Vif = Yip
i wynosza
(3.23) Y=V, (V+W) Y, k=1,..,5.

Otrzymujemy stad dogodna do dalszych rozwazan postaé¢ wyraZenia okreélajacego macierz
kolumnowa transformat Fouriera reakcji w fozyskach:

5
(3.24) F=12 T+W(V+ W) |V
k=1
Po podstawieniu (3.24) do (3.6) otrzymuje si¢
(3.25) Wiz = G,
gdzie
5

(3.26) Gt = Z+Z, [ ), T+ W Vi (V+ W1 Y,

k=1

v N v W

Rozpatrywany wektor stanu wyraza sie w funkcji czasu zaleZno$cia

a

62 wit) = |2+ 220+ | 3 VOFWOI Va0

IV + WO Y] 500,

zatem macierz korelacyjna tego wektora przmeuJe postaé:
(3.28) Rt 1) = | Z, (1) Zott,) » {2 [V(£)+ W)™ * Vilt) »
k=1
* V() F W)I™ o Y(00) | # R (1= 1) % [ Z4(12) + Za(t) »

. {2 [V(tz)+W(t2) g Vk(t2) * V(t2)+W(t2)] } " Y(tz)]*:l:,
gdzie:
R R'f;'}] '

-R‘lv;cv(tl, tZ) = [Rf; R{g
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R = [0y, t)es R =[085t 15, a,f=1,...,6,
RY% = [08,0(ts, )]sy REZ = [0%%(ts, 12)]6s

0t%ap(tes 12) = Qupxa(t)UFep(t2)),  0%hap(tss 12) = Uyea(tIDErp(1)),
08en(ts 12) = Pusalt)Uhep(1)>s 0%up(ti, 12) = Praa(t)Phes(t2))

W celu uniknigcia wykonywania operacji (3.12) na wyrazeniu (3.28) skorzystamy z twier-
dzenia, ze jesli funkcja y(wy, w,), uzyskana w wyniku podwdjnej transformacji Fouriera
funkcji korelacyinej o(t,, t5)

(3.29) Cy(wg, wy) = f fQ(tl,tz)e“j(mxtl—wit,)dtldtz
Z0 “w :

jest suma funkeji regularnych oraz osobliwych funkeji gdpowiadaja‘cych przypadkowi
w; = w,, to usredniona gesto$é widmowa mocy y(w) obejmuje jedynie funkcje osobliwe [4].
W wyniku zastosowania transformacji (3.29) do wyrazenia (3.28) otrzymuje sig:

5 .
(330) Ty, w3) = | Zi(@)+ Za(w)] D) V() + Wiw)]" Viwy)-
k=1

V(@) + W] [¥ (@) | I w,) 278(0;— 0,) [ ZHw:) +
1 Z3(@] D, V(@) + W@ T @) [+ () + Wr @l | T @))|

. k=1
przy czym zgodhie (3.19) i (3.20) zachodza zaleznodci:

. 5
V() + W(w) = D) Vilw,),
k=1

V(o) = — [lv'ITﬁ(wl)fI]*2n6(w1+2wo),

Vo(w,) = — [IVITI—-I_(wl)INI-]-fIﬁ(wl)fI] * 2n(w, Y wy) |,
(3.31) Vai(w,) = —HTH(w,)I1— T8 (0, - H(w )+ W(w,),

Vi(w)) = —~ [ﬁﬁ(wl)ﬁ+ﬁ’rﬁ(w1)ﬂ] * 276(w, ~ wo),

Vs(ah) == [fITITI(wJ)ﬁ]_* 276(w; —2wo)

0 — dystrybucja Diraca.
Poniewaz IT* = II, czyli V*(¢) = —II"H*IL, wigc w zaleznosci (3.30) mamy:

V4H(w) + W) = D) VE(ws),
k=1 :

Vi(w;) = — QUHA )] % 2708(0; — 2000),
Vi(w,) = — [ﬁTI—{* (wz)ﬁ+ﬁﬁ*(w2)rh * 276 (w, —wg),

(3.32) Vi(w,) = —IITH*(0,) T —TH* (0,) — TITH* (0,)H+ W*(w,),
Vi(ws) = — [ (@,) + IR (0,)1H] » 276(02 +00),
V() = — [TITE* (w,)TH # 278(e; + 2000). |

16*
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Zachowujac w zaleznosci (3.30) jedynie czlony istniejace przy w, = w, = w oraz uwzgled-
niajac, Ze IT* = ﬁ, otrzymuje si¢ macierz uérednionych gestosci widmowych mocy pro-
cesdw zachodzacych w przekroju x pierwszego odcinka watu §rubowego w postaci
(3.33) T () = P2y (@) I (@)PETy (@) + P gy (w) I ()P ET (w) +

+ Py (@) (@0)PH] (@) + P (@) (@)PET () +Poy(o) ¥ (w)PE] (w),
gdzie: I'"*(w) — macierz gestosci widmowych mocy procesu (3.1),

I"llll I“;lg
WW(w) —
e e

T = [72p@)s,  T12 = Fua(w)s,
It = Fap(@)s, 2= ip(@)]s, o,f=1,..,6,
(3.39)  Pyy(0) = Zy() [~ H(w + 2001 Y(w),
P 1y(@) = Zy(@)[~HTH(w + 0o) I ~THH (0 + wo) ]~ ¥(w),
Poy(©) = Zy () + Ziy(w) [T (o) TT ~ T e0) T — TI7 ()T + W(w)] - ¥{(0),
P\ (0) = Zy(@)[—TTH(w— o) —HH(w— 0]~ Y(w),
Poy() = Zy(w) [~ H"H(w— 20011 ¥(w).

Odwrotna transformacja Fouriera wyznaczonych w ten sposéb usrednionych gestosci
widmowych mocy 7..s(w) daje usrednione funkcje korelacyjne

_ 1 .
(335) Brscsl() = f s ).

Macierz 'Y ¥ (3.33) powstaje z wszystkich mamerzy skladowych macierzy funkcji przeno-
szenia G (3 26), lecz w odréznieniu od macierzy I't¥ (3.30) nie zawiera iloczynéw, w kté-
rych réwnocze$nie wystepuja macierze transformat Fouriera zmodulowanych impulsowych
funkcji przejécia konstrukcji podpierajacej lini¢ watéw o réznych glegbokoséciach modulacji
i réznych kierunkach przesuniecia widm. Wynika stad prosta reguta tworzenia macierzy
usrednionych gestoéci widmowych mocy reakceji tego typu uktadéw na stacjonarne wymu-
szenia losowe: '
— dla wszystkich skfadowych czlonéw macierzy funkcji przenoszenia réznigcych sie
modulacja nalezy oddzielnie wyznaczyé macierze gestosci widmowych mocy i wyniki
zsumowad. _

Biorac pod uwagg zaleZnosci (3.14) i (3.34) moZna napisaé wyraZenie na macierz
urednionych skrosénych gestosci widmowych mocy proceséw zachodzacych w przekroju
x pierwszego odcinka walu §rubowego i proceséw wymuszajacych®:

(3.36) " T(w) = Pey@)™(w),

gdzie:
I
I'Yw) = I ] ;-
F,;: 12xN

d Wyrazeme to moze réwmez stuzy¢ do wyznaczenia macierzy P)(), gdy znane sa macierze I
iT¥y (lub I*v i Ty . .
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TY{: = [?{gcan(w)]ﬁxlv’ -Z—WJI.)J)CY = ylxan(w) 6xN>
«=1,..,6, n=1,..,N, N=6@+1).

Macierz GY.(w) = Py(w) mozna nazwaé macierzg uérednionych funkcji przenészenia,
stanowiacych transformaty Fouriera wzgledem czasu uérednionych impulsowych funkcji
przejécia analizowanego ukladu, okreSlonych dla wektora stanu w przekroju x pierwszego
odcinka wahu srubowego przy wymuszeniach pochodzacych’od éruby okretoweji od silnika.

Dla kazdego innego przekroju x’ pierwszego odcinka wah | §rubowego mozna wy-
korzystaé wyznaczone zgodnie z (3.33) i (3.36) macierze 1'% i I’}“{, gdyz na podstawie
(2.4), (2.5)1 (3.25) otrzymuje si¢: '

3.37 : _ {ﬁlx'} ~C1x"| [Clx —l—w _

' w Cix| [Cix g " Cix |[Crx|\*T
(3'38) . Plx (CL)) lAlx] [A x] rlx (w) ([Alxl] [Alx] ) H
3 39 T"wy( ) [ Clx _lfwy( )
(3.39 o) A4, VI (w).

Analogicznie mozna wyznaczyé macierze usrednionych gestoéci widmowych mocy
wektoréw stanu (przemieszczen lub sit wewnetrznych) w dowolnych przekrojach pozosta-
lych odcinkéw waléw badz macierze uSrednionych gestosci widmowych mocy przemiesz-
czen elementéw skonczonych dowolnych podukladéw walu korbowego oraz macierze
uérednionych skro$nych gestoéci widmowych mocy dla tych przekrojow i podukliaddw.
Ad. TI. W przypadku, gdy funkcje korelacyjne (3.3) spelniaja warunek (3.5), wyznaczyé
mozna macierz widm ¢redniej energii wzajemnej proceséw (3.1)

() = [E (@)]y, n,np=1,..,N.
Widma &}7,,(w) $redniej energii wzajemnej proceséw y, (¢) i y,,:( 1) wynosza [4]
(3.40) Pn(@) = Y3 (0, @),

przy czym p¥, (w,, w,) jest podwdjng transformata Fouriera (3.29) funkcji korelacyjnej
0P, (ty, t). Poddajac zatem wyrazenie

(3.41) RV, 1) = GHu(t) * R (1, 1) * [GH(t)*T
podwéjnej transformacji Fouriera i uwzgledniajac zaleznos¢ (3.40) otrzymuje si¢ wyrazenie
okre$lajace macierz widm éredniej energii wzajemnej losowych proceséw w przekroju
X pierwszego odcinka walu $rubowego
3.42) V¥ (w) = G¥(w) Tyy(w)[G ()T + Py () PP ()P () +

; +P_1y(w) PP (0)PE 1)(w)+P(2)(w) Tyy(w)P & @)+ P sy (w) P ()P, (w),
gdzie:

):puu ilg
) = [‘P TJ
uu = [E xaﬂ(w)](i, TYJ’; = [Elxaﬂ(w)]ﬁs .
lx = [Elxaﬂ(w)JG, pp = [Elxaﬂ(w)]G’ a, ﬂ = l, LERR) 6. -
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Wykorzystujac macxerz uérednionych funkcji przenoszenia G mozna okresli¢ macierz,
widm §redniej energii wzajemnej losowych proceséw w przekrOJu x plerwszego odcinka
watu Srubowego i losowych wymuszei
(3.43) P(w) = Ga(w) P(w),
gdzie:

/".V
.V(w
) T ]IZXN

1x
= [E‘gxan(‘w)]ﬁ);lv) "{”l,;= [Efiun(w)]GxN; o =_1, L) 6, n= 1) --~,N.

Ad. I, W przypadku I funkcje korelacyjne proceséw wyjsciowych nie spetniaja wa-
runku (3.5). Uwzglednienie, ze funkcje korelacyjne (3.3) proceséw wymuszajacych réwniez
nie sa bezwzglednie catkowalne na plaszczyznie ¢, ¢,, prowadzi do analogicznych zaleznosci,
jak dla przypadku I. Macierz usrednionych gestosci widmowych mocy losowych procesow
w przekroju x pierwszego odcinka walu §rubowego oraz macierz uérednionych skrosnych
gestosci widmowych mocy losowych proceséw w przekroju x pierwszego odcinka watu
$rubowego 1 losowych wymuszei wyraZzajg sie nastepujaco:

(344)  T(©) = Gr( (@) [Gl (T +P (@)™ (0)PH] (0)+
+ P (@)PET (@) + P ay(@) ¥ (w)PES () + Pz (@) ""((D)P(_z)(w),
(345 T1(w) = Gr(@I(w)
Macierz uérednionych gestosci widmowych mocy proceséw wymuszajqcych
| TP@) = FRn@ls %1% =1, N

otrzymuje si¢ w wyniku dokonania podwdjnej transformacji Fouriera na elementach ma-
cierzy korelacyjnej (3.2) i zachowania czlonéw osobliwych (istniejacych przy w; = w,),
badZ przez poddanie tych elementéw operacji (3.12) i pojedynczej transformacp Fou-
riera.

‘Dla zilustrowania przypadku tego typu proceséw, wymuszenia od §ruby okretowej
i od silnika przedstawimy w postaci zespolonej:
fl‘; = Zﬁ)'&("’cxp(jvwot),- »=0,1,2,..., a=1,..6,
(346) ’ o |
= D Fropexp(poot), k=1,.,0 »=0,1,2.,a=1,..,6.

Przy wystgpowaniu losowych oddzialywan zespolone amplitudy harmonicznych wymuszed
staja si¢ zmiennymi losowymi, ktére moga byé przedstawione w postaci:

fw(v) — <fW(v)>+fW(*'),
(O = L%+ (f2O),

(3.47)

gdzie'
v
o “’(")>, Lf)>  wartodei oczekiwane,
on?, (faren), zmijenne losowe o wartosciach oczekiwanych réwnych zeru,
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Wartoéci oczekiwane parametrdw drgai linii watéw moga byé wyznaczone jak w pracach
[2], [3]. Ponizej rozpatrzono oddzialywanie proceséw stochastycznych

Jou= Z JoPexp(jrart),
(3.48)
U2k = D) (fronexp(poot).

Tworzymy procesy wektorowe: -

= (M) S = {0 = {0 a=1.06 k=1,..1,
(3.49) L y= = Zy“’equvwot),

y=0,1,2,..,x=1..,N

i macierz korelacyjna

(350) Ryy(tld t?.) = [Q%fnz(tl’ tZ)]N’ Hyis, %y = 15 ey Na
gdzie:

(3.51) On, (115 12) = 22 oniexpljwo(vy 1y ~v, 13)],
(352) i;’, = <y(v1)(y(v,))*>’ Vis V2 = O’ l’ 2’

Macierz (3.50) moze byé przedstawiona w postaci sumy macierzy:

(3.53)  R(t;, 1) = [ond, 1+ [oa 5 Jexp(jwot )+ [on i Jexp(—jwot2) +

| + [oa,nJexpLjwo(ty — )]+ [035,Jexp(2jewo 1) + [077 Jexp( — 2jwo 1) +

+lof 3 JexpLjwo(2t — t2)] + [oa } JexpLjoo(ty — 282)] + [0 75, Jexp [ 2ot — 12)] + .

skad w wyniku podwdjnej transformacji Fouriera otrzymuje su;
(3.54)  I(w;, w;) = (2n)* {lon5,10(01)8(w2) + [oa ] 0(w, —wo)d(wr) +

_ + [Qn‘n,]é(wl)é(wl —wg)+ [inn 18(w; —wo)d(w, —wo)+ ... }.
Macierz uSrednionych gestosci widmowych mocy proceséw wymuszajacych (3.48) stanowi
zatem ciag impulséw rozlozonych w punktach @ = 0, wy, 2wy, ...:
(355 T) = 22{[08%,10(0)+ o341 0(@~co)+ [022,18(0 —200) + ...}

i r6wna si¢ macierzy gestosci widmowych mocy proceséw (3.48) w przypadku, gdy ampli-
tudy harmonicznych tych wymuszer sa nieskorelowanymi zmiennymi losowymi:

(3.56) /\/\ e =0 v #n.
"y nz

Macierze usrednionych gestosci widmowych mocy I'¥(w) i uérednionych skrosnych
gestosci widmowych mocy I'y2(w) stanowia zgodnie z (3.44) i (3.45) réwniez ciagi impul-
sOw, réznigce si¢ amplitudami tych impulséw.
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4. Uwagi koncowe

Zaleznosci wyznaczone w niniejszej pracy oraz w [2], [3] i [5] umozliwiaja dokladniejsza
analize drgaf linii waléw z kolowo asymetrycznymi odcinkami w porédwnaniu z dotych-
czasowymi metodami. W szczegdlnosci moga byé one wykorzystane do obliczers drgan
+ linji waléw zawierajacych waly korbowe, a czgsciowo takze w problemach dynamiki i sta-
tyki belek wielopodporowych. Znaczenie rozpatrywanych zagadnien wynika z roli tego typu
ukiadéw w praktyce.

Uzyskane wyniki moga byé przydatne w dalszych pracach, ktorych gléwne kierunki
winny dotyczyé m.in. optymalnej syntezy, a takZze doskonalenia metod praktycznej reali-
zacji proceséw identyfikacji dynamicznych wlasnoéci rozpatrywanych ukladéw.
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Peswome

CIIYYAVHBIRE KOJIEBAHUSI BAJIOIIPOBOJIOB C YUETOM ACUMMETPUU
HM3TUBHON XXECTKOCTU UM IOTATIHMBOCTH ®VHIAMEHTOB

PaGora Kacaerca ciryuaiHbIX KoneGanuil BajonpoOBOJOB, SIBJIAIOIMXCA BMECTe ¢ ynpyrumy dyuna-
MCHTaMH JIMHEHHBIMY 1 3ABUCAIMMK OT BPEMEHH CHCTEMAMK C PACIIPEe/EIEHHbIMY IIAPaMeTPamMu. YKa3bl-
BaeTCH, UTO IPK CTALMOHADHBIX CIYYAlHBIX BO3MYILEHHIX CTOXACTHYECKHE IPOLECCHI, IPOHCXONsLIpe
B BaJIONPOBOJE C aCUMMETPHeH WBrHOHOH >KeCTHOCTH, SIBJIAIOTCA BCIEACTBHE POTAIMM BajOIPOBONA
Ha yrIpyrom GysIameHTe NePHOMMUECKH CTALIMOHAPHBIMK B LUMPOKOM CMBICIE. MAarTpuih! yepeaHeHHbIX
CIEKTPANHBIX TUIOTHOCTE# THX IMPOLECCOB COMEPKAT TPaHChopmaTe! Pyphe MOLYIHPOBAHHEIX MMITYJIHCH
HbIX (hYHKITIH oTBeTa tdbynnamenra. Onpepensiercss MAaTpHLa YCPEQHEHHBIX NEPENaTOUHBIX (YHICIAK,
KOTOpasl HCIOJB3YETCS JJIA NONYyYEeHHS MaTPHUbl YCPEMHCHHBIX B3aUMHBIX CHEKTDANIbHBIX IUIOTHOCTEH
BBIXOJHBIX IPOLECCOB B AHAJIU3UPYEMOM CEUEHMHM BajIOIpOBOAA M BXOOHBIX IPONECCOB. PaccmarpuBa-~
eTCA Ciryuaii HECTAIMONAPHRIX CIIyualHBIX BOSMYILEHMA Opu npexmonomemm, YTO YIJIOBag CKOPOCTh
'BaJIONPOBOAA MOYKET CUHTATHCHA ITOCTOAHHOM.

Summary

RANDOM VIBRATIONS OF SHAFTINGS WITH FLEXURAL RIGIDITY ASYMMETRY ON
FLEXIBLE FOUNDATIONS

The paper deals with random vibrations of shaftings constituting together with flexible foundations
the linear and time-dependent continua. It is shown that at stationary random excitations the stochastic
processes in the shaftings with flexural rigidity asymmetry are periodically stationary in wide setise due to
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rotation of shafts on flexible foundations. The matrices of averaged power spectral densities of these pro-
cesses contain Fourier transforms of the modulated impulse responses of a foundation. The matrix of
averaged transfer functions is defined and used to determine the averaged cross power spectral densities
of output processes at the analysed shafting point and of input processes. The case of nonstationary random
excitations is considered under the assumption that a rotating speed of the shafting can be treated as a con-
stant value.
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