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Elektromechanika — w fazie powstawania, dotychczasowej rozbudowy jak tez w pers-
pektywie przyszlego jej rozwoju — wykazuje szczegdlnie znamienne powigzania z Mecha-
nika. Cala metodyka tej dyscypliny opiera sig zasadniczo na zdobyczach Mechaniki Teore-
tycznej, bedacej zreszta podstawa dla wszelkich nauk stosowanych jako podstawowych
dyscyplin techniki. Niniejszy artykut ilustruje powyzsza tezg i formuluje pewne jej impli-
kacje.

1. Wstep

Pozycja Elektromechaniki na tle metod Mechaniki Teoretycznej. Zbidr teorii matematycznych
interpretowanych jako sformulowania praw fizyki, jej podstawowych zasad zachowa-
nia, stanowigcych tre$ciowe aksjomaty tych interpretacji w zastosowaniu do opisu ruchu
‘materii, wchodzi w zakres dyscypliny naukowej: mechaniki teoretycznej. W tej dyscypli-
nie maja swoje wspdlne zrédlo wszelkie nauki stosowane jak mechanika, elektrotechnika,
chemia, cieplotechnika i ich podstawowé dyscypliny teoretyczne.

Elektromechanike okreélamy jako dyscypling formutujaca modele matematyczne mak-
roskopowego ruchu fadunku elektrycznego-zwigzanego z oSrodkiem materialnym, ktérego
makroskopowe fragmenty pozostaja wzgledem siebie w ruchu z matymi, w stosunku do
predkosci $wiatla predkosciami. Aby okre§lié pozycje tej dyscypliny w tabeli zawierajacej
klasyfikacje metod mechaniki teoretycznej, warto z fizyki przypomnieé dwie obserwacje
dotyczace oddzialywan pomiedzy czasteczkami zawierajacymi mase i fadunek elektryczny.

Podstawe dla ilosciowego opisu obserwacji tych oddziatywas stanowi zasada zachowania
tadunku oraz szczegblna zasada wzglednosci Einsteina bgdace konsekwencja Zasady
Niezmienniczosci Galileusza. W obydwu rodzajach oddziatywania (grawitacyjnych i elek-
tromagnetycznych) zalezno$é sit od odleglodci jest taka sama. Stosunek tych sit jest zalezny
od stosunku iloczynéw ladunkéw do iloczyndéw mas oddzialywujacych' na siebie czastek.
Rys. 1ilustruje proporcje sit oddziatywania grawitacyjnego i elektromagnetycznego w przy-
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padku dwdch elementarnych czasteczek: elektronow. W przypadku proton(’)\y_ stosunek
ten zmniejszy si¢ ok. 4 - 106 krotnie. Wynika stad pogladowy wniosek, Ze nawet nieznaczne
naruszenie réwnowagi tadunkéw zwigzanych z materia wywoluje obserwowalne efekty
w postaci sit oddzialywania elektromagnetycznego. To naruszenie réwnowagi moze mieé
charakter globalny — jako jego skutki obserwujemy woéwczas makroskopowe sily oddzia-
lywania elekiromagnetycznego pomiedzy makroskopowymi cialami naladowanymi — lub
tez moze mieé charakter lokalny — obserwujemy wéwezas wewnetrzne, strukturalne whas-
noéci mechaniczne ofrodka materialnego w wyniku sit oddzialywania elektromagnetycz-
nego pomiedzy bliskimi sobie czasteczkami materii.

Rys. 2. ilustruje efekt ujawnienia si¢ relatywistycznego skutku zmiany ukfadu wspot-
rzednych obserwatora mierzacego sil¢ oddziatywania pomiedzy tadunkami elektrycznymi
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Rys. 2.

pozostajacymi wzgledem siebie w spoczynku. Skrdcenie relatywistyczne naladowanego
przewodnika prowadzi do zwigkszenia gestosci liniowej fadunku. Obserwacja sity oddzia-
lywania w ruchomym uktadzie wspélrzgdnych wymaga opisu uwzglgdniajacego relaty-
wistyczny efekt Zasady Zachowania £adunku. W warunkach bardzo silnych oddziatywan
elektromagnetycznych ten relatywistyczny efekt ujawnia sig juz przy predkosciach 1 mm/s
(rzad predkosci $redniej ruchu swobodnych elektronéw przy przeplywie pradu przez prze-
wodnik). Wprowadzenie pojecia pola magnetycznego jako dodatkowego fenomenu towa- -
rzyszacego przeplywowi pradu elektrycznego pozwolilo zastapié w ten sposéb relatywis-
tyczny opis zjawiska 1 zapisa¢ wzdr na sity oddziatywania elektromagnetycznego na tadu-
nek w postaci Lorentza F = Q[K+7 xB]. Roéwnania Maxwella rozrézniajace i wiaZace
pomi@dzy soba dwa aspekty pola -elektromagnetycznego: pole elektryczne (K)
oraz maguetyczne (B) mozna uwazaé¢ za model kryjacy w sobie relatywistyczny aspekt
elektromagnetyzmu (to, jakie przyja¢ wartosci sktadowych K oraz B tego pola, zalezy wy-
Iacznie od pozycji obserwatora, od jego predkosci wzgledem ukiadu wspolrzednych). Tak
wigc u podstaw modelu matematycznego Elektromechaniki tkwia postulaty klasycznej
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(niekwantowej) mechaniki relatywistycznej, jednak wprowadzenie do postulatéw nieza-

leznych definicji pola elektrycznego i magn'etycznego oraz ladunku Q i%prqdu i= cfi—Qt

pozwala w opisie makroskopowym ruchu materialnych obiektéw (z dostatecznie matymi
predkoéciami) postugiwaé si¢ klasyczna mechanika newtonowska.

Taka sytuacja okresla zwiazki pomigdzy postawg metodyczng Elektromechaniki oraz
Mechaniki Teoretycznej i innych pokrewnych jej dyscyplin.

2. Réwnania Maxwella a podstawowy model Mechaniki Analitycznej

Przed okolo 110 laty Maxwell zbudowal synteze elektrodynamiki jako nauki do$wiad-
czalnej, ale wkrotce potem (w ciggu kilku dziesigtkéw lat) okazalo sig, Ze jest ona wypro-
wadzalna z wczesniejszych (o kilkadziesiat lat przed sformutowaniem Maxwella) sformu-
towa Mechaniki Analitycznej opisujacej oddziatywania pomigdzy czastkami (punktami)
materialnymi w prézni. Potrzebne tu byly tylko: pojecie ladunku elektrycznego, oddzialy-
wania miedzy tadunkami w prézni odwrotnie proporcjonalnego do kwadratu odleglodci,
Zasada Zachowania Ladunku, Zasada Zachowania Energii oraz model mechaniki rela-
tywistycznej. Najbardziej zwigzla i przejrzysta postaé uzyskuje model matematyczny zapi-
sany w notacji wektorowej w postaci ‘rozniczkowej wzgl. calkowe]

1 1
i = Kdo = —
divkK oy e f 2o
 divB =0 § Bdo =0
(1) -
—rotB=]+aoaa—K Lj(Bds=z+e(,%
0 t Ho 7 at

Model ten, uzupelniony wzorem Lorentza na rile oddzialywania pola na tadunek

2) F = Q[K+vxB]

oraz réwnaniem ruchu punktu materialnego o masie m zwiazanej z ladunkiem Q
dv

3 = m_

©) F=m—

pozwala rozwiazaé kazdy problem (w skali makroskopowej) mechaniki analitycznej od-
dziatywania fadunku zwigzanego z czastkg materialng w przestrzeni pustej. Ziarnista struk-
tura materii i to zaréwno masy jak i fadunku czyni model wyrazony réwnaniami (1, 2, 3)
bezuzytecznym dla opisu oddziatywan w osrodku materialnym. Koniecznym jest uzupel-
nienie tego modelu opisem wlasnoéci materii oddzialywujacej z polem tj. jej polaryzowal-
noéci pod wplywem pola K, magnesowalnoéci pod wplywem pola B oraz zdolnoéci prze-
wodzenia pradu elektrycznego. Jedynie przypisanie materii cech ciggloéei, jednorodnoscei
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i izotropowosci ponolito Maxwellowi wlasnosci polaryzowalnosci i magnesowalnosci
materii opisaé przy pomocy wsp6lczynnikéw liczbowych &, u oraz przy wprowadzeniu

nowych wektoréw D = ego K oraz H = B zapisaé pole w tak wyidealizowanej materii

Hito
w postaci symetrycznych wzoréw o analogicznej postaci jak (1):
divD =p f Dde = Q
’ x
divB =0 § Bdr =0
P
4
9B Jys
1otK——7 ldes—~ a1 |
aD . Oy
rotH = j-}--'a—— fHdS_ i+ ETE

Podstawowym modelem dla opisu zjawisk elektromagnetycznych jest model polowy
Maxwella, ale technika majac do dyspozycji metody Mechaniki Analitycznej szybko dop-
rowadzita do dyskretyzacji réwnan Maxwella i zastapienia modelu polowego modelem
obwodowym obowiazunjacym w Mechanice Analitycznej.

Calkowa postaé réwnaf Maxwella wskazuje droge do dyskretyzacji opisu pola elek-
tromagnetycznego w obiektach materialnych. Wyodrebniajac w obiekcie przewodniki
tj. te czgéci obiektu w obrebie (wewnatrz) ktérych moze nastepowaé przeplyw swobodnego
tadunku, Iub na ktérych powierzchni moze sie swobodny tadunek gromadzié, okre§lamy
odpowiednio calki skalara gestoéci o:

fadunki [eav =g,

prady f@%:fﬁc}:i:cfi—?.

Przechodzac od wektorow K, B okreslajacych lokalnie pole w punktach przestrzeni do ich

skalarnych calek wzdtuz wyréznionych przez przewodniki toréw lub powierzchni okre§lamy
odpowiednio elektryczne napiecie

Uy = f Kds
magnetyczne strumienie sprzgzone ys = | Bdo
otrzmeJemy zapis zwigzkéw pomiedzy tym1 calkami w postaci llmowej
I Q="Cu
= Li
stanowiacy réwnocze$nie podstawe dla definicji pojemnoéci C oraz indukcyjnosci L jako

globalnychatrybutéw obiektu. Wartoéci liczbowe tych atrybutéw wynikaja z geometrii
obiektu oraz wlasnosci materialowych (polaryzowalnosci-i magnesowalnosci). Uwzgled-
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niajac, ze przeptyw pradu przez przewodnik jest uwarunkowany istnieniem pola elektrycz-
nego j = pK (prawo Ohma), zapiszemy t¢ zaleznos¢ w postaci calkowej
u = Ri (prawo Ohma). )
Rezultatem tak przeprowadzonej operacji dyskretyzacji jest réwnanie réZniczkowe ZWy-
czajne stanowigce globalny opis obiektu o wyréznionej zamknigtej strudze pradu ,,i” przy
pomocy jego globalnych parametréw R, L, C, obiektu zwanego prostym (pojedynczym)
obwodem elektrycznym:
+% f idt =u

Q) 70 @, .
122D L0009 =u.
Powyzsze rownanie roZzniczkowe zwyczajne liniowe o stalych wspdiczynnikach jest kla-
sycznym rownaniem w Mechanice. Analitycznej opisujacym ruch punktu materiainego
Bardzo wiele technicznych zagadnier elektrodynamiki znajdywalo swoje rozwiazania
w oparciu 0 obwodowe réwnania postaci (5) tj. w oparciu o podstawowy model Mechaniki
Analitycznej ruchu punktu wzgl. uktadu punktéw materialnych. Przechodzenie do modelu
ruchu ukadu punktéw materialnych bylo koasekwencja opisu ztozonych obwodéw elek-
trycznych, gdy mianowicie w rozpatrywanym obiekcie zostajg wyréinione odrebne lub
ze soba sprzezone zamknigte strugi pradowe w liczbie » > 1. Sprzezenie ze soba poszcze-
golnych strug pradowych nastepuje przez pole elektryczne lub magnetyczne, czemu odpo-
wiadaja pojecia wzajemnych indukcyjnosei Ly, wzgl pojemnosci Cp

Y = ZL]ki]
=

Ok = chku]-
Jj=1

Innym rodzajem sprzezenia jest galwaniczne potaczenie ze soba czgéciowych odcinkéw strug
pradowych wspélnymi przewodnikami, w ktérych plyna wéwczas odpowiednio sumy lub
roznice pradéw sprzegajacych si¢ strug pradowych.

Interpretacja teorii réwnafi rézniczkowych liniowych ze statymi wspOlezynnikami
w elektrotechnice nazywana teoria obwodéw liniowych zostala bardzo starannie i dosz-
czetnie wyeksploatowana i zuzytkowana dla rozwiazywania wielu technicznych problemoéw
elektrotechniki stosowanej. Szczegélowe metody obliczeniowe opracowane w ramach
tej teorii moga byé lub sg z duzym pozytkiem stosowane nie tylko w problemach mechaniki
analitycznej i elektrotechniki ale réwniez w bardzo wielu innych wiecej lub mniej pokrew-
nych dziedzinach: sieciach wodnych, gazowych, transporcie, ukladach sterowania i regu-
lacji itp. Rowniez w elektromechanice postugiwanie si¢ takim modelem na dhuigo okazywato
si¢ wystarczajacym w bardzo wielu technicznych problemach. Ta utrzymujaca si¢ dominacja
metod opartych o liniowy model zdyskretyzowanego pola elektromagnetycznego przy-
niosta tez ujemne skutki: daleko posunieta rutyna technika w analizowaniu zjawisk oparta

o liniowy model obwodowy ostabiala j Jego krytycyzm w ocenie granic technicznej uzytecz-
nosc1 modelu.
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3. Pojecia energii — Analogie elektromechaniczne

Dalsza energiczna eksploatacja przez elektryk6w metod mechaniki analitycznej naste-
powala w oparciu o wprowadzone w mechanice teoretycznej pojecia energii postaci mecha-
nicznej tj. zwiazanej z ruchem materii. Sprzyjata temu okolicznosé, Zze w mechanice anali-
tycznej rozréznia si¢ dwa rodzaje energii: energie kinetyczna Ej zwigzana z pedem i pred-
koscig

By = f'z;dp

oraz energie potencjalng zwigzang z sita i polozeniem

E, = dex.

Przy nieliniowych funkcjach pedu p(v) oraz sify F(x) wprowadzenie pojecia koenergii
E; = fpdv =pfv—fvdp
Ey= [ xdF = Fx— [ Fix

pozwala uzywaé tych wielkoéci zamiennie roz'patruja‘c' stan energetyczhy okre§lony jed-
noznacznie przez wspélrzgdne (zmienne) stanu p, F, %, x oraz ilo$é zmagazynowanej
energii.

W elektrotechnice rozréznia si¢ rowniez dwa rodzaje energii: energie pola magnetycz-
nego zwigzana ze strumieniem i prgdem :

E, = [idy
oraz energie pola elektrycznego E. zwigzang z potencjalem i ladunkiem
E, = [udg.

Przy nieliniowych funkcjach strumienia (i) lub poténcjatu #(Q) réwniez i w elektrotechnice
moze si¢ okazaé uZytecznym postugiwanie sie odpowiednio pojeciem koenergii.
Paralelizm pojeé energii w mechanice i elektromagnetyZmie narzuca koncepcje analogii
elektromechanicznych tj. przyjecia odpowiednioéci pomiedzy wspéhrzednymi oraz zmien-
-nymi stanu w opisie ruchu punktéw materialnych oraz pola elektromagnetycznego.
Wybér jednej z dwu mozliwosci ustalenia odpowiednioéci jest tutaj jednakowo upraw-
niony. Tradycje elektromechaniki z techniczna realizacja ukladéw gléwnie wykorzystu-
jacych magazynowanie energii w polu magnetycznym sklaniaja do przyjecia analogii:

Mechanika : — Elektryka Symbol wspdlny
' Elektromechaniki

energia potencjalna (polozenia) — en. pola elektrycznego . Epx

energia kinetyczna (ruchu) — en. pola magnetycznego  Ey;,

polozZenie, kat x, @ ~ Iadunek Q q

predkosei X, @ natgzenie pradu Q = i q

sity, momenty F, M napiecie u F

ped, kret p 0 strumien skojarzony ¢ r
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W ten sposob tworzy si¢ wspolny jezyk symboli a nawet nazw i wyraZefi mechaniki
i elektryki majacy swoje oparcieiuzasadnienie we wspdlnym modelu mechaniki teoretycz-
nej, czemu daje wyraz ostatnia kolumna powyzszej tabeli. Model ten to réwnanie réznicz-
kowe drugiego rz¢du. Jako réwnanie zwyczajne ma swoja interpretacje w mechanice w opi-
sie ruchu ukladu punktéw materialnych lub vkladu cial sztywnych, w elektryce natomiast
w obwodach o elementach R, L, C lub w sieciach elektrycznych zlozonych z przewodnikow
pradu, kondensatoréw i cewek jako magazyndéw energii pola elektrycznego i magnetycz-
nego. W $wietle tak przyjetych analogii jako slownika symboli, nazw i wyrazef mechaniki
i elektryki widoczne sa duze korzysci dla rozwigzywania technicznych probleméw zaréwno
mechaniki jak i elektryki. Duza praktyczna przydatno§é mierniczej techniki elektrycz-
nej — pomiardw i rejestracji napigcia — fatwoé¢ produkowania elementéw R, L, C oraz
ich zestawienia w uklady sieciowe jak réwniez osiagnigcia techniki w zakresie produkowa-
nia stabilnych wzmacniaczy o duzym wzmocnieniu — pozwalajy szeroko i wydajnie wy-
korzystywaé analogie elektromechaniczne dla rozwigzywania bardzo wielu 1 réznorodnych.
probleméw technicznych z rozmaitych dziedzin techniki majacych swéj model matems-
tyczny w postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych a nawet réwnan rézniczkowych czast-
kowych (technika obliczeniowa z zastosowaniem maszyn analogowych).

Roéwniez elektromechanika korzysta z analogii elektromechanicznych w opg.rciu 0 pod-
stawowy model mechaniki analitycznej. Nalezy tu jednak réwnocze$nie podkreslié, e
réwnanie (5) nie przedstawia modelu ukfadu elektromechanicznego. Réwnanie (5) mozna
tylko alternatywnie odczytywaé juz to w jezyku elektryki, juz tez w jezyku mechaniki,
elektromechanika natomiast zaczyna si¢ dopiero wowczas gdy w ukladzie pojawia sie
co najmniej jeden magazyn, ktéiego poziom energetyczny zalezy zaréwno od wspdhrzednej
mechanicznej jak i elektrycznej. W przyjetej poprzednio konwencji analogii elektromecha-
nicznych typowy uklad e]ekt;omechaniczny —,,maszyna elektryczna’” — zawiera taki
magazyn w postaci cewek elektrycznych magazynujacych kinetyczng energi¢ pola magne-
tycznego, ktérej poziom jest zaleZny od ,,pedu” v oraz wspolrzednych polozenia cewek
lub innych ruchomych elementéw obwodu magnetycznego:

Pk(éj’ ék, ql) = Wk(ij, ik, <P),

Exin =‘fékdl7k = fikd’ﬂk-

4. Model ukladu elektromechanicznego

“Prawem fizyki stanowiacym postulat dla interpretacji teorii matematycznej w modelu
ukladu elektromechanicznego jest — jak zwykle w technice — Zasada Zachowania Energii.
Uklad elektromechaniczny stanowi zesp6l magazynéw energii mechanicznej (kinetycznej,
potencjalnej) i energii pola (magnetycznego, elekirycznego) w liczbie co najmniej dwu
a w tym jeden epergii mechanicznej oraz jeden energii pola, przy czym w co najmniej jed-
nym magazynie poziom energii zalezy zaréwno od wspdéirzednej mechanicznej jak i elek-
trycznej. WyraZenie na energi¢ spelniajacego takie warunki ukladu elektromechanicznego-
zrealizowanego przy pomocy cewek magazynujacych energi¢ w polu magnetycznym ma
zatem postaé:
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&(4:, 9:) = ZEkin("]k, éj: ) +2Epot(ql)-

‘Wzorem mechaniki analitycznej réowniez w elektromechanice okazuje si¢ pozytecznym
postugiwanie sig zamiennymi pojgciami: energii £(4, ¢) jako funkcji potozen i predkosci,
energiis (p, q) jako funkeji pedéw i polozen (posta¢ Hamiltona), potencjatu kinetycznego
(g, q) jako funkcji poloZzen i predkosci przy znanych relacjach

& = -EI:in_Epot = P.Q"‘%o

. 0%
o@—qﬁ-—i’_%"
_ 9z _ 9t
r="5 op

Model matematyczny odosobnionego ukladu elektromechanicznego sténowiqcy sformu-
towanie Zasady Zachowania Energii przyjmuje odpowiednio zamienne postaci:

6 g O
6 0 . ~~—-f-—— = 0,
(62) 00 qr  Oqu
d 8% 0%
(€0 . dt 0. B 94, -
. o
N Qe = TP:
(60) .
( . p _ o
* Ogy

Trescig procesu energetycznego przebiegajacego w ukladzie elektromechanicznym jest
mozliwosé przemiany energii z jednej postaci w druga. Aby proces ten byt stacjonarnym
1 mogt stuzy¢ potrzebom techniki uklad jest polaczony z otoczeniem, z ktérym dokonuje
‘wymiany energii kanatami mocy mechanicznej (iloczyn sily i predkosci ruchu postgpowego
wzglednie iloczyn momentu i predkoéci ruchu obrotowego) oraz elektrycznej (iloczyn na-~
pigcia I pradu), ogdlnie kanatami mocy doptywajgeej do ukladu z zewnatrz wyrazonej jako '
iloczyn uogélnionej sity i uogdlnionej predkosci '

szék-

W przypadku gdy otoczenie stanowia jedynie Zrodia tj. sity bedace jedynie funkcjami
czasu Fy (1), méwimy o sztywnym zasilaniu, sily te pojawiaja si¢ wowczas po prawej stronie
odpowiednich réwnan sil (6a), (6b) wzgl. (6¢c):

. o0& 4, o0& -
(6a) Tt = Fz s
0q Gy = O .
1 0% 0%
6b)’ L e 92
(65) W o ag T
o O |
LY
(60), . (/p.
. 0
= _—+sz-

oq
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W przypadku elastyczoego zasilania, gdy w ctoczeniu znajdujg sig réowniez magazyny
energetyczne zalezne od wspdlrzednych ukiadu, wyrazenia &, %, s# zwiekszaja sie odpo-
wiednio o skladniki okreSlajace poziomy energetyczne tych magazynéw otoczenia.

Szczegdlnym™ rodzajemn wymiany energii pomiedzy ukladem elektromechanicznym
i otoczeniem jest dyssypacja energii tj. oddawanie energii do otoczenia w wyniku nieupo-
rzadkowanego mikroskopowego ruchu materii wewnatrz ukladu przy wzrastajacym nie-
uporzgdkowaniu. W termodynamice uwzglgdnia si¢ ten proces w modelu matematyczoym
przy pomocy pojecia entropii wprowadzajacej to pojecie do wyrazenia Zasady Zachowania
Energii w postaci I Zasady Termodynamiki oraz dolaczenia sformulowania II Zasady
Termodynamiki. W elektromechanice dyssypacja energii zwigzana jest z mikroskopowym
nieuporzadkowanym ruchem czgstek materii towarzyszacym makroskopowemu (uporzad-
kowanemu) ruchowi mechanicznemu (zjawisko tarcia) oraz makroskopowemu (uporzad-
kowanemu) przeplywowi pradu w przewodnikach (zjawisko Joule’a. Uwzglednienie dyssy-
pacji w modeln elektromechaniki odbywa si¢ tu przy pomocy pojecia uogélnionej sity
ttumienia Fj, oraz odplywu do otoczenia mocy Fpi g, po kanale tej uogélnionej predkosci,
z ktérg jest zwigzana dysypacja. Réwnania (6) modyfikujg sig zatem do postaci:

" 36” ak (%’ ___ .
(6 O g o T T
. d 0% 0%
(6b) PR —Fpit Fu
p oK
k -_
)
m= - 0 —Fpr+ Fu .

Réwnania (6) a, b oraz ¢ stanowig wzgledem siebie réwnowazne i zamienne modele.
Uzycie tej lub innej postaci moze by¢ dyktowane wzgledami na przyzwyczajenia, poglado-
wos¢ interpretacji lub wygode rozwigzywania réwnan. Formula b pozwala interpretowaé
model z pozycji Hamiltona Zasady Najmniejszego Dzialania oraz uzytkowaé poZyteczne
czasem metody rachunku wariacyjnego (m.in. bezposrednie metody poszukiwania ekstre-
mum funkcjonalu). Formula ¢ najchetniej uzywana w przypadku poszukiwania rozwiazan
metodami obliczenr cyfiowych.

Posta¢ réwnafi (6) jako matematycznego modelu ruchu ukladu punktow materialnych
w mechanice analitycznej jest warunkowana niezaleznoscig wspotrzednych ukladu. Przyj-
mujac z mechaniki analitycznej metodyke konstruowania i uzytkowania modelu dla celéw
technicznych elektromechanika musi oczywiscie przejaé réwniez caly bagaz probleméw
wigzéw oraz stopni swobody.

Jesli chodzi o wiezy po stronie wspoirzednych mechanicznych, to jest to na ogot prob-
lem prosty, a w wielu przypadkach nawet wogéle nie istnieje, gdy mianowicie obiekt ma
tylko jeden stopiefi swobody mechanicznej (np. silnik elektryczny wykonujacy prace me-
chaniczng za posrednictwem sztywnego przeniesienia). Po stronie elektrycznej maszyny
bezkomutatorowe w konwencjonalnym wykonaniu pracujace w ukladach bez sterowaria
dostarczaja réwniez prostych réwnan wigzéw holonomicznych. Sa to fatwo catkowalne
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réwnania wezlowe Kirchhoffa bilansujace prady galezi w taczacych je weztach. W takich
prostych ukladach elektromechanicznych na model matematyczny uktadu sktada sig¢ od-
powiednia liczba réwnan ,,elektrycznych” tj. réwnan (6) odpowiadajacych rézniczkowaniu
po wspdhrzednej elektrycznej (w liczbie réwnej liczbie niezaleznych oczek obwodu elek-
trycznego) oraz rownania ,,mechaniczne’” odpowiadajace rézniczkowaniu po wspoirzed-
nej mechanicznej (w liczbie réwnej liczbie stopni swobody ruchu mechanicznego). Pewng
komplikacje stanowia wiezy elektromechaniczue, jakich dostarcza §lizgajacy si¢ po uzwo-
jeniu wzglednie dokonujacy przetaczen styk wedrujacy po nzwojeniu w wyniku ruchu cewek
wzgledem zasilajacej je z zewnatrz sieci elektrycznej. W pewnych warunkach symetrii za-
silania oraz wewnetrznej symetrii ruchomych uzwojeni te nieholonomiczne wiezy moina
sprowadzi¢ do postaci prostych wiezéw holonemicznych zaleznych jedynie od czasu.

Innego rodzaju trudno$é powstaje, gdy w wyniku wlaczania w szereg z poszczegdlnymi
fragmentami uzwojenia czy nawet cewkami maszyny elektrycznej lub innego rodzaju
przetwornika diod a zwlaszcza diod sterowanych wigzy nabieraja charakteru nieréwnoéci
(stabych nieréwnoéci) jako wigzy jednostronne. :

5. Dwuliniowos$¢ i inne zZrédia nieliniowosci modelu i ich konsekwencje

Z poprzednich rozwazan wynika, ze model ukiadu elektromechanicznego nie jest
prostym zesumowaniem modelu mechaniki i obwodu elektrycznego: nie jest to wynik na-
lozenia na obwdd elektryczny o liczbie 5. stopni swobody uktadu mechanicznego o licz-
bie Smeen Stopni swobody, lecz uklad elektromechaniczny o liczbie § = So- Smeo, Stopni
swobody, ktérego modelem jest uktad s réwnan rézniczkowych o liczbie s niezaleznych
funkcji — zmiennych stanus W réwnaniach elektrycznych wystepuja réwniez niewiadome
zmienne mechaniczne i wzajemnie. Jest to wynikiem istnienia magazynéw, ktérych energia
zalezy zaréwno od wspdlrzednych elektrycznych jak i mechanicznych.

Energia poszczegélnych ‘magazynéw wyraza si¢ forma kwadratowa odpowiednich
wspotrzednych wzglednie zmiennych stanu. Stad tez uogdlniona sita jako pochodna energii

, . (08 o .. .\
wzgledem wspélrzednej (a—qwzgl. qu) w przypadku liniowego magazynu o energii
zaleznej zaréwno od wspdlrzednej elektrycznej jak i mechanicznej jest dwuliniowa forma
wzgledem tych wspolirzednych lub tez dwuliniowa forma jest odpowiedni skladnik pochod-
nej odpowiedniego pedu wzglgdem czasu:

D = C(Ql)élk
1 -1 N
Hy = jpkc (9)py

ac@) . .

(7a) e = Clq) G+ a5, el
U]
e 1 ACNgqy)
7b oor _ L, 9% )
(7b) m 5 P e
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W elektrycznym roéwnaniu (réwnaniu napigciowym) pojawia si¢ skladnik typu (7a)
jako napigcie rotacji (w przypadku maszyny wirujace;j): '

» = L(p)i = L(p)Q
« oL ..
P = L(‘P)Q"’*&;‘PQ

OL . . det
W‘PQ = Crot
W mechanicznym réwnaniu (réwnaniu momentéw) pojawia si¢ skladnik typu (7b)
jako moment elektromechaniczny:

‘ i 22 1 8L~Y¢)
aql - - ; 21,Uk a(p Yi

Dwie wyzej opisane cechy sa znamienne dla matematycznego modelu w elektromecha-
pice: sprz¢Zenie wzajemne pomigdzy réwnaniami ,,elektrycznymi” (napigé) i ,,mechanicz-
nymi” (momentéw wzgl. sil) oraz wystepowanie — w przypadku liniowych magazynéw —
dwuliniowych form w tych réwnaniach (napigcie rotacji oraz momenty elektromechaniczne).
Pietwsza z nich wskazuje, Z2e w ogélnym przypadku nie jest mozliwe rozbijanie uktadu na
,,cze§é elektryczna” i ,,cze$€ mechaniczna” celem oddzielnego rozwiazywania rownan iod-
r¢bnego wnioskowania o elektrycznych i mechanicznych wlasnosciach ukiadu. Druga cecha
nakazuje si¢ liczyé z tym, Ze model jest nieliniowym i w najlepszym przypadku sprowadza
si¢ do wystepowania dwuliniowych form w réwnaniach rézniczkowych. Nawyki nabyte
dzigki rutynie przy analizowaniu liniowych obwodéw elektrycznych moga sie tu sta¢ dla
elektryka przeszkoda we wlasciwym spojrzeniu na problemy elektromechaniki.

Tak wiec struktura modelu w elektromechanice prowadzi do nieliniowos$ci réwnan.
Innym Zrédlem nieliniowosci modelu staje si¢ uwzglednienie wlasnosci materii. Wiasnosci
materii moga wplynaé na odstegpstwa od liniowoéci takich charakterystyk, jak: zaleZnosé
sit thumienia od predkoéci (uogblnionych), sit sprezystoéci od przesunigé (odksztaleeft),

pedu od predkosci — praktycznie bierze si¢ tu pod uwage jedynie zalezno$é (i).

Jezeli pierwsze sposrdd wymienionych Zrédel nieliniowosci (sprezystosé, thumienie
elektryczne, tlumienie mechaniczne) w przypadku mozliwosci wyrazenia charakterystyk
przez funkcje analityczne przynosza jedynie mniej lub wigcej znaczne utrudnienia w roz-
wigzywaniu roéwnan, to nieliniowo$é magnetyczna przynosi o wiele wigksze trudnoéci,
a nawet jakosciowo nowe problemy. Wynika to stad, Ze pierwsze sa funkcjami jednej
zmiennej, podczas gdy strumienie y sg funkcjami na ogét wielu zmiennych i odstgpstwa od

- liniowosci dotycza nie poszczegdélnych zmiennych, lecz ich liniowych kombinacji. Super-
pozycja pol magnetycznych od poszczegdlnych cewek sprzgzonych stanowiaca podstawg
dla wyrazenia energii przez forme kwadratowa upada a z nia upada moznoé¢ okreélenia
zmagazynowanej w polu magnetycznym energii za pomoca strumieni skojarzonych lub
pradéw poszczegblnych cewek. Dla rozwiazywania technicznych probleméw elektro-
mechaniki rezygnuje si¢ z uwzgledniania nieliniowosci obwodu magnetycznego, postugu-
Jac si¢ uéredniona charakterystyka w(i) zlinearyzowana. JeZeli odstgpstwa od éredniej
sq znaczne, mozna usrednianie charakterystyk ograniczaé do skoriczonych przedzialow
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czasu tak, aby prowadzilo to do ograniczania wahan funkcji (i) wokét prostej usred-
nionej. Poszukiwanie skutecznych metod przyblizonych rozwigzywania réwnan elektro-
mechaniki uwzgledniajgcych nieliniowosé obwodu magnetycznego jest tez przedmiotem
prac badawczych w tym zakresie. Jest to poszukiwanie kompromisu pomiedzy skutecz-
noscig a kosztami obliczen.

6. Wspblczesne problemy techniczne i ich implikacje w elektromechanice

O problemach technicznych elektromechaniki i jej wspolczesnym rozwoju decyduje
rozwoj potrzeb, jakim ona stiZy. Zapotrzebowanie pracy mechanicznej wzrasta wraz
z rozwojem transportu (W najszerszym znaczeniu tego pojecia), wraz z iloSciowym i jakos-
ciowym wzrostem operacjl towarzyszacym wciaz udoskonalanym oraz nowym procesom
technologicznym w przemysle, rzemiosle i domowej gospodarce. Wzrasta wiec ciggle
rozmaito$é i ztozono$¢ napedéw elektrycznych tj. ukladdw pozwalajacych energie elektrycz-
na tak wygodna w przesyle i rozdziale przetwarzaé na pracg mechaniczna bezposrednio
w miejscu jej technologicznego spozycia. W nowoczesnym napedzie odbywa sig ta dostawa
~ energii bez potrzeby dalszego jej przeksztalcania lub co najwyzej przy zastosowaniu moz-
liwie prostych i ekonomicznych urzadzed mechanicznego przeksztalcania celem dosto-
sowania paramterdw doprowadzanej mocy do potrzeb procesu technologicznego. Pier-
wotnie prosty pojedynczy naped elektryczny rozwija sig w system wspolpracujacych ze
soba i wspdlnie sterowanych przetwornikéw elektromechanicznych. Zlozonoéé procesu
technologicznego. pocigga za sobg zloZzono$¢ systemu elektrycznego zasilania i stero-
wania. ‘ . ‘ '

Rys. 3. przedstawia schematycznie. (w. postaci wielobiegunnika) model przetwornika
elektromechanicznego z zapisem réwnan w postaci (6¢). Pochodna g, mierzalna na wejscin

—_ . _ X w
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Rys. 3.

mechanicznym (na sprzegle) jest predkoéceia w, nogolniona sita F, — momentem obroto-
wym . Odpowiednio na wejéciu elektrycznym oznaczono czeéé pochodnych g, jako prady
wektora zasilania 7, czgsé za$ jako prady wektora sterowania i i analogicznie F; jako wek-
tor napigcia zasilania energia # oraz napiecia sterowania #,. Przetwornik elektromecha-
niczny o tak przedstawionym modelu jest gléwnym elementem systemu elektromechanicz-
" nego (rys. 4), na ktérego catosé skadajg sie: zZrédio dostarczajace energie do systemu za po-
srednictwem urzadzen elektrycznych przesyhajacych, rozdzielajacych i przeksztalcajacych .
energi¢ elektryczng, urzadzenie mechaniczne przeksztalcajace uzyskang z przetwornika
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energie mechaniczna i dostarczjace bezposrednio na miejsce procesu technologicznego-
prace oraz uklady sprzezen zwrotnych wewngtrznych (S,) pomiedzy zmiennymi stanu
wewnatrz systemu jak réwniez sprzezet zewngtrznych (S,) pomiedzy wskaznikami oceny
jakosci produktu i parametrami sterowania. Model samego przetwornika znacznie si¢ teraz
wzbogaca i komplikuje nowymi réwnaniami wigzéw sterowania. Moga to byé wiezy
holonomiczne zmniejszajace liczbg stopni swobody, jednak na ogét trzeba sie liczyé, ze
sterowanie w ukladzie zamknigtym (od sprzgzen zwrotnych) wnosi do modelu dalsze
réwnania rézniczkowe i stawia jako podstawowy problem stabilnosci rozwiazan. Dia

Zrédto 4 4 4 Odbior
@_OJ Prze//rsz/. Przetw. |w Przekszt é 4
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Rys. 4.

praktycznych potrzeb techniki orzekanie tylko o istnieniu, jednoznacznosci i stabilnosct
rozwigzan nie jest na ogd! wystarczajacym. Rozwazania w elektromechanice na temat
kryteriéw i metod ,,technicznej stabilnoéci” wymagaja powiazania z analiza warunkdw
eksploatacji, sposobdéw zabezpieczenia oraz niezawodnosci pracy ca{ego systemu oraz
poszczegdlnych jego elementéw. .

Sterowanie przy pomocy sprzgZei zwrotnych od wskaznikow jakosci produktu stwarza
w elektromechanice szeroki problem optymalizacji ukladu napgdowego jak réwniez
optymalizacji konstrukcji gldwnego jego skladnika, przetwornika elektromechanicznego.
Przy ciagle wzrastajacych zadaniach technicznych wzrostu wydajnosci proceséw techno-
logicznych w zagadnieniach optymalizacji wysuwa si¢ na czolo dynamika procesu elektro-
mechanicznego przetwarzania energii.

Juz przy analizie modelu elementarnego przetwornika — réwnanie (6) — oczyw15tym
stwierdzeniem byla niemozliwoéé rozbicia modelu 1 rozwigzywania ,,réwnan elektrycznych”
w wyodrgbnieniu od ,,réwnania mechanicznego’. Tym bardziej obecnie przy dalszym
powigzaniu pomiedzy zmiennymi i parametrami mechanicznymi i elektrycznymi przez
sprzezenia zwrotne ewentualne proby rozcinania systemu na ,,cz¢$¢ mechaniczng” i ,,elek-
tryczng” bylyby oczywistym nieporozumieniem.

Na schemacie systemu (rys. 4) symbole zamieszczone nad wezlami oraz poszczegdlnymi
elementami systemu przypominaja, ze funkcje zmiennych na wejsciach jak réwniez para-
metry systemu ulegaja stochastycznym zakiéceniom. Uwzglednienie tej okolicznosci nie
zmienia deterministycznego charakteru modelu elektromechaniki, natomiast ma swoje
implikacje we wspblczesnej technice pomiardéw, w problemach identyfikacji elementéw
systemu elektromechanicznego, w metodyce oceny stabilnosci i niezawodnosci pracy
systemu.

Nieustanny wzrost zapotrzebowania energii elektrycznej ma réwniez swoje impli-
kacje we wspoblczesnej elektromechanice zwigzanej z wytwarzaniem energii elektrycznej.
Jak dotad nicomal wylaczna technika jej wytwarzania jest przetwarzanie elektromechanicz-
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1e w turbo i hydrogeneratorach. Dlatego tez okresowi podwojenia zuzycia energii elektrycz-
nej towarzyszy tez podobny okres podwojenia mocy jednostkowej turbogeneratora. Pro-
jektowanie, produkcja i eksploatacja wspdlczesnych turbogeneratoréw najwigkszych
mocy (w skali krajowej rzedu 500 MW, w skali $wiatowej ponad 1000 MW) stawia wspét-
czesnej elektromechanice nowe problemy teoretyczne z zakresu konstrukcji przetwornikéw
.oraz z zakresu eksploatacji systeméw wielkich mocy. Konstruowanie przetwornika energii
.0 tak duzej mocy jednostkowej jest zwiazane z koniecznoscia doprowadzenia do uzwojenia
bardzo duzego pradu (rzedu kilkunastu kA), przenoszenia przez wat bardzo duzego mo-
mentu (rzedu kilkunastu MNm — w stanach dynamicznych) oraz odprowadzenia z obiek-
tu bardzo duzej mocy cieplnej (rzegdu kilku MW), stanowi wiec bardzo zlozony problem
nie tylko w sensie elektromagnetycznym ale réwnocze$nie wytrzymalo§ciowym 1 termo-
dynamicznym. Przetwarzanie tak duzych mocy, ich przesyt i doprowadzenie do wielkich

KOTE. ; é 4 é % Oobior elektr.
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.odbiorcéw, jakimi sg wielkie zaklady przemysltowe i okregowe sieci elektryczne, stwarza
techniczng problematyke projektowania, budowy i eksploatacji wielkich systeméw ener-
- getycznych (rys. 5), w ktérych nastepuje analogiczne powiazanie mechanicznych i elek-
trycznych zmiennych stanu jak w przypadku elektromechanicznego systemu napgdowego
J(rys. 4). ' '
Jakkolwiek polowe réwnania Maxwella stanowily wyjsciowa pozycje elektrotechniki,
to jednak tradycja elektromechaniki poszla poczatkowo catkowicie w kierunku postugi-
‘wania si¢ obwodowym modelem mechaniki analitycznej uzyskanym w drodze dyskrety-
zacji przestrzeni fizycznej do bezwymiarowych punktéw przestrzeni zmiennych stanu.
Uzytkowanie réwnan Maxwella w ich polowej postaci sprowadzalo si¢ jedynie co naj-
'wyzej do metod obliczania globalnych parametréw zastepczego obwodu takich jak in-
-dukcyjno$é rozproszeniowa uzwojen. Jednak nawet i w tych przypadkach w metodach
obliczeni elektromechaniki obserwowana niecheé¢ do analizy polowej byla uzasaduiona
‘wielkimi trudnosciami przyswajania analitycznych metod rozwigzywania réwnai roéz-
niczkowych ze wzgledu na wielka ztozono$é uksztattowania powierzchni, na ktdrych na-
lezy zadawaé problemy brzegowe. W $wietle wspélczesnych probleméw elektromechaniki
i réwnoczeénie wspolezesnych mozliwosci, jakie daje technika obliczeniowa zaznacza sie
wazrastajgca rola modelu polowego. Jak dotychczas wzrastajace zainteresowanie uzytko-
waniem polowego modelu dla rozwigzywania technicznych probleméw elektromechaniki
-dotycry obliczania rozkladu stacjonarnych lub quasistacjonarnych pél magnetycznych
pretwornika jako catodci. Trudno$ci wynikajace z niekorzystnych (dla metod analitycz-
nych) ksztaltéw brzegéw poszczegdlnych podobszaréw, z jakich sklada sie pole przetwor-
nika, znajduja tu szanse przezwycigzenia w systemach obliczed cyfrowych zwlaszeza przy
stosowaniu metod elementéw skoficzonych. Te obliczenia — jakkolwiek anga‘."zhjécce bardzo
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duze maszyny cyfrowe i kosztowne — okazuja si¢ optacalnymi dla probleméw projekto-
wania bardzo duzych turbogeneratoréw.

Naturalna konsekwencja zaangaZowania polowego modelu w elektromechanice jest
stosowanie tensorow w opisie obiektow elektromechaniki. I tu znéw nalezy podkreslié
podsfawowq role, jaka dla metod elektromechaniki odgrywa mechanika osrodkéw ciag-
Iych. W technicznych problemach elektromechaniki model polowy jest formulowany
w tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej zazwyczaj we wspélrzednych krzywoliniowych
ortogonalnych, przy rozpatrywaniu dwoch wektoréw pola (K oraz B). Elektryczne i mag--
netyczne wlasnosci materii w modelu polowym przyjmujacym jako zaloZenie ciaglo§é
materii okre§la pole tensoréw drugiego rzgdu u, & oraz ¢ przy pomocy ktérych okreslone
sg wektory B, D oraz j jako funkcje wektoréw H oraz K:

B = lull’.Hv D} = EZ.'K" jl — ’}J:'Kv
(W teoretycznej elektrodynamice rozpatruje si¢ jednolite pole elektromagnetyczne

prézni w czterowymiarowej pseudoeuklidesowej przestrzeni Minkowskiego jako anty-
symetryczny czterotensor pola — o 6 wspotrzednych: Ky, KX, K,, B., B,, B,).

. 71. Uwagl koncowe

Rozwéj elektromechaniki jako dyscypliny, ktérej metodyka prac badawczych jak
réwniez techniczna problematyka tak silnie s3 powigzane z mechanika teoretyczna i stoso-
wang, pozwala na podkreélenie pewnych wnioskow ogdlnego charakteru.

a) Metodyka rozwijana w pracach badawczych mechaniki i elektryki (a zwlaszcza
elektromechaniki) wykazuje wspdlne cechy — dotyczy to zwlaszcza pozycji wyjscio-
wych. Wzajemne jej oddzialywanie jest dla obydwu dyscyplin pozyteczne.

b) Projektowanie i technologia produkcji urzadzen (obejmowane tradycyjng nazwa
przemystu elektromaszynowego) to gléwna domena elektromechaniki, nie dajacej

" sig dzieli¢ na dwa odrebne skladniki: elektryczny i mechaniczny. Dotyczy ta uwaga
réwniez probleméw projektowania i eksploatacji elektromechanicznych systemow
napgdowych. _

c) W $wietle powyZszych uwag uzasadnionym jest dazenie do bardziej zdecydowanego
logicznie skonstruowanego systemu nauczania akademickiego elektromechaniki
na szerokiej bazie teoretycznej mechaniki analitycznej oraz teorii pél (w tym pola
elektromagnetycznego) w materii makroskopowo traktowanej jako osrodek ciagly.
Analogie elektromechaniczne staja si¢ tutaj bardzo uzytecznym i skutecznym $rod-
kiem metodycznym. ,

d) Dalszy rozwdj elektromechaniki bedzie réwniez uwarunkowany rozwojem metod
teoretycznej mechaniki jako jej podstawowej dyscypliny.

Literatura cytowana w tekScie

1. W. Rusivowicz, W. KROLIKOWSKI: Mechanika teoretyczna, Warszawa, PWN 1967.
2. A. PucHarA: Dynamika maszyn i ukladow elektromechanicznych, Warszawa, PWN 1977,

\
2 Mech. Teoret. i Stos.



8 . : W. KoLk

Peaome

METOIBI MCCIENOBAHUII U TEXHWYECKHUE ITPOBJIEMBI
DJNEKTPOMEXAHWKHI

DJIeKTPOMEXANMKA — B CTagny (HOPMYJHPOBAHMA, DASBHIMA M OYAYINEH NEPCIEKTHBEI — CHIIBHO
cpsi3aHa ¢ Mexauukoif. Ienas MeToluKa STOH AMCIMIIIMELT ONMPAETCA Ha JIOCTHIKEHHAX TEOPETHUECKOH
MEXaHMKH, KOTOpast SIBJISIETCHA OCHOBON /ISl BCEX I'NIABHBIX JMCIHIIMH MEXAHMKI.

Summary

METHODS OF INVESTIGATION AND TECHNICAYL, OF ELECTROMECHANICS

Electromechanics — at the stage of creation, development and future trends — exhibits remarkable
ties with mechanics. The methods used in this discipline are based on the achievments of the theoretical
mechanics which, by the way, are also fundamental for all applied disciplines of technology. The paper
illustrates this thesis and formulates certain implicatons. o

AKADEMIA GORNICZO HUTNICZA, KRAKOW
INSTYTUT MASZYN I STEROWANIA
UKLADOW ELEKTROENERGETYCZNYCH

. Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 maja 1978 r.
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