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1. Powloki rownomiernej wytrzymaloSct w sensie weiszym 1 w sensle szerszym

Eliminacja stanu gigtnego w powlokach, o ile jest to mozliwe ze wzgledu na sposéb
obcigzenia i podparcia, stanowi juz pewien stopieh optymalizacji. Prowadzi ona bowiem
do réwnomiernego wyteZzenia przekroju powloki, a przy dodatkowym warunku wyréw-
nania wyteZenia w poszczegdlnych punktach powierzchni $rodkowej do tzw. powlok
réwnomiernej wytrzymatosci. Szczegétowy przeglad prac dotyczacy optymalizacji powlok
podal M. Zyczkowski [27].

Pierwsze prace zaktadaty najprostsza forme¢ wyréwnania naprezen

a.n 0y = 0p 10y,

ktéra nazwano tutaj ,,warunkiem réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym”. W wielu
przypadkach zastosowanie warunku (1.1) jest nieuzasadnionym uproszczeniem problemu
i zwiazek ten winien byé zastapiony przez ogélniejszy

(12) l Cred =f(6¢> G@) = 0%,

gdzie o0,,4 oznacza napreZenie zredukowane wg przyjetej hipotezy, 0, — naprezenie do-
puszczalne, g4 i 0y odpowiednio napreZenia potudnikowe i obwodowe. Warunek (1.2)
bedzie nazwany tutaj ,,warunkiem réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym’. Warto
zauwazy6, ze podczas gdy warunek (1.1) i dwa réwnania réwnowagi okreslaja jednoznacznie
np. powloke obrotowo-symetryczna zaréwno co do grubodci écianki jak i ksztattu powierz-
chni §rodkowej, to warunek szerszy (1.2) nie jest warunkiem wystarczajacym optymalnoéci
poniewaz pozostawia jedng z funkcji dowolng. Pozostaly ,,stopiefi swobody” pozwala na
zastosowanie dodatkowej optymalizacji np. z warunku minimum objgtosci.

W stanie blonowym rozktad.naprezen w powloce jest statycznie wyznaczalny. Oznacza
to, iz prawo fizykalne efektywnie nie interweniuje i powtoka optymalna w zakresie spre-
Zystym jest réwniez optymalna z uwagi na no$no$¢ graniczna czy tez czas zniszczenia przy
kruchym pekaniu wg teorii Kaczanowa obliczony w zaleznoéci od rodzaju materiatu
(Hayhurst, Leckie [10], [18]) badZ to w oparciu o kryterium maksymalnych napreZen
rozciagajacych lub tez przy uzyciu hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH). Z ta
ostatnia zwiazane jest réwniez energetyczne krytérium zniszczenia (tzw. bariera dysypacji
energii) wprowadzone przez Z. Bychawskiego i W. Olszaka [5], nastgpnie rozwinigte
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przez H. Kopeckiego 1 J. Walczaka [15] w zastosowaniu do tarcz wirujacych. Tak wiec
optymalne powloki réwnomiernej wytrzymatoéci moga by¢ traktowane réwnieZz jako
optymalne z uwagi na czas krytyczny — zywotno$¢ konstrukcji.

Przed sformulowaniem celu obecnej pracy oméwimy krétko histori¢ zagadnienia,

Jako pierwszy, bo juz w roku 1908, M. Milankovi¢ [21] ksztaltowal powloke w stanie
blonowym obcigzona cigzarem wlasnym i ciénieniem cieczy. Zastosowal-on warunek (1.1),
Wyniki liczbowe dla przypadku dziatania tylko cigzaru wlasnego podat G. Megareus [20].
W oparciu o ten sam warunek K. Federhofer {7] okreélit tzw. zbiorniki kroploksztattne,
a ten sam autor wraz z J. Krebitzem [9] podal pewna metod¢ numerycznego catkowania
uzyskanych réwnan. Strone  konstrukcyjna zbiornikéw kroploksztattnych rozwazaja
T. Poschl [22], E. Kottenmeier [17] i C. Bramski [2], [3]. Przypadek stalego cisnienia roz-
wazat F. Tolke [25], natomiast przeglad rozwigzan uzyskanych przez II wojna Swiatows
dla powlok réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym podaje K. Federhofer [8].

Warunek typu (1.2). mianowicie warunek Treski-Guesta zastosowal C. B. Biezeno [1].
Poszukiwal on optymalnego uksztalttowania powierzchni srodkowej dna kotla przy zawe-
Zeniu si¢ do stalej grubosci scianki. f
Zblizong problematyke poruszajg prace R. A. Struble’a [24]1 E. H. Browna [4]. Om&wione
powyzej prace dotycza doboru optymalnej powierzchni $rodkowej przy stalej grubosci
§cianki. Réwnolegle rozwija sie prdblematyka doboru grubosei $cianki przy okre$lonej
powierzchni érodkowej. Pierwsza jest tu praca H. Zieglera [26], ktorej okreélit optymalng
zmiane grubosci kopuly sferycznej pod cigzarem wlasnym przy warunku réwnomlernej
wytrzymalosci Treski-Guesta w sensie szerszym.

W. Issler [13], [14] przeprowadzil ogdlng analizg istnienia rozwigzania takiego zagad-
nienia i zastosowal warunek Hubera-Misesa dla réznych powierzchni obrotowych drugiego
stopnia. P. Csonka [6] poszukiwal optymalnej grubosci hiperboloidalnej wiezy chiodnicze;j.

Z punktu widzenia optymalizacji najbardziej interesujace sa prace dotyczace jedno-
czesnego doboru optymalnej grubosei i powierzchni $rodkowej. Jednakze wigkszoéé do-
tychczasowych prac ogranicza sie do optymalizacji parametrycznej. G. A. Hoffman [11],
[12] dobiera optymalna gubo$¢ dna kotla i optymalne parametry powierzchni $rodkowe;j
kolejno w oparcin o warunek T-G i HMH.

Podobne podejicie zastosowat w [23] W. S. Read, dobierajac grubosé i optymalpe parametry
pewnej powierzchni czwartego stopnia.

Podejscie wariacyjne zastosowal S. Lukasiewicz [19] do optymalizacji powtok podda-
nych obcigZzeniom skupionym przy warunku Treski-Guesta. Przy zastosowaniu warunku
HMH, T-G lub Beltramiego, C. N. Kostem [16] zajmowal si¢ optymalizacja, z uwagi
na minimum ciezaru, powloki obcigzonej ci$nieniem hydrostatycznym. Jako zmienng
niezalezna autor przyjal diugos¢ tuku s mierzona wzdiuz potudnika powloki. Wystepujace
w réwnaniach réwnowagi zmienne r, z, ¢ (rys. 1) sq zatem funkcjami s. Jedynie jedng z tych
wielko$ci mozna przyjaé jako niezalezna; pozostale dwie zwigzane sa z wybrang rownaniami
roézniczkowymi wynikajacymi z geometrii powloki. C. N. Kostem traktuje te wielko$ci jako
niezalezne nie uwzgledniajac. zwiazkéw geometrycznych. Dodatkowo przyjgty warnnek
T-G w postaci 0,— 05 = 04 nie moze bhy¢ speliony w catym obszarze powloki. Jakkol-
wiek autor przytacza graficzne opracowanie wynikéw numeryczaych to poprawnosc
sformutowania problemu w tej pracy budzi watpliwofci.
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2, Cel obecnej pracy

Ksztattowanie powlok w stanie blonowym przy spelnieniu warunkéw wytrzym®toscio-
wych w postaci réwnosci prowadzi do pojecia powlok réwnomiernej wytrzymalosci. W li-
teraturze, za powloki optymalne uwazane sa zaréwno konstrukcje okrelone przez réw-
nanie (1.1), jak i powloki ksztaltowane w oparciu o rachunek wariacyjny przy zastosowaniu
warunku wytrzymatosciowego typu (1.2).

Obecna praca stawia sobie za cel analizg¢ kilku zagadnien z zakresu optymalnego ksztal-
towania powlok osiowo-symetrycznych, a mianowicie:

1) uporzadkowanie klasyfikacji warunkéw wytrzymalosciowych wykorzystywanych do
ksztaltowania i wyrazne wyodrebnienie powlok optymalnych sposrod szerszej klasy
powlok réwnomiernej wytrzymatosci nie bedacych na ogdt konstrukcjami optymalnymi,

2) sformulowanie wariacyjne problemu optymalnego ksztaltowania powlok osiowo-
symetrycznych przy do$é ogdlnym sposobie obciazenia reprezentowanym przez sity
masowe (cigzar wlasny, wirowanie) i obciazenia powiérzchniowe (ci$nienie),

3) podanie analityczno-numerycznej metody catkowania réwnafn Eulera-Lagrange’a
(wobec wystgpowania w nich pewnych osobliwoéci) w przypadku ogélnym rozwazonego
obcigzenia oraz podanie przykladoéw ksztattéw powlok optymalnych przy réznych
kombinacjach obcigzen,

4) zbadanie problemu przy jakich obcigzeniach zewngtrznych (powierzchniowych) po-
wloka spelniajaca réwnanie Eulera-Lagrange’a zredukuje si¢ do powloki réwnomiernej
wytrzymatoéci w sensie wezszym (1.1) i czy taka konstrukcja moze spelniaé wszystkie
wymagane warunki optymalnodci,

5) okreslenie rozkladu przemieszczed w badanych powlokach przy dodatkowym zaloZeniu
sprezysto$ci materiahu.

3. Sformulowanie problemu powlok optymalnych

Rozwazymy osiowo-symetryczna powlokg obciazong ciénieniem wewngtrzoym lub
zewngtrznym p(r), cigzarem wlasnym oraz wirowaniem ze stala predkoscia katowa w.
Powloka wsparta jest na pierscienin o zadanym promieniu @, rys. 1.

Sformutujemy problem optymalizacji powloki jako klasyczne zagadnienie rachunku
wariacyjnego. Tak wigc poszukiwaé bedziemy minimum funkcjonatu — objetosé powtoki

G.1) V= 2 f H 4~ min,
_ P ‘cos ¢
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przy warunkach pobocznych, w postaci dwu rownan réwnowagi

(32 ° Hlo, 1 cosg + 0 5ing — r(mgcos ¢ +w2mrsing)] —rp(r) = 0,
(3.3) H(oy—0g)+ r(Hoy + Hoy)+ Hr(w?mr—mgtg$) = 0
oraz warunku HMH réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym

(3.4) : 03+ 08~0400—05 =0
gdzie % = (), H, m, g oznaczaja odpowiednio: gruboéé §cianki powloki, mase wlasciwa,
przyspieszenie ziemskie.

Réwnania (3.1), (3.2), (3.3) zostaly wyprowadzone w najwygodniejszym dla takiego
zadania ukladzie wspolrzednych (7, $), ktéry pozwala w poréwnaniu z ukladem wspét-
rzednych najczeéciej stosowanym (r, 2), zredukowaé réwnania rzedu drugiego do réwnaf
pierwszego rzedu (z = tg¢).

. . . . . H
Wprowadzajac nastgpujace wielkosci bezwymiarowe o = —r—, h=—"—, ¢ = —V—,
a a 27a3
— _ mga 2ma* g o, . . .
2(0) = 0 , = & , W= v . S, = —2, 59 = — oznaczajace kolejno zmien-
Jg o} (o) (o2} (<)

ng niezalezna, grubosé Scianki, objeto$é, ciénienie, ciezar whasciwy, kwadrat predkosci
katowej, naprezenia potudnikowe i obwodowe réwnania (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) zapiszemy
W postaci

L oh
(3.5 | Go=v= | 5 do,
(3.6) G, = hlspod cosg +sesing —o(y cosd + wosing)] —ep(e) = O,
(3.7 Gy = h(s4—56)+ (hsy+hiy) +ho(wo—7tgd) = 0,
(38) G3 = S‘%-}-Séz)—sd,S@—l =0,

Zagadnienie to rozwigZzemy stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a. Nowy funkcjonat
zapiszemy w formie :
1 3 1

(3.9) J= [(Go+ X 1,6)) do = [ Fdp,
T

i=1 0

gdzie 1,(¢) —mnozniki Lagrange’a, a odpowiednie réwnania Eulera-Lagrange’a przyj-
mujg postaé

oF* d OF*

3. el S ol
(3.10) ox;  dp 9xy i

gdziex; = ¢, h, 54, Se.
By wyjasni¢ pojawienie si¢ w (3.10) stalych C; rozpatrzymy funkcjonat

@ain J = [ Fx, 2,%)dx

w ktérym wystepuje zmienna niezalezna i pochodne poszukiwanej funkcji. Odpowiednie



PROBLEMY OPTYMALNEGO KSZTALTOWANIA POWLOK 79

réwnanie Eulera-Lagrange’a po formalnym jednokrotnym scalkowaniu przyjmuje postaé

oF d oF
(3.12) o Tdx
Podstawiajac do (3.11) Z = y otrzymujemy funkcjonat -
(3.13) | J= [ F(x, p,)dx,

ktéry powinien prowadzié do tej samej ekstremali.
Zapominajac o rézniczkowanym zwiazku migdzy p i z otrzymaliby$my ekstremale, ktorej
réwnanie nie da si¢ sprowadzié do formuly (3.12) (stata ¢ réwna sig¢ zero). Latwo to mozna.
sprawdzi¢ na przykladzie prostego zadania o poszukiwaniu najkrétszego tuku laczacego
dwa punkty. Ostatecznie wige® réwnanie ekstremali otrzymane z (3.13) powinno mieé
postaé a
oF d OF
(3.14) —éy— _Ti}_a—y =
Stala ¢ wystgpujaca w (3.12) i (3.14) nalezy wyznaczyé badz to z warunkéw brzegowych,
“albo tez z odpowiedniego warunku transwersalnosci. Ogélnie powiedzie¢ mozna, bez
przeprowadzenia dowodu, iz dla funkcjonatu typu (3.11) stala ¢ jest rézna od zera i winna
byé wyznaczona z warunkéw brzegowych gdy ich ilosé réwna jest 3 lub 4 w zaleznosci od
rzedu réwnania (3.12). W przypadku gdy ilo$¢ warunkéw brzegowych jest mniejsza lub
réwna 2, woéwczas stala ¢ wyznaczymy z warunku transwersalnosci

oF d OF

TE T dx 08 |y, 0

(3.15)

i wynosi ona zero, ¢ = 0.

Powracajac do rozpatrywanego zagadnienia dla x; = A, s4, S otrzymujemy C, =
C, = C4 = 0. Majac na uwadze rézniczkowy zwiazek miedzy z ¢(z = tgg) dla x; = ¢
w réwnaniu (3.10) pozostawiamy stalg C, i rownanie to bedzie catka pierwsza. Staly C,
wyznaczymy z warunku transweralnodci (3.15) otrzymujac C, = 0. Ostatecznie wigc
w rozwazanym problemie wszystkie stale C; réwne sa zero, C; = 0.

Po zastosowaniu réwnaf (3.10) do (3.9), uporzadkowaniu i eliminacji 15 otrzymujemy
nastepujacy uklad réwnafi ' :

(3.16) A7+ Ay s4008%) —sing = 0,
GI7)  Aalo(wo—yted)—s5l— Az 054+ A [sp06 cosp +
. +sg5ind —o(ycos ¢ + wesin )] +p/cosp = 0,
(3.18)  Ay(255—S0)— A, 0(250—54) + A [0 cOS P (250 — 54) —in (25— 56)] = O,
ktore sg podstawoWymirzwia‘zkami dla obu rozwazanych przypadkéw.

4. Calkowanle réwnant Eulera-Lagrange’a w przypadku ogélnym

+ Dla zadanej wartoéci i rozkladu ciénienia p(p) réwnania (3.16), (3.17), (3.18) wraz
z réwnaniami réwnowagi (3.6), (3.7) oraz warunkiem réwnomiernej wytrzymato$ci (3.8)
stanowia wystarczajacy ukfad, z ktérego wyznaczyé mozna nieznane funkcje ksztaltu
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¢ = ¢(0), h = h(p), rozklad naprezef s; = 55(0), So = Sol@) oraz A,(p) i 1,(¢). Powloka
okre$lona w ten sposob bedzie konstrukcja réwnomiernej wytrzymalo$ci w sensie szerszym
0 najmniejszym cigzarze. )

Funkcje 4, i 4, nie maja w rozwazanym zagadnieniu wyraznej interpretacji fizycznej
i najezesciej dazy sie do ich eliminacji. W obecnej pracy zdecydowano si¢ jednak na metode
bezposredniego catkowania. W tym celu otrzymany uklad réwnan przeksztalcimy do postaci

wygodnej w obranej metodzie
%

(42)  ny = hlso—s—e(we—ytgd)l, »
4.3) = nglsy,
+ sing—-y4,
(4-4) 21 - '_W
1 @ %

“.3) .}~2= 556050 + 4 h +E[Q(WQ"'}’tg¢)—So],

“4.6) A [g@?cosqﬁ + wosing) - sing (s@ + %’;:—E« s¢)] —_

~o-1, [e(we—?tgqm%srs@] =0
e — S
gdzie ny oznacza sile potudnikows. Kryterium wytrzymaloéciowe pozostaje bez zmian.
Powyzszy uklad réwnafi wykazuje osobliwosci w punkcie ¢ = 0. By zbadaé te osobli-
woéci rozwinigto wszystkie funkcje w szeregi potggowe w otoczeniu ¢ = 0. Okazalo sig,
iz proste szeregi

@7 sp=1%ci0*+..., lub  sp=—14¢0*+...,
(4.8) So = 13cp0%+..., lub s9= —1+c0%°+...,
4.9 h=hovhy0*+...,

(4.10) ¢ =¢o+da0’+...,

4.11) Ay = Ao+ Ag00% ..,

(4.12) 3= Ao A0 ¥,

13) (@) = po+Pr*+ ...,

opisuja te osobliwosci, gdzie p, 1 p, znane wspélczynniki obcigzenia. Przy rozwinigciach
uwzglgdniono fakt, Ze naprezenie w zaleinoéci od sposobu obcigZenia moga byé roz-
ciggajace lub $ciskajace. ‘

Podstawiajac (4.7 - 4.13) do zwiazkéw (4.1 - 4.6) oraz do kryterium wytrzymatoscio-
wego (3.8) otrzymujemy uktad 8 réwnaf algebraicznych na 10 nieznanych wspolczynnikéw
szeregéw (réznica migdzy liczbg niewiadomych wspéiczynnikéw a liczba otrzymanych
réwnan jest niezalezna od zastosowanej ilosci wyrazéw szeregéw i wynosi dwa). Dwa wspot-
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czynniki, ktére zasadniczo moga by¢ wybrane dowolnie, pozostaja wstgpnie nieokrelone.
Okazuje sig, iZ najkorzystniej bedzie pozostawié nieokreslone ¢, i 4;5; wéwczas pozostale
wyrazaja si¢ mastgpujaco:

1 1 _
414) ¢ = —cr= '2—(W$3¢%—3¢1)’$772 )

(4.15)  hy = F 20

2¢,+y’
Po =
(4.16) h, = —w ‘(401"‘"’—7"151),
4.17) ——1—[1’2 Q¢ +‘)—i(2¢ +7) (4c +,w__¢ )+i¢3+¢ (' ¢s —w)]
4. ¢3—4 E‘ 1-‘—7’+2 1Ty 1 Y@ 3 1_177 s

I
@19 1= Ty fhim g PeCED T,
(@19) Iy = [, £DF 1,
(420 Tas =5 ho[2s= - 14601013 ko EDF I

gdzie znak gbérny zwiazany jest z przypadkiem napreZen ujemnych. A, nie wystepuje
w zwigzkach (4.14 - 4.17) i nie ma wplywu na ksztalt powloki optymalnej. Wniosek ten

V0% \
0249
022¢
020tw=40
0,78‘ W:,35 )
P(%)=00025 = const.
016} 7=0 .
oMt
1)=1/2
ol #(1)=1).
w=15

o10F
a09y w=0

I_L L 1 1 L 1 I 1

ar 02 03 - 0d a5 06 07 08 ¢,

Rys. 2

6 Mech. Teorct. i Stos. 1/79
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zostat réwniez potwierdzony na drodze obliczei numerycznych. Natomiast ¢ ; (krzywizna
powloki dia o = 0) winno byé wyznaczone z warunku optymalnoéci v = min. (dodatkowa
optymalizacja po wolnym parametrze).

Z numerycznego punktu widzenia problem bedzie rozwiazany jako zadanie poczatkowe.
Tak wigc dla przedzialu 0 < ¢ < 0.01 zastosowano szeregi potggowe (4.7 - 4.13). Nastepnie
réwnania (4.1 - 4.5) rozwigzywano metoda Runge-Kutta 4 rzedu dla zmiennych wartosci

5(%)=00025
12 Fs“’" e w=10
7=0 S¢

07 0703 04 05 06 07 08 09 10
h-10%
025t
020+
015
0113348

71
07 02 07 04 05 06 07 08 93 W0

02451

09927 4 #(1)=12350 rad
a2
02r
ary-

07 02 03 09 05 05 07 08 09 10
Rys. 3

parametru ¢,. Na kazdym kroku calkowania rozwiazywano uklad dwu réwnaid alge-
braicznych (3.8) i (4.6) wyznaczajac tym samym naprezenia s, i Sg. Optymalna wartosé
parametru ¢, dla kazdej dopuszczalnej kombinacji obciazer okre§lono z warunku mini-
mum objetosci powloki kazdorazowo obliczajac catka (3.5). |

Okazuje sig, iZ parametr ¢, nie moze byé dowolnie duzy i ogramczony jest warunkiem

4.21) o(1) = 7.

Na rys. 2 pokazano krzywa optymalnych wartosci parametru ¢, oraz krzywa wyni- -
kajaca z warunku (4.21) dla zmiennych wartoéci bezwymiarowej predkosci katowej W przy
7 =0 i ustalonym ciénieniu p(p) = 0.0025 = const. (zmiana wartosci ciénienia p nie
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powoduje zmiany wartosci parametru ¢1). Dla przedzialu predkosci 0 < w < 4.15 opty-
malna wartosé parametru ¢, pozwala osiggna¢ minimum analityczne funkcjonatu. Dla
predkosci w > 4.15 obie krzywe ,,zlewaja si¢” i optymalne ¢, zdeterminowane jest wa-
runkiem (4.21). Oznacza to, iz parametr ¢; dobierany jest na brzegu dopuszczalnego prze-
dzialu. Podobne wykresy sporzadzi¢ mozna dla innych kombinacji obciazet wiaczajacych
przypadki naprezef ujemnych, jednakze wnioski pozostaja niezmienione.

12 |59, Se

nr
10
o9r
08r
ary
a6y So
05

bﬁ’o/pa 02 03 04 05 0.I5 0.I7 08 0.:9 7I0

070+ 06622

060-05773
0501 04830 T~

b

T s
00 01 G2 03 04 05 06 07 08 49 10

o7 02 03 07 05 06 07 06 09 W

i Rys. 4

Rys. 3 przédstawia’ przyktad powloki optymalnej (w = 1.0, 7 =0, p = 0.0025). Po-
- kazano rozklad grubosci scianki oraz rozklady naprezefl s, i s9. Optymalna warto$¢ pa-
rametru ¢; = 0.505.

Ciekawym przykladem jest réwniez powloka obciaZona tylko stalym ciénieniem po.
Okazuje sig, ze powloka sferyczna o optymalnym kacie rozwarcia ¢o = 7/3 (stale naprg-
Zenia s4 = s = 1, stala grubo$é §cianki) uwazana do tego czasu za optymalng nie jest
konstrukcja najlzejszq. Mozna znaleZé powloke lzejsza, ktéra jest optymalna, posiada

. zmienna grubosé $cianki i zmienny rozklad naprezen. Zysk na cigzarze, w stosunku do
optymalniej powloki sferycznej, wynosi okolo z as 3,8%.
‘Rys. 4 przedstawia optymalng powloke sferyczna oraz optymalng powlokg réwno-

6*



84 J. KRUZELECKL

miernej wytrzymatosci w sensie szerszym. Pokazano rdéwniez odpowiednie rozklady gru-
bosci $cianek i naprezen dla obu powtok.

Jako dalszy przypadek obciaZzenia rozwazymy powloke poddang dzialaniu jedynie
ciezaru wlasnego y (w = p = 0). Ze zwiazku (4.15) wynika, Ze ¢,, nie jest tu dowolne
1 wynosi ¢, = y/2 (warunek spelnienia réwnania réwnowagi (2.6) dla ¢ = 0). Poczatkowa

5¢.50 hy=001 :

1031 7(5)=0
102 w=0

101
100} , 7=05
099 . 7=05
0987
097}

27 02 03 09 05 06 07 08 05 10"

h10%
740}
13570 :
130F ] 7=10
7

110p
10765
100

L

07 02 03 0‘7 0.5 05 07 08 09 10

#(1)=048921 7=10
¢(1)=024869 7=05

02580

0,725?2
a

07 02 03 07 05 06 07 08 09 10 °

Rys. §
grubo$é scianki h, pozostaje dowolna i nie ma wplywu jakosciowego na ksztalt powloki
optymalnej.
Narys. 5 pokazano ksztait pow1erzchn1 srodkowej, zmlany grubosm $cianek i rozklady

naprQZen dla dwu wybranych wartoéci bezwymiarowego cigzaru whasciwego: y = 0,5,
= 1,0.

5. Powloki r6wnomlernéj wytrzymaloSci w sensié wezszym spelniajace rownania Eulera — Lagrange’a

Jak to wspomniano poprzednio powloki réwnomiernej wytrzymatosci w sensie WeZSZym
sg okre$lone jednoznacznie przez réwnania rownowagi i kryterium wytrzymatosciowe,
ale w og6lnoéci nie s3 one optymalne. Z drugiej strony warunek réwnomiernej wytrzyma-
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Joéci w sensie szerszym jest niewystarczajacym warunkiem optymalno$ei i winien byé uzu-
pelniony réwnaniami Eulera-Lagrange’a. ' ,

Interesujacym problemem teoretycznym jest zagadnienie kiedy powloka optymalna
moze byé przetransformowana do powloki réwnomiernej wytrzymatoéci w sensie wezszym
(1.1) i czy taka konstrukcja pozostanie nadal optymalng. Transformacja taka moze mieé
miejsce przy pewnych obcigzeniach zewngtrznych; tak wigc poszukiwaé bedziemy odpo-
wiedniej funkeji p(p). W rozwazanym przypadku p() bedzie dodatkowa nieznana funkcja,
natomiast rozklad naprezen zalozymy w formie

(5.1) Sp =S =1 lub 55 =59 = —1.

Podstawiajac (5.1) do (3.6), (3.7), (3.16), (3.17), (3.18) otrzymujemy uktad réwnan,
ktéry okresla nieznane funkcije: ¢ (o), 4(0), p(o) oraz A,(0) i A;(0). Uklad ten przeksztal-
cimy do postaci nadajacej si¢ do numerycznego catkowania. W tym celu réwnania (2.17)
i (2.18) odejmujemy stronami otrzymujac réwnanie algebraiczne, ktére nastgpnie réz-
niczkujemy. Wykorzystujac do eliminacji 2:1 i .2‘2 réwnania (3.18) i (3.16) otrzymujemy

25
52 ¢= %{:(A sinqS~22)[2i9(we—97tg¢)]+~coL-+

s
smcqi)saqS 2y [2sin¢ +o(y cosgS + wosing)]—

-4 g(g?cosqS +2wesing)+ 4, Q(2wg—7tg¢)} .

Réwnanie rézniczkowe okreélajace grubosé powloki uzyskane ze zwiazku (3.7) przybiera
postaé ' '
(5.3) h = th(wo—7tge),

natomiast 3, i’ 1, obliczamy z réwnan (3.16) i (3.18)

' | . _sing— A,y
(5.4) : A= +W:
(5.5) iz=-$-@¢am¢—sm¢)+zﬂ;

Pozostale réwnanie réwnowagi (3.7) postuzy do okreélenia poszukiwanego rozkladu
ci$nienia

(56) B(o) = :i log cos ¢ +sin g & a(Feos ¢ +wesing) .

Uzyskany uktad réwnan wykazuje osobliwosci dla ¢ = 0, ktore zbadano rozwijajac
wszystkle wystepujace tutaj funkcje w szeregi potegowe. Jednakze, w poréwnaniu z pop-
rzednim przypadkiem ze wzgledu na specyfike otrzymanego ukladu réwnan (4,5 1 @5
wyrazaja sig przez siebie i nie ma mozliwosci efektywnego ich okreslenia), przy rozwinie-
ciach funkcji ¢, 2,, 4, nalezy wziaé pod uwage o jeden wyraz szeregu w1¢ce_]

) _' ' ¢ = ¢19+¢39 +¢s0°+..
(5.8) “h = hy+h0% ...,
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(.9) A= Aot a0+ A0+
(5.10) Ay = Aa10+ Ap30®+ Aas0®+ 0,
(s.11) P = Potpae*+ ...,

Podstawiajac (5.7-5.11) do réwnan (5.2 - 5.6) uzyskamy, w porédwnaniu z poprzed-
nim przypadkiem, o dwa réwnania wigcej. Pozwola one na obliczenie ¢, i ¢,5. Ostatecznie
ograniczymy si¢ do efektywnego wyznaczenia wspdlczynnikéw dwoch wyrazéw kazdego
z szeregéw. _

Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy

1
¢ = g

(5-13)' Po = iho(sz'xi?),

_ 3_ .
(= 1963 F 14yt —=- 7761 F 126, w—6wy),

610 pa=h| T2 2 6140 (74— v) - T 0o D67
(19 b =ty b7,

(5.16) 112 = ?%{¢1—%‘?[110(2¢1i7)¢ 1]}, .
1
2
1

618 =g ho(@hs— 01).

G A= [Mo(2¢ 2P F I,

Tak jak i poprzednio 4,, pozostaje tutaj niewyznaczone i nie ma wplywu na ksztalt
powloki réwnomiernej wytrzymaloéci w sensie weZszym, natomiast ¢f; nie jest dowolne,
zdeterminowane jest tutaj warunkiem statosci naprezen. Podstawiajac do (4.14) ¢, = ¢, =0
otrzymujemy

. S
(5.19) by = 3y+1/321 12w
—3p+Y/ 32+ 12w
6

lub

(5.20) ¢, =

Zwigzek (5.19) odnosi sie do przypadku naprezen rozciggajacych przy czym obciazenia
masowe musza spetnia¢ nieréwnosé y > 2]/ w. Okazuje sig réwniez, iz pelna powloka
réwnomiernej wytrzymatosci w sensie wezszym spelniajaca réwnania Eulera-Lagrange’a
obciazona tylko ,,wirowaniem” w i odpowiednim ci$nieniem p(p) nie moze istnie¢. Mozliwa
jest w tym przypadku jedynie konstrukcja z otworem, ktéra nie bedzie tutaj dyskutowana.

Zwigzek (5.20) stuszny jest dla naprezen ujemnych przy czym albo 7 <0 (oznacza to,
Ze cigzar wlasny wywoluje naprezenia $ciskajace; powloka ma pozycje odwrotna niZ po-

kazano to na rys. 1) lub tez w > %72.
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Grubo$é $cianki h, dla ¢ = 0 dobiera sie dowolnie i jednoczesnie poprzez réwnanie
(5.13) determinuje ono warto$¢ poczatkowa ci$nienia po.

Metoda calkowania otrzymanych réwnan (5.2 -5.5) jest taka jak poprzednio. Dla
0 < o < 0.01 zastosowano szeregi (5.7 - 5.11), nastepnie metoda Runge-Kutta jednoczeénie
z réwnania (5.6) obliczajac poszukiwane ciénienie p(g). Okazalo sig, iz dla wszystkich
mozliwych kombinacji obcigzen powtoka réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym
spelniajaca réwnania Eulera-Lagrange’a nie jest konstrukcja optymalng. Zawsze mozna
znalezé dobierajac odpowiednio ¢, z warunku transwersalnosci, pewna inna powloke
sposrod powlok réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym, ktdra jest powloka opty-
malng wykazujac mniejszy cigzar od tamtej.

Rys. 6 przedstawia zalezno$¢ miedzy objetoécia powloki v i wspdlezynnikiem ¢,

okreslajacym zmiany naprezen lub parametrem ¢, dla szczegélnego przypadku obcigzenia
w=0,7%=050razhy = 0. 01 Pokazany typ zaleZno$ci powtarza sie dla wszystkich kom-
binacji obciazen.
" Na rys. 7 pokazano powloke réwnomicrnej wytrzymaloéci w sensie wezszym oraz
powloke optymalna, odpowiednie zmiany grubodci Scianek i rozklady napreZen. Obie
powloki obciazone sa w ten sam spos6b, mianowicie: w = 0, ¥ = 0.5 oraz pokazanym
na rys. 7 rozkladem ciénienia ﬁ(b).

Powloki réwnomiernej wytrzymalosci w sensie wezszym sg zatem konstrukcjami
o wigkszym cigzarze niz odpowiednie optymalne powloki réwnomiernej wytrzymalosci
w sensie szerszym obliczone w oparciu o warunek HMH. Warto jednak na koniec zazna-
czy¢, ze wniosek ten moze ulec zmianie w przypadku zastosowania innego warunku wyte-
zenia np. hipotezy Treski-Guesta.

6. Przemieszczenle w powlokach réwnomicrnej wytrzymalosci

Ksztalty powtok i rozklady naprezeri zostaly uprzednio okreslone bez analizy stanu
przemieszczen. Rozklad przemieszczeri obliczony w oparciu o teorig blonowa nie moze
‘wykazywaé w zadnym punkcie powtoki osobliwosci (zmierzania do nieskoniczonosci). Po-
Jjawienie si¢ bowiem takich osobliwosci $wiadczyé by moglo o istnieniu w pewnych obsza-
rach powloki standw gigtnych co ostabitoby warto$é uzyskanych rozwiazan.

Wykazemy tutaj, iz przemieszczenia w rozwazanych powlokach nie wykazuja osobli-
wosci — sg skonfczone. Za punkt wyjécia przyjmiemy zwiazki geometryczne

ouy  0¢
6.1 gy = ( 30 +—— 20 u,,) cos¢,
62) 1 { dug
. . g = — ¥ +u¢cos¢+u,,sm¢
Oug 1 duy
6.3 =

gdzie ug, Uy, u, $a bezwymiarowymi pomieszczeniami odpowiednio w kierunkach obwo-
dowym, potudnikowym 1 normalnym do powierzchni srodkowej powloki.



PROBLEMY OPTYMALNEGO KSZTALTOWANIA POWLOK 89

‘ iy
Ze wzgledu na osiowa symetuQ Up =01 2

3 @ =0, st1d z rownania (6.3) otlzymujemy'

ve0 = 0.
Zwiazki (6. 1) i (6.2) pozwola na obliczenie przemieszczen uy, u,. Po ellmlnaql Uy Z (6 1)
otrzymujemy réwnanie rézniczkowe rzgdu pierwszego na poszukiwang funkcje u,

du,,,_ do b = & o0 dp
do " dg 8P = o5 T eing do

Catka ogélna réwnania jednorodnego wynosi
(6:5) . Uy = fsing.
Stosujgc metode uzmienniania statej f = f(p) otrzymujemy

6.6) dar g co0 dP

(6.4)

do ~ cosgsing sinZfp do
- Stan naprezen, a zatem i stan odksztalceri okre§lony jest na drodze numerycznej, tak
wiec podanie rozwigzania zamknigtego w calym obszarze powloki nie jest mozliwe.
~ Pewnych osobliwosci w rozkladzie przemieszczen spodziewaé sie mozna w okolicach
podparcia powloki lub tez w otoczeniu punktu ¢ = 0. Zatozylismy wczeéniej, iz podpory
zapewniaja stan blonowy (odpowiednie przemieszczenia), stad interesujacym nas obsza-
rem bedzie wierzcholek powloki i w jego otoczeniu podamy rozklad przemieszczen.
Korzystajac z szeregow (4.7) i (4.6) oraz prawa Hooke’a (ograniczamy si¢ do powlok
sprezystych) otrzymujemy rozklady odksztakcen

6.7 S 4,————(1-—v)+ O (1492 +...

o It :
(6.8) £o =-E,°—.(1—v)—% e (1+9)%+...

' Wykorzystujac (6.7), (6.8) 1 (4.10) oraz uwzglédniajqc dwa wyrazy szeregu, po jedno-
krotnym scalkowamu (6.6) otrzmeJemy

©9 f= [ (1—)(’5‘ 22 ———(1+v)]e+ +C.

Réwnanie (6.9) wraz z (6.5) okreéla rozklad przemieszczen potudnikowych ug w oto-
czeniu punktu o = 0. Latwo sprawdzié, 7e przemieszczenia uy jak i u, s skoriczone w punk-~
cie ¢ = 0, zatem nie istnieje w tym ani Zadnym innym punkcie stan gigtny powloki. Wnio-~
sek ten dotyczy powlok optymalnych réwnomiernej wytrzymalosci w sensie szerszym jak
i powlok réwnomiernej wytrzymatoéci w sensie wezszym.

7. Uwagl koiicowe

Praca zostala zasadniczo po$wigcona analizie kilku zagadnien z zakresu optymalnego
ksztaltowania powlok osiowo symetrycznych w stanie blonowym.

- Uporzadkowano wystepujaca w literaturze klasyfikacje warunkéw wytrzymatoscio-

wych dzielac je na dwie zasadnicze grupy, okre§lone réwnaniami (1.1) i (1.2) oraz pokazano. -
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IéZnice wyhikajqce z zastosowania tych warunkow. Zwrécono uwage na 'konieczno$é
‘wyodrebnienia powlok optymalnych réwnomiernej wytrzymatosci sposréd szerszej klasy
" powlok réwnomiernej wytrzymaloSci. .

Problem optymalizacji powlok poddanych obcigzeniom masowym i powierzchniowym
sformutowano jako klasyczne zagadnienie rachunku wariacyjnego oraz zaproponowano
metodg szeregdéw potggowych, pozwalajaca na uzyskanie rozwigzan w otoczeniu punktu
.osobliwego g = 0. Stwierdzono réwniez, Ze powloka optymalna ksztaltowana w oparciu
.0 warunek réwnomiernej wytrzymatosci HMH przy pewnych obcigzeniach zewngtrznych,
(ktérych poszukiwano) moze staé si¢ powtoka réwnomiernej wytrzymatosci w sensie wez-
szym (1.1), jednakze konstrukcja taka nie spetnia wszystkich wymaganych warunkéw opty-
malnoéci (a mianowicie warunkéw transwersalnodci) i wykaznje wiekszy cigzar od tamtej.
‘Ostatni wniosek moze ulec zmianie w przypadku zastosowania innego warunku wytezZenia.

Wykazano tez, Ze przemieszczenia w rozwazanych powlokach nie wykazujg osobli-
‘wosci (sa skoficzone). '

Na zakonczenie warto podkreslié fakt, ze w stanie’ blonowym powltoki optymalne
w zakresie sprezystym sa réwniez optymalne z uwagi na noéno$é graniczna, czy tez czas
zniszczenia przy kruchym pgkaniu wedlug teorii Kaczanowa — Hayhursta — Leckie’go.
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ConepwaHme

HEKOTOPBIE IIPOBJIEMbI OIITHMAJIBHOI'O $OPMUPOBAHMA
OCEBOCUMMETPUUECKMX BE3MOMEHTHBIX OBOJIOYEK

ITpoGnemoit Hacromuel paGoOTHI ABNAETCA ONTHMANbHOE (HOPMHPOBAHHE OCEBO-CUMMETPIUYECKHK
Ge3MOMEHTHBIX 060JI0UEK, C JOBOJBHO OCLUMMHE CHCTEMAMK HATPYX(EHMH TIPE3eHTAPOBAHHBIME MaCCOBbBI-
My crnamut (CoOCTBeRHBINR BeC, BPAWEHHE), 4 TAKXKE BHelIIHee HArpy>KeHue (HaBierue). B xauectne bymx-
IO LIeNH IIPHHAT 00BEM 0G0JIOUKH ; 3a5ada Peranach Py HCIoMb30BARHA KITaCCHYeCKOro BapHaUOHHOro
HCYHCTIEHHT .. . -

TToHCKH pelneHuit BENUCh B paspagy o0osiodek PAaBHOMEPHOM NMPOYHOCTH, BRIZENAS ABA OCHOBHBIG
THIILI YCIOBHH IIDOYHOCTH ,,yCJIOBHA PaBHOMEPHOR IpOYHOCTH B Oonee yawom cmoicne’’ (1.1), a Taroxe
3;YCIIOBHA PaBHOMEPHOM NPOUYHOCTH B Gosee Iumpoxom cmeicne’” (1.2).

Ornupasnck na ycrnosue tuna (1.2), a umenmo ycnosue I'MIT npuBenens! GopMil 000I0UeK OMTHMANL~
HBIX JIPY PA3IMUHBLIX KOMOMHAUMAX Harpy kenuit. ccieqoBana raxoxe npodiema oGomowcy paBHOMEPHOMH
npounocTi B Gonee yawom cmbicne (1.1) — Kak KOHCTPYKUMs onTumancHass, C 9Tol 1ensIo BeNHch 110~
MCKH BHELIHWX Harpy><eHdil Npu KOTopelx o0onoura BBUIONHAIOLER ypaBHeHus Oinepa-Jlarpamxa
penyuupyerca K oBosouKe paBHOMEPHON npouHocTH B Gonee yakom cmbicne (1.1). Oxasanocs, uToO
000JIOUKA TAKOTO THIIA HE BBLUIOJHAECT BCex TpeOyemblX YCIOBHH OITHMAIBHOCTH.

Summary

SOME PROBLEMS OF OPTIMAL DESIGN OF THE AXJIALLY SYMMETRICAL SHELLS IN
MEMBRANE STATE

The paper deals with the optimal design of axially symmetrical shells in membrane state loaded by
general system of loadings represented by body forces (own weight, rotation) and by external loading —
pressure. As a criterion of design the minimal volume of the shell has been assumed. The problem has been
formulated as a classical problem of calculus of variations,

The possible solution shave to be found in the class of uniform strength shells. Two basic types of
strength conditions have been disinguished: ,,condition of the uniform strepgth in narrower sense” (1.1)
and the more general one ,,condition of the uniform strength in broader” (1.2).

With the aid of the HMH conditions (broader sense) the shape of the optimal shells under different
system of loadings have been given.
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The question, if the shell of uniform strength-in narrower sense is optimal one has been examined. In
order to answer this we looked for external loading which transforms the shell satisfying the Fuler -
Lagrange equations into the shell of the uniform strength in narrower sense (1.1). It turns out that sych
a shell does not satisfy all demanded conditions of optimality.
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Praca zostala zlozona w Redakceji dnia 23. futego 1978 r.



