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1.  Powł oki  równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  wę ż szym  i  w  sensie  szerszym

Eliminacja  stanu  gię tnego  w  powł okach, o  ile jest  to  moż liwe  ze wzglę du  na  sposób
obcią ż enia  i  podparcia,  stanowi  już  pewien  stopień  optymalizacji.  Prowadzi  ona  bowiem
do  równomiernego  wytę ż enia  przekroju  powł oki, a  przy  dodatkowym  warunku  wyrów-
nania  wytę ż enia  w  poszczególnych  punktach  powierzchni  ś rodkowej  do  tzw.  powł ok
równomiernej  wytrzymał oś ci.  Szczegółowy  przegląd  prac dotyczą cy  optymalizacji  powłok
podał   M .  Ż yczkowski  [27].

Pierwsze  prace zakł adały  najprostszą   formę  wyrównania  naprę ż eń

(1.1)  0> =  oe±ffo>

którą  nazwano tutaj „warunkiem równomiernej wytrzymałoś ci w sensie wę ż szym". W wielu
przypadkach  zastosowanie  warunku  (1.1) jest  nieuzasadnionym uproszczeniem problemu
i  zwią zek  ten winien  być  zastą piony  przez  ogólniejszy

(1.2)  <yrcd  = / (<fy,<re)  =   ff0,

gdzie  ared  oznacza  naprę ż enie  zredukowane  wg  przyję tej  hipotezy,  ff0  — naprę ż enie do-
puszczalne,  cfy  i  ae  odpowiednio  naprę ż enia  poł udnikowe  i  obwodowe.  Warunek  (1.2)
bę dzie nazwany  tutaj  „warunkiem równomiernej wytrzymałoś ci w sensie szerszym".  Warto
zauważ yć, że podczas gdy warunek  (1.1) i dwa równania równowagi  okreś lają   jednoznacznie
np. powł okę  obrotowo- symetryczną   zarówno co do gruboś ci  ś cianki jak  i kształ tu powierz-
chni  ś rodkowej,  to warunek  szerszy  (1.2) nie jest warunkiem wystarczają cym  optymalnoś ci
ponieważ  pozostawia  jedną   z  funkcji  dowolną.  Pozostały „stopień swobody"  pozwala  na
zastosowanie  dodatkowej  optymalizacji  np. z. warunku minimum obję toś ci.

W  stanie bł onowym rozkł ad- naprę ż eń w powłoce jest statycznie wyznaczalny.  Oznacza
to,  iż  prawo  fizykalne  efektywnie  nie  interweniuje  i  powł oka optymalna w  zakresie  sprę-
ż ystym jest również  optymalna z uwagi na noś ność graniczną   czy też czas zniszczenia przy
kruchym  pę kaniu  wg  teorii  Kaczanowa  obliczony  w  zależ noś ci  od  rodzaju  materiału
(Hayhurst,  Leckie  [10],  [18])  bą dź  to  w  oparciu  o  kryterium  maksymalnych  naprę ż eń
rozcią gają cych  lub  też  przy  uż yciu  hipotezy  Hubera- Misesa- Hencky'ego  (H MH ).  Z  tą
ostatnią   zwią zane  jest  również  energetyczne kryterium zniszczenia  (tzw. bariera  dysypacji
energii)  wprowadzone  przez  Z.  Bychawskiego  i  W.  Olszaka  [5],  nastę pnie  rozwinię te
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przez  H.  Kopeckiego  i  J.  Walczaka  [15]  w  zastosowaniu  do  tarcz  wirują cych.  Tak  wię c
optymalne  powłoki  równomiernej  wytrzymałoś ci  mogą   być  traktowane  również  jako
optymalne z uwagi na czas krytyczny  —  ż ywotność  konstrukcji.

Przed  sformułowaniem  celu  obecnej  pracy  omówimy  krótko  historię   zagadnienia.
Jako pierwszy, bo już  w  roku  1908,  M . Milankovic  [21] kształ tował  powł okę  w  stanie

błonowym  obcią ż oną   cię ż arem  własnym  i ciś nieniem  cieczy. Zastosował on warunek  (1.1).
Wyniki  liczbowe  dla przypadku  dział ania tylko  cię ż aru wł asnego  podał   G. Megareus  [20].
W  oparciu  o  ten  sam  warunek  K.  Federhofer  [7]  okreś lił   tzw.  zbiorniki  kroplokształ tne,
a  ten  sam  autor wraz  z  J.  Krebitzem  [9] podał   pewną  metodę  numerycznego  cał kowania
uzyskanych  równań.  Stronę   konstrukcyjną   zbiorników  kroplokształ tnych  rozważ ają
T. Poschl  [22], E. Kottenmeier  [17] i C. Bramski  [2],  [3]. Przypadek  stałego ciś nienia  roz-
waż ał   F. Tolke  [25], natomiast  przegląd  rozwią zań  uzyskanych  przez  I I  wojną   ś wiatową
dla  powłok  równomiernej  wytrzymałoś ci  w  sensie  wę ż szym  podaje  K.  Federhofer  [8].

Warunek  typu  (1.2) mianowicie  warunek  Treski- Guesta  zastosował   C. B.  Biezeno  [1].
Poszukiwał  on optymalnego  ukształ towania powierzchni  ś rodkowej  dna  kotła  przy  zawę-
ż eniu się  do stałej gruboś ci  ś cianki.

Zbliż oną  problematykę  poruszają   prace R. A.  Struble'a  [24] i E. H. Browna. [4]. Omówione
powyż ej  prace  dotyczą   doboru  optymalnej  powierzchni  ś rodkowej  przy  stałej  gruboś ci
ś cianki.  Równolegle  rozwija  się   problematyka  doboru  gruboś ci  ś cianki  przy  okreś lonej
powierzchni  ś rodkowej.  Pierwszą   jest  tu  praca  H. Zieglera  [26], której  okreś lił   optymalną
zmianę   gruboś ci  kopuły  sferycznej  pod  cię ż arem  własnym  przy  warunku  równomiernej
wytrzymałoś ci  Treski- Guesta  w  sensie  szerszym.

W.  Issler  [13],  [14] przeprowadził   ogólną   analizę   istnienia  rozwią zania  takiego  zagad-
nienia i zastosował  warunek  Hubera- Misesa dla róż nych powierzchni obrotowych  drugiego
stopnia. P. Csonka  [6] poszukiwał   optymalnej  gruboś ci  hiperboloidalnej  wieży  chłodniczej.

Z  punktu  widzenia  optymalizacji  najbardziej  interesują ce  są   prace  dotyczą ce  jedno-
czesnego  doboru  optymalnej  gruboś ci  i  powierzchni  ś rodkowej.  Jednakże  wię kszość do-
tychczasowych  prac  ogranicza  się   do  optymalizacji  parametrycznej.  G. A.  Hoffman  [11],
[12] dobiera  optymalną   gubość  dna  kotła  i  optymalne  parametry  powierzchni  ś rodkowej
kolejno w  oparciu o warunek  T- G i H M H .

Podobne podejś cie zastosował  w  [23] W. S. Read, dobierając  grubość  i optymalne parametry
pewnej  powierzchni  czwartego  stopnia.

Podejś cie  wariacyjne  zastosował   S.  Łukasiewicz  [19] do  optymalizacji  powł ok  podda-
nych  obcią ż eniom  skupionym  przy  warunku  Treski- Guesta.  Przy  zastosowaniu  warunku
H M H ,  T- G  lub  Beltramiego,  C.  N .  Kostem  [16]  zajmował   się   optymalizacją,  z  uwagi
na  minimum  cię ż aru,  powłoki  obcią ż onej  ciś nieniem  hydrostatycznym.  Jako  zmienną
niezależ ną   autor przyją ł   długość ł uku  s mierzoną   wzdłuż poł udnika powł oki.  Wystę pują ce
w równaniach równowagi  zmienne r, z, §  (rys.  1) są  zatem funkcjami  s. Jedynie jedną   z tych
wielkoś ci moż na przyją ć  jako niezależ ną; pozostałe dwie zwią zane  są  z wybraną   równaniami
róż niczkowymi  wynikają cymi  z geometrii powł oki. C. N . Kostem traktuje  te wielkoś ci jako
niezależ ne  nie  uwzglę dniają c,  zwią zków  geometrycznych.  D odatkowo  przyję ty  warunek
T- G w  postaci  efy — er© — a0  nie  może  rjyć  spełniony w cał ym  obszarze  powł oki.  Jakkol-
wiek  autor  przytacza  graficzne  opracowanie  wyników  numerycznych  to  poprawność
sformułowania  problemu  w  tej  pracy  budzi  wą tpliwoś ci.



PROBLEMY  OPTYMALNEGO  KSZTAŁTOWANIA  POWŁOK  77

2.  Cel obecnej  pracy  -

Kształ towanie  powł ok w stanie  bł onowym przy  spełnieniu warunków  wytrzymałoś cio-
wych w postaci  równoś ci  prowadzi  do poję cia  powł ok równomiernej  wytrzymałoś ci. W li -
teraturze, za powł oki  optymalne  uważ ane  są  zarówno  konstrukcje  okreś lone  przez rów-
nanie  (1.1), jak i powł oki kształ towane w oparciu o rachunek wariacyjny  przy  zastosowaniu
warunku  wytrzymałoś ciowego  typu  (1.2).

Obecna praca stawia  sobie za cel analizę  kilku  zagadnień z zakresu  optymalnego kształ-
towania  powł ok  osiowo- symetrycznych,  a  mianowicie:

1)  uporzą dkowanie  klasyfikacji  warunków  wytrzymałoś ciowych  wykorzystywanych  do
kształ towania  i  wyraź ne  wyodrę bnienie  powł ok  optymalnych  spoś ród  szerszej  klasy
powł ok równomiernej wytrzymałoś ci nie bę dą cych na ogół  konstrukcjami  optymalnymi,

2)  sformułowanie  wariacyjne  problemu  optymalnego  kształ towania  powłok  osiowo-
symetrycznych  przy  dość  ogólnym  sposobie  obcią ż enia  reprezentowanym  przez  siły
masowe  (cię ż ar  własny, wirowanie)  i obcią ż enia  powierzchniowe  (ciś nienie),

3)  podanie  analityczno- numerycznej  metody  cał kowania  równań  Eulera- Lagrange'a
(wobec wystę powania  w nich pewnych osobliwoś ci)  w przypadku  ogólnym  rozważ onego
obcią ż enia  oraz  podanie  przykł adów  kształ tów  powł ok  optymalnych  przy  róż nych
kombinacjach  obcią ż eń,

4)  zbadanie  problemu  przy  jakich  obcią ż eniach  zewnę trznych  (powierzchniowych) po-
wł oka  spełniają ca  równanie  Eulera- Lagrange'a  zredukuje  się  do powłoki  równomiernej
wytrzymałoś ci w sensie  wę ż szym (1.1) i czy taka  konstrukcja  może  spełniać wszystkie
wymagane  warunki  optymalnoś ci,

5)  okreś lenie  rozkł adu przemieszczeń w badanych powł okach przy  dodatkowym założ eniu
sprę ż ystoś ci  materiał u.

3.  Sformułowanie  problemu  powłok  optymalnych

Rozważ ymy  osiowo- symetryczną   powł okę   obcią ż oną   ciś nieniem  wewnę trznym lub
zewnę trznym  p(r),  cię ż arem  wł asnym  oraz  wirowaniem  ze stałą   prę dkoś cią   ką tową   co.
Powł oka wsparta jest na pierś cieniu o zadanym promieniu a, rys. 1,

Sformułujemy  problem  optymalizacji  powł oki  jako  klasyczne  zagadnienie  rachunku
wariacyjnego.  Tak wię c poszukiwać  bę dziemy  minimum funkcjonału — obję tość  powł oki

(3.1)  V=2n f- Ą - ir- .mb;
J  cos©

Rys. 1
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przy  warunkach  pobocznych, w postaci  dwu  równań  równowagi

(3.2)  H[a^r(j)CO&(f>- 1raes\n.(j>~r(mgcos(j)+a)2mrsin(j))]  — )'p(r)  =  0,

(3.3)  Hia^- a  ̂ + riHa^ + Ha^Ą - Hrio^mr- mgtg^)  = 0

oraz  warunku  H M H równomiernej  wytrzymał oś ci  w sensie  szerszym

(3.4)  <r$ +  <rg

gdzie —  = (• ), H, m, g oznaczają  odpowiednio: grubość  ś cianki  powł oki, masę  wł aś ciwą,

przyspieszenie  ziemskie.

Równania  (3.1),  (3.2),  (3.3)  zostały  wyprowadzone  w najwygodniejszym  dla  takiego
zadania  ukł adzie  współ rzę dnych  (r, <£),  który  pozwala  w porównaniu  z  ukł adem współ-
rzę dnych najczę ś ciej  stosowanym  (r, z), zredukować  równania  rzę du  drugiego  do  równań
pierwszego  rzę du  (ż = tg$).  *

Wprowadzając  nastę pują ce  wielkoś ci  bezwymiarowe  p = —,  h =  —,  v =  • ——
a  a  2na3

PKO)  =   > 7 =  •   > w  =   > SÓ =  —- ,  s& — —  oznaczają ce  kolejno  zmien-
<y0  < r 0  ff0  a0  <y0

ną  niezależ ną,  grubość  ś cianki,  obję toś ć,  ciś nienie,  cię ż ar  wł aś ciwy,  kwadrat  prę dkoś ci
ką towej,  naprę ż enia poł udnikowe i obwodowe  równania  (3.1), (3.2), (3.3),  (3.4)  zapiszemy
w  postaci

i  '  •

(3.5)  Q ^ .
o

(3.6)  Gi =  h [sj,  QĄ > cas<t>+s@  sin<£ — q(y c o s$  +  WQ sin < / > ) ]—QP(Q)  =   0,

(3.7)  G2 -   A( ^ - je) + . ( ^ + ^ ) + Ae( we - yt g )̂  = 0,

(3.8)  G3 = 4+4- 5^- 1  = 0.

Zagadnienie to rozwią ż emy  stosując  metodę mnoż ników  Lagrange'a.  Nowy  funkcjonał
zapiszemy  w  formie

1 3  1

(3.9)  - J= J(G0  +  2xtG,)dQ=jF*de,
0  ( = 1  0

gdzie  Aj(@) — mnoż niki  Lagrange'a,  a odpowiednie  równania  Eulera- Lagrange'a  przyj-
mują  postać

(3  10)  8F*   -   d  8F*   -   C

gdzie xi  =  </>, A,fy,  s@.

By wyjaś nić pojawienie  się w (3.10) stał ych Q rozpatrzymy  funkcjonał

(3.11)  7w JF(x,k,'i)dx

w  którym  wystę puje  zmienna  niezależ na  i  pochodne poszukiwanej  funkcji.  Odpowiednie
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równanie  Eulera- Lagrange'a  po  formalnym  jednokrotnym  scałkowaniu  przyjmuje  postać:

dF _  d  dF  _
^ '  '  dz  dx  dz

Podstawiając  do (3.11) ż = y otrzymujemy  funkcjonał

(3.13)  /  = fF(x,y,y)dx,

który  powinien prowadzić  do tej samej  ekstremali.
Zapominając  o róż niczkowanym  zwią zku  mię dzy y i z otrzymalibyś my  ekstremalę,  której
równanie nie da się  sprowadzić  do formuły  (3.12)  (stała c równa się  zero). Łatwo to moż na
sprawdzić  na przykł adzie  prostego  zadania o poszukiwaniu  najkrótszego  łuku  ł ą czą cego
dwa  punkty.  Ostatecznie  wię "c* równanie  ekstremali  otrzymane  z  (3.13)  powinno  mieć
postać

(3.14)  TT- fTr--
v  '  By  dx dy
Stałą  c wystę pują cą   w  (3.12) i  (3.14) należy  wyznaczyć  bą dź  to z warunków  brzegowych,
albo  też z  odpowiedniego  warunku  transwersalnoś ci.  Ogólnie  powiedzieć  moż na, bez.
przeprowadzenia  dowodu, iż dla funkcjonału  typu  (3.11) stała c jest róż na od zera i winna
być wyznaczona  z warunków  brzegowych  gdy ich ilość  równa jest 3 lub 4 w zależ noś ci od
rzę du  równania  (3.12).  W  przypadku  gdy  ilość  warunków  brzegowych  jest  mniejsza  lub
równa  2, wówczas  stałą   c wyznaczymy  z warunku  transwersalnoś ci

dF  d dF

i  wynosi  ona zero, c = 0.
Powracając  do rozpatrywanego  zagadnienia  dla xt  — h, s$, s6  otrzymujemy  C2 =

C3  = Q = 0. Mają c  na uwadze  róż niczkowy  zwią zek  mię dzy  z <j)(ż = tg<j>)   dla xt =<f>
w  równaniu  (3.10)  pozostawiamy  stałą  Ct i równanie  to bę dzie  całką   pierwszą.  Stałą  Ct

wyznaczymy  z  warunku  transweralnoś ci  (3.15)  otrzymując  Cx = 0'.  Ostatecznie  wię c
w  rozważ anym  problemie  wszystkie  stałe  C< równe  są  zero,  C; = 0.

Po zastosowaniu  równań  (3.10) do (3.9), uporzą dkowaniu i eliminacji  A3  otrzymujemy
nastę pują cy  ukł ad  równań  .  .

(3.16)  A2y +Aj.sucos  <̂  — sin<̂> = 0,  ,.

(3.17)  ^2U?(w(? — y  t g< ^ ) —s$ \—  X2QSĄ - \ -  AJ  [S  ̂Q(j) cos  <]>  +

+ j 0 s i n ^  — Q(ycos(j) + WQsin<j>)] + Q/ CQS^) = 0 ,

które  są  podstawowymi  zwią zkami  dla obu rozważ anych  przypadków.

4.  Całkowanie  równań  Eulera- Lagrange'a  w przypadku  ogólnym

Dla  zadanej  wartoś ci  i  rozkł adu  ciś nienia  />(<?) równania  (3.16),  (3.17),  (3.18)  wraz
z  równaniami  równowagi  (3.6),  (3.7) oraz  warunkiem  równomiernej  wytrzymałoś ci (3.8)
stanowią   wystarczają cy  ukł ad,  z  którego  wyznaczyć  moż na  nieznane  funkcje  kształ tu
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4>  = <Ke)> ^  =  KQ)>  rozkł ad naprę ż eń ^  =   S,J,(Q),  S@  =   S0(Q) oraz  Ax(e)  i  A2(g). Powł oka
okreś lona w ten sposób  bę dzie konstrukcją  równomiernej wytrzymał oś ci w sensie  szerszym
0  najmniejszym  cię ż arze.

Funkcje  Xx  i  ź l2  nie  mają  w  rozważ anym  zagadnieniu  wyraź nej  interpretacji  fizycznej
1 najczę ś ciej  dą ży się do ich eliminacji. W  obecnej pracy  zdecydowano się jednak na metodę
bezpoś redniego cał kowania. W tym celu otrzymany ukł ad równań przekształ cimy do postaci
• wygodnej  w  obranej  metodzie

(4.2)  h^=h[se- s4,- Q(wQ- ytg4>)\ ,

(4.3)  h  =  »#

(4.4)  i 1  =

< 4 - 5 > ^̂

(4.6)  kx\Q(ycos  ̂ + WQsm(j))- sm^  1.% + - ^ ^ — —^  ~
L  \   ZSg  — S,!,  / J

gdzie  n^  oznacza  siłę  poł udnikową.  Kryterium  wytrzymał oś ciowe  pozostaje  bez  zmian.
Powyż szy  ukł ad  równań  wykazuje  osobliwoś ci  w  punkcie Q =   0. By  zbadać te  osobli-

woś ci  rozwinię to  wszystkie  funkcje  w  szeregi  potę gowe  w  otoczeniu  Q — 0.  Okazało się,
iż  proste  szeregi

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

SQ  =   1 +  C2 £

h =   ho+h2£

h  =   ho  + y

^2  =  A 2 1g4

24- ...,  lub
|2 + . . .,  lub

> 2 + ...,
zQ3  +  - - - ,

Ll2g2+ ...,

• 43e
34- ...,

f 2g
2  + - ",

opisują  te  osobliwoś ci,  gdzie p0  i p2  znane współ czynniki  obcią ż enia.  Przy  rozwinię ciach
uwzglę dniono  fakt,  że  naprę ż enie  w  zależ noś ci  od  sposobu  obcią ż enia  mogą  być  roz-
cią gają ce  lub  ś ciskają ce.

Podstawiając  (4.7-  4.13)  do  zwią zków  (4.1 -  4.6)  oraz  do  kryterium  wytrzymał oś cio-
wego (3.8) otrzymujemy  ukł ad 8 równań algebraicznych na  10 nieznanych współ czynników
szeregów  (róż nica  mię dzy  liczbą  niewiadomych  współ czynników  a  liczbą  otrzymanych
równań jest niezależ na od zastosowanej  iloś ci wyrazów szeregów  i wynosi  dwa). Dwa współ-
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czynniki,  które zasadniczo  mogą   być  wybrane  dowolnie, pozostają   wstę pnie  nieokreś lone.
Okazuje  się ,  iż najkorzystniej  bę dzie  pozostawić  n ieokreś lon ej  i  A.1O] wówczas  pozostałe
wyraż ają   się   nastę pują co:

(4.14) =  - c2.=   - Y y +  y

(4.15)  K  =  + Po

(4.16)  h2  =  - Po
2(2<l> 1±y)

(4.17)

(4.18)  A13  =

(4.19)
1

(4.20)  A23  = y A 1 0 | 2 ^ 3 - ~ ^ ±̂ —

gdzie  znak  górny  zwią zany  jest  z  przypadkiem  naprę ż eń  ujemnych.  Alo  nie  wystę puje
w  zwią zkach  (4.14-  4.17)  i  nie  ma  wpływu  na  kształt powł oki  optymalnej.  Wniosek  ten

0.21

0,22

0,20

0.18

0,16

0,11

0.12

0,10

0,09

p (9) = 0,0025=const

w =0,5
w=0

0.1 0.2 0.3 OJ 0.5 Q.6 OJ 0,8

Rys.  2

6  Mech. Teorct.  i  Stos.  1/79
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został  również potwierdzony na drodze obliczeń numerycznych. N atomiast ^±  (krzywizna
powł oki dla  Q  — 0) winno być wyznaczone z warunku  optymalnoś ci v  — min. (dodatkowa
optymalizacja  po  wolnym parametrze).

Z numerycznego punktu widzenia problem bę dzie rozwią zany jako zadanie począ tkowe.
Tak wię c dla przedziału 0  <  Q <  0.01 zastosowano szeregi  potę gowe  (4.7 -  4.13). Nastę pnie
równania  (4.1 - 4.5)  rozwią zywano  metodą   Runge- Kutta 4  rzę du  dla  zmiennych  wartoś ci

Ol  0.2 0.3  04  0.5  OM 0.7 OS  0.3  1.0

h- 101

0,2451
0.25

0.20

0,15

0.1
0,113348

0.1  0.2 0.3  0Ą   Q5  OB 07  0.8  0.3  W

0,4327 p - -   7f ( i )  =1,2350 rod

03

02

0,1

0.1  02  0.3 0.4 0.5  0.6  0,7 0.8  0.9  1.0

Rys.  3

parametru  $x.  Na  każ dym  kroku  cał kowania  rozwią zywano  ukł ad  dwu  równań  alge-
braicznych  (3.8)  i  (4.6)  wyznaczając  tym  samym  naprę ż enia  s+ i  se.  Optymalną   wartość
parametru  ^ j  dla  każ dej  dopuszczalnej  kombinacji  obcią ż eń  okreś lono  z  warunku  mini-
mum  obję toś ci  powłoki  każ dorazowo  obliczając  cał ką   (3.5).  ,

Okazuje  się , iż parametr ̂ x  nie może być  dowolnie duży  i ograniczony jest warunkiem

CA 9H   fh(\ }  =   —

N a  rys.  2  pokazano  krzywą   optymalnych  wartoś ci  p a r a m e t r û   oraz  krzywą   wyni-
kają cą   z warunku  (4.21) dla zmiennych wartoś ci  bezwymiarowej  prę dkoś ci ką towej  wj>rzy
y  = 0  i  ustalonym  ciś nieniu  P(Q) = 0.0025 =  const,  (zmiana  wartoś ci  ciś nienia  p  nie
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powoduje  zmiany  wartoś ci  parametru  $1).  D la  przedziału  prę dkoś ci  0  s$ w  <  4.15  opty-
malna  wartość  parametru  4>x pozwala  osią gnąć  minimum  analityczne  funkcjonał u.  D la
prę dkoś ci  vp>  4.15  obie  krzywe  „zlewają  się"  i  optymalne  <jSi  zdeterminowane  jest  wa-
runkiem  (4.21). Oznacza  to, iż p a r a m e t r̂   dobierany jest na brzegu  dopuszczalnego  prze-
dział u. Podobne wykresy  sporzą dzić  moż na  dla  innych  kombinacji  obcią ż eń  wł ą czają cych
przypadki  naprę ż eń  ujemnych,  jednakże  wnioski  pozostają  niezmienione.

S0.So

0.70

0.60

0.50

0,2

• 06622

.0.5773

• 0,4830

0.3

• ——

0.5

• ~ —.

0.6 0.7 0.8

• —

0.9 to

T  1  ,  ,  ,  . x  1  . 1  .  o

0.0  0,1  02  0.3  Oft  05  0,6  0.7  0,8 09 1.0

60°

I

Powloką  optymalna

0.1  0,2  0.3  0,1  0.5  0.6 0.7  OM 0,9  1,0  f

Rys.  4

Rys.  3  przedstawia  przykł ad  powł oki  optymalnej  (w  =  1.0,  y  =  0, p  — 0.0025).  Po-

kazano  rozkł ad  gruboś ci  ś cianki  oraz  rozkł ady  naprę ż eń  s+  i  se.  Optymalna  wartość  pa-

rametru  # !' =  0.505.
Ciekawym  przykł adem  jest  również  powł oka  obcią ż ona  tylko  stał ym  ciś nieniem  p0.

Okazuje  się,  że powł oka  sferyczna  o  optymalnym  ką cie  rozwarcia  <£0  •   W3  ( s t a ł e  naprę-
=   se  =  1,  stała  grubość  ś cianki)  uważ ana  do  tego  czasu  za  optymalną  nie  jestż enia

konstrukcją  najlż ejszą.  Moż na  znaleźć  powł okę  lż ejszą,  która  jest  optymalna,  posiada
zmienną  grubość  ś cianki  i  zmienny  rozkł ad  naprę ż eń.  Zysk  na  cię ż arze,  w  stosunku  do
optymalnej  powł oki  sferycznej,  wynosi  około  z  ss  3,8%.

Rys.  4  przedstawia  optymalną  powł okę  sferyczną  oraz  optymalną  powł okę  równo-
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miernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  szerszym.  Pokazano  również  odpowiednie  rozkł ady  gru-

boś ci  ś cianek  i  naprę ż eń  dla  obu  powł ok.

Jako  dalszy  przypadek  obcią ż enia  rozważ ymy  powł okę  poddaną  dział aniu  jedynie

cię ż aru  wł asnego  y  (w  ~ p  =   0).  Ze  zwią zku  (4.15)  wynika,  że  <£1( nie jest  tu  dowolne

i wynosi  <frt   — y/2  (warunek speł nienia równania równowagi  (2.6) dla  Q =  0).  Począ tkowa

102

1,01

1.00

039

0.98

097 'Se,f=W

0.1  0.2 0.3 0.1 0.5  0.6  0.7 0.8 0.9  W

W
1.3570

1.30

1.10
1.0765

1,00

0.1  0,2 0.3 0.1 0,5 0.6 0.7  0.8  0.9'  W

Z
0.3

0,2580
0.2

0,1259
OJ

0.1  0.2  0.3  0,1  Q5  0,6 0.7 0,8 0.9  W

Rys.  5

grubość  ś cianki  h0  pozostaje  dowolna  i nie ma  wpł ywu  jakoś ciowego  na  kształt powł oki

optymalnej.  . , ,  ,  .  .

N a  rys.  5 pokazano kształt powierzchni ś rodkowej,  zmiany gruboś ci  ś cianek  i rozkł ady

naprę ż eń  dla  dwu  wybranych  wartoś ci  bezwymiarowego  cię ż aru  wł aś ciwego:  y  =  0,5,

y- 1,0.

5.  Powł oki  równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  wę ż szym  speł niają ce  równania Eulera — Lagrange'a

Jak to wspomniano poprzednio powł oki równomiernej wytrzymał oś ci w sensie  wę ż szym

są  okreś lone  jednoznacznie  przez  równania równowagi  i  kryterium  wytrzymał oś ciowe,

ale w  ogólnoś ci nie są  one optymalne. Z drugiej  strony warunek  równomiernej  wytrzyma-
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łoś ci w  sensie  szerszym  jest niewystarczają cym  warunkiem  optymalnoś ci  i winien  być  uzu-
pełniony  równaniami  Eulera- Lagrange'a.  ,

Interesują cym  problemem  teoretycznym  jest  zagadnienie  kiedy  powł oka  optymalna
może być przetransformowana  do powł oki  równomiernej wytrzymałoś ci  w sensie  wę ż szym
(1.1)  i  czy  taka  konstrukcja  pozostanie  nadal  optymalną.  Transformacja  taka  może mieć
miejsce  przy  pewnych  obcią ż eniach  zewnę trznych;  tak  wię c  poszukiwać  bę dziemy  odpo-
wiedniej  funkcjiJ?(g).  W  rozważ anym  przypadku p(g)  bę dzie dodatkową   nieznaną   funkcją ,
natomiast  rozkł ad  naprę ż eń  zał oż ymy  w  formie  ,

(5.1)  ty  =  s@  =  1  lub  S4  -   se  =  —I.- '

Podstawiając  (5.1)  do  (3.6),  (3.7),  (3.16),  (3.17),  (3.18)  otrzymujemy  ukł ad  równań,

który  okreś la  nieznane  funkcje:  Ą (Q),  II(Q),  P(Q)  oraz  AI(Q)  i  A2(g),  Ukł ad  ten przekształ-

cimy  do  postaci  nadają cej  się   do  numerycznego  cał kowania. W  tym  celu  równania  (2.17)

i  (2.18)  odejmujemy  stronami  otrzymując  równanie  algebraiczne,  które  nastę pnie  róż-

niczkujemy.  Wykorzystując  do  eliminacji  lx  i  A2  równania  (3.18)  i  (3.16)  otrzymujemy

COS  (D

Równanie  róż niczkowe  okreś lają ce  grubość  powłoki uzyskane  ze  zwią zku  (3.7)  przybiera
postać

(5.3)  h  =  ±KwQ~ytg(j>),

natomiast  Kx  i'  A2  obliczamy  z  równań  (3.16)  i  (3.18)

(54) k  =   +- """
COS3(j)

(5,5)  i 2  =  —  [Q<J>  cos  $  -   sin  <j>)   +   A2] .

Pozostałe  równanie  równowagi  (3.7)  posłuży  do  okreś lenia  poszukiwanego  rozkł adu
ciś nienia

h r  .,•(5.6) P(Q)  + ^ ^

Uzyskany  ukł ad  równań  wykazuje  osobliwoś ci  dla  Q — 0,  które  zbadano  rozwijają c
wszystkie wystę pują ce  tutaj  funkcje  w  szeregi  potę gowe.  Jednakż e, w  porównaniu  z pop-
rzednim  przypadkiem  ze  wzglę du  na  specyfikę   otrzymanego  ukł adu  równań  (A23  i  <j> 3

wyraż ają   się   przez  siebie  i nie ma  moż liwoś ci  efektywnego  ich okreś lenia),  przy  rozwinię -
ciach  funkcji   (J),  Ai,  A2,  należy  wzią ć  pod  uwagę   o jeden  wyraz  szeregu  wię cej:

( 5 . 7 )  _•  (j,  =(j)' ]LQ+(i) 3Q
3+^5Q

S+ . . . ,_

(5.8)  h  =  ho + h2e

2  +  ...,
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(5.9)  h

(5.10)  A2

(5.11)  p  =

Podstawiając  (5.7-  5.11)  do  równań  (5.2-  5.6)  uzyskamy,  w  porównaniu  z  poprzed-
nim przypadkiem, o dwa równania wię cej. Pozwolą  one na obliczenie $ 3  i <£23. Ostatecznie
ograniczymy  się  do  efektywnego  wyznaczenia  współ czynników  dwóch  wyrazów  każ dego
z  szeregów.

Po  odpowiednich  przekształ ceniach  otrzymujemy

(5.12)  03  =   ^

(5.13)  Po  =

(5.14)  p2  =

(5.15)  h2  = ± y K

(5.16)  A13  -   T^

(5.17)  A 2 1 - y

(5.18)  A23  =  i -

Tak  jak  i  poprzednio  A10  pozostaje  tutaj  niewyznaczone  i  nie  ma  wpł ywu  na  kształt
powł oki  równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  wę ż szym, natomiast $t  nie jest  dowolne,
zdeterminowane jest tutaj warunkiem stał oś ci naprę ż eń. Podstawiając  do (4.14) ct  — c2  -   0
otrzymujemy

(5.19)  ^  =

(5.20)  ói

Zwią zek  (5.19)  odnosi  się  do  przypadku  naprę ż eń  rozcią gają cych  przy  czym  obcią ż enia

masowe  muszą  speł niać  nierówność  y  >  2}/w.  Okazuje  się  również,  iż  peł na  powł oka

równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  wę ż szym  speł niają ca  równania  Eulera- Lagrange'a

obcią ż ona tylko „wirowaniem" w i odpowiednim ciś nieniem p(c)  nie może istnieć. Moż liwa

jest w tym przypadku jedynie  konstrukcja  z otworem, która nie bę dzie tutaj  dyskutowana.

Zwią zek  (5.20) sł uszny jest dla naprę ż eń ujemnych  przy  czym albo  y  <  0  (oznacza to,

że  cię ż ar  wł asny  wywoł uje  naprę ż enia ś ciskają ce;  powł oka ma  pozycję  odwrotną  niż po-

kazano  to  na  rys.  1)  lub  też  w  >  - y  y2.
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Grubość  ś cianki  h0  dla  Q =  0  dobiera  się   dowolnie  i  jednocześ nie  poprzez  równanie
(5.13)  determinuje  ono  wartość  począ tkową   ciś nienia  p0.

Metoda  cał kowania  otrzymanych  równań  (5.2 -  5.5)  jest  taka  jak  poprzednio.  Dla
0  <  Q <  0.01 zastosowano szeregi (5.7 -  5.11), nastę pnie metodą   Runge- Kutta jednocześ nie
z  równania  (5.6)  obliczając  poszukiwane  ciś nienie  P(Q).  Okazało  się ,  iż  dla  wszystkich
moż liwych  kombinacji  obcią ż eń  powł oka  równomiernej  wytrzymałoś ci  w  sensie  wę ż szym
spełniają ca  równania  Eulera- Lagrange'a  nie  jest  konstrukcją   optymalną.  Zawsze  moż na
znaleźć  dobierając  odpowiednio  4>i.   z  warunku  transwersalnoś ci,  pewną   inną   powłokę
spoś ród  powłok równomiernej  wytrzymałoś ci  w  sensie  szerszym,  która jest powłoką   opty-
malną   wykazując  mniejszy  cię ż ar  od  tamtej.

Rys.  6  przedstawia  zależ ność  mię dzy  obję toś cią   powłoki  v  i  współ czynnikiem  cx

okreś lają cym  zmiany naprę ż eń lub parametrem <f> 1  dla  szczególnego  przypadku  obcią ż enia
w  =  0, y  -   0.5 oraz h0  — 0.01. Pokazany  typ zależ noś ci powtarza  się  dla wszystkich kom-
binacji  obcią ż eń.

N a  rys.  7  pokazano  powłokę   równomiernej  wytrzymałoś ci  w  sensie  wę ż szym  oraz
powłokę   optymalną,  odpowiednie  zmiany  gruboś ci  ś cianek  i  rozkł ady  naprę ż eń.  Obie
powłoki  obcią ż one  są   w  ten  sam  sposób,  mianowicie:  w  =  0,  y  =   0.5  oraz  pokazanym
na  rys.  7  rozkł adem  ciś nienia P(Q).

Powłoki  równomiernej  wytrzymałoś ci  w  sensie  wę ż szym  są   zatem  konstrukcjami
o  wię kszym  cię ż arze  niż  odpowiednie  optymalne  powł oki  równomiernej  wytrzymałoś ci
w sensie  szerszym  obliczone w  oparciu  o warunek  H M H . Warto  jednak  na  koniec zazna-
czyć, że wniosek  ten może ulec zmianie w przypadku  zastosowania  innego warunku  wytę -
ż enia  np.  hipotezy  Treski- Guesta.

6.  Przemieszczenie  w  powłokach równomiernej  wytrzymałoś ci

Kształ ty  powłok  i  rozkł ady  naprę ż eń  zostały  uprzednio  okreś lone  bez  analizy  stanu
przemieszczeń.  Rozkł ad  przemieszczeń  obliczony  w  oparciu  o.teorię   bł onową   nie  może
wykazywać w  ż adnym punkcie powł oki osobliwoś ci  (zmierzania  do nieskoń czonoś ci). Po-
jawienie  się   bowiem  takich  osobliwoś ci  ś wiadczyć by  mogło o istnieniu w pewnych  obsza-
rach  powłoki  stanów  gię tnych  co  osłabił oby  wartość  uzyskanych  rozwią zań.

Wykaż emy  tutaj,  iż  przemieszczenia  w  rozważ anych  powł okach  nie wykazują   osobli-
woś ci—  są   skoń czone.  Za  punkt  wyjś cia  przyjmiemy  zwią zki  geometryczne

(6.2)  .  %  =  —

(6.3)

gdzie  uB,  14$,  u„  są   bezwymiarowymi  pomieszczeniami  odpowiednio  w  kierunkach  obwo-

dowym,  poł udnikowym  i  normalnym  do  powierzchni  ś rodkowej  powł oki.
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Ze wzglę du na osiową  symetrię  u&  = 0  i  - —• =  0,  stąd  z  równania  (6.3)  otrzymujemy

Zwią zki  (6.1) i  (6.2) pozwolą  na obliczenie przemieszczeń  tą ,  u„.  Po eliminacji  u„  z (6.1)

otrzymujemy  równanie  róż niczkowe  rzę du  pierwszego  na  poszukiwaną  funkcję  u$

(6.4)  * L - ^ | L ^  .liL.JSBL.4fe.,
v  '  dq  v  dq  ^  cos<£  sm$  dq
Cał ka  ogólna  równania  jednorodnego  wynosi

(6.5)  ŵ, =  / sin ^.

Stosując  metodę  uzmienniania  stał ej  /   = / (g)  otrzymujemy

d@  c o s$ s i n$  sia.2<j>  dg

Stan  naprę ż eń, a  zatem  i  stan  odkształ ceń okreś lony  jest  na  drodze numerycznej,  tak
więc  podanie  rozwią zania  zamknię tego  w  cał ym  obszarze  powł oki  nie  jest  moż liwe.

Pewnych  osobliwoś ci  w  rozkł adzie przemieszczeń  spodziewać  się  moż na  w  okolicach
podparcia  powł oki  lub  też  w  otoczeniu punktu  Q =  0.  Zał oż yliś my  wcześ niej,  iż  podpory
zapewniają  stan  bł onowy  (odpowiednie  przemieszczenia),  stąd  interesują cym  nas  obsza-
rem  bę dzie  wierzchoł ek  powł oki  i  w  jego  otoczeniu  podamy  rozkł ad  przemieszczeń.

Korzystając  z  szeregów  (4.7)  i  (4.6)  oraz prawa  H ooke'a  (ograniczamy  się  do powł ok
sprę ż ystych)  otrzymujemy  rozkł ady  odkształ ceń  . . .

(6.7)  e ^ ^ ^

(6.8)   C e .

Wykorzystując  (6.7),  (6.8)  i  (4.10)  oraz  uwzglę dniając  dwa  wyrazy  szeregu,  po jedno-
krotnym  scał kowaniu  (6.6)  otrzymujemy

(6.9)  /  =

Równanie  (6.9) wraz  z  (6.5)  okreś la  rozkł ad przemieszczeń  poł udnikowych  u$ w oto-
czeniu punktu Q =   0. Ł atwo sprawdzić, że przemieszczenia  u$ jak  i u„  są skoń czone w punk-
cie Q =  0, zatem nie istnieje  w  tym ani ż adnym innym  punkcie stan gię tny powł oki.  Wnio^
sek  ten  dotyczy  powł ok optymalnych  równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  szerszym  jak
i  powł ok  równomiernej  wytrzymał oś ci  w  sensie  wę ż szym.

7.  Uwagi  koń cowe

Praca  została zasadniczo  poś wię cona  analizie  kilku  zagadnień  z  zakresu  optymalnego
kształ towania  powł ok  osiowo  symetrycznych  w  stanie  bł onowym.

Uporzą dkowano  wystę pują cą  w  literaturze  klasyfikację  warunków  wytrzymał oś cio-
wych dzieląc je na dwie zasadnicze grupy,  okreś lone równaniami  (1.1) i (1.2) oraz pokazano
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.róż nice  wynikają ce  z  zastosowania  tych  warunków.  Zwrócono  uwagę   na "konieczność

wyodrę bnienia  powł ok  optymalnych  równomiernej  wytrzymałoś ci  spoś ród  szerszej  klasy

powł ok  równomiernej  wytrzymałoś ci.

Problem  optymalizacji  powł ok poddanych obcią ż eniom masowym  i  powierzchniowym

sformułowano  jako  klasyczne  zagadnienie  rachunku  wariacyjnego  oraz  zaproponowano

metodę   szeregów  potę gowych,  pozwalają cą   na  uzyskanie  rozwią zań  w  otoczeniu punktu

osobliwego  g  = 0.  Stwierdzono  również,  że  powł oka  optymalna  kształ towana w  oparciu

o  warunek  równomiernej  wytrzymałoś ci  H M H  przy  pewnych  obcią ż eniach  zewnę trznych,

(których poszukiwano)  może stać się   powłoką   równomiernej  wytrzymałoś ci w  sensie  wę ż-

szym  (1.1), jednakże konstrukcja  taka nie spełnia wszystkich wymaganych  warunków  opty-

malnoś ci  (a mianowicie warunków  transwersalnoś ci)  i wykazuje  wię kszy cię ż ar  od  tamtej.

Ostatni wniosek  może ulec zmianie w przypadku zastosowania  innego  warunku  wytę ż enia.

Wykazano  też,  że  przemieszczenia  w  rozważ anych  powł okach  nie  wykazują   osobli-

woś ci  (są   skoń czone).

N a  zakoń czenie  warto  podkreś lić  fakt,  że  w  stanie  bł onowym  powł oki  optymalne

w zakresie  sprę ż ystym  są   również  optymalne z uwagi  na  noś ność  graniczną,  czy  też  czas

zniszczenia  przy  kruchym  pę kaniu  według  teorii  Kaczanowa —  Hayhursta —  Leckie'go.
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HEKOTOPŁ IE  IIPOEJIEMBI  OITOiMAJIBH OrO <£OPMHPOBAHHH
OCEBOCH MMETPiraECKHX  EE3MOMEH TH LIX OBOJIO^IEK

npo6jieMoft  HacToameił   pa6oTH  HBjiaeTca  orrotMajiBHoe  (bopMHpoBaHHe  oceBO- cwwivieTpiwecKHx
6e3MOMeHTHtix o6ojio^JeK3  c flOBOJiBHO o6mninn  cHcieMaMK HarpyHteHHH npe3eHTHpoBaHHŁ ii«a  iwaccoBbi-
M H cHDiaMH (coScTBeHHbiii Bec, BpameHKe), a TaKHte BHeniHee HarpysKeHHe (n;aBjieHHe). B Ka^ecTBe <pyHK-
ił HH nfijta npHHHT oS^eiw OSOJIOUKU;  aafla â  petnanact n pn ncnojib3OBaHHK KJiaccn«ecKoro BapHauriOHHoro

IloHCKH pemeHHtł   BCJIHCB  B pa3pn ŷ  o6ojiouei<  paBHoiwepHOH npoHHOcTM,  BtifleJiHH flBa ocHOBHtie
THnw  ycjioBHił   npo^HocTH  j3ycJioBHa  paBHOiwepHoń  npo^nocTH B Soiree  y3K0iw CMwcjie"  (1.1), a
jjycjioBH M   paBHoMepHoti  npoliHocTH  B  6onee  uiapoKOM  ciwbicjie"  (1.2).

Onnpaacb  Ha ycjioBHe  Tiina  (1.2)3  a  HMCHHO ycnoBMe F M F npMBeflem>i  <J)opMti oSoJio^eK
Hbix npH pa3JiHHHwx i<OM6HHai(n(Hx HarpyHteHHK. HccneflOBaHa  TaKH<e npoSjieiwa  OSOJIOIKU paBHOMepnoił
npoMHocTH B 6onee  y3K0M   CMbicne  (1.1) —  I OK KOHCTpyKi?HH onTHMantHaa. C 3Toił  iiejiwo  Beratct no-
HCKH  BHeuiHKx  Harpy>KeHHH npM  KOTOpbix  oSojio^iKa  BwnoJiHinomaa;  ypaBHeitHH  3ftjiepa- JIarpaHH<a

K  oSojiOTKe  paBHOMepnoii  npoiHocTH  B  6onee  y3K0M   CMbicjie  (1.1).  OKa3ajiocb3  UTO
TaKoro  TMna  He BbinojinneT  Bcex  Tpe6yeMbix  ycnoBHfi:

S u m m a ry

SOME  PROBLEMS  OF  OPTIMAL  DESIGN  OF  THE  AXIALL Y  SYMMETRICAL  SHELLS  IN
MEMBRAN E  STATE

The  paper  deals  with  the optimal  design  of  axially  symmetrical  shells  in membrane state  loaded by
general  system  of  loadings  represented  by  body  forces  (own  weight,  rotation) and by external  loading —
pressure. As  a criterion of design  the minimal volume of  the shell has been assumed. The  problem has been
formulated  as  a  classical  problem  of  calculus  of  variations.

The  possible  solution  shave  to be  found  in the class of  uniform  strength  shells.  Two basic  types  of
strength conditions  have  been  disinguished:  „condition of  the uniform strength  in narrower sense"  (1.1)
and  the  more  general  one  „condition  of  the  uniform  strength  in  broader"  (1.2).

With  the aid  of  the H M H conditions  (broader sense)  the shape of  the optimal shells  under  different
system  of  loadings  have  been  given.
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The question, if  the shell of uniform  strength in narrower  sense is optimal one has been examined. In
Order  to answer  this  we looked  for external  loading  which  transforms  the shell  satisfying  the  Euler -
Lagrange  equations  into the shell  of the uniform  strength  in narrower  sense  (1.1). I t turns out that such
a  shell  does  not satisfy  all  demanded  conditions  of  optimality.
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