MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 17, (1979)

NIEUSTALONE, KOEOWO-NIESYMETRYCZNE POLE TEMPERATURY
W WYDRAZONYM WALCU OGRZEWANYM NA ZEWNETRZNEJ POBOCZNICY

JAN TALER (KRAKOW)

Wykaz waznlejszych oznaczen
A, B, C —stale
a— promien wewnetrzny walca

aa .
B = T—Jiczba Biota

b — promienl zewnetrzny walca
¢ — ciepto wiasciwe
% *T . .
F, = ~———liczba Fouriera
a

I,(z) — zmodyfikowana funkcja Bessela I-go rodzaju, n-tego rzedu
Ja(x) — funkcja Bessela I-go rodzaju, n-tego rzedu
K,(z) — zmodyfikowana. funkcja Bessela I-go rodzaju n-tego rzedu
q’(p, T) —strumien cieplny na zewngtrznej pobocznicy walca
gm = q(p = 0) — maksymalny strumienl cieplny
- r — promien
t = @—‘@o _—
Y.(x) — funkcje Bessela II-go rodzaju, n-tego rzedu
o — wspOlczynnik wnikania ciepta od wewngtrznej powierzchni walca do nosnika ciepla
¥a,m — pierwiastki rOwnania charakterystycznego
® — temperatura

©, — temperatura noénika ciepla i poczagtkowa walca

% = —— —wspblczynnik przewodzenia temperatury
cpo

o — gestosé
T —czas
9 — kat
b .
N Wy = i stosunek promienia zewnetrznego walca do wewnetrznego

1. Wstep

W wielu elementach maszyn i urzadzen zachodzi konieczno$é okreSlenia nieustalo-
nego pola temperatury wywotanego naglym ich ogrzaniem.
Zagadnienie, stanowigce przedmiot niniejszej pracy wystepuje przy analizie warunkéw
“pracy rur ekranowych kottéw konwertorowych [1] a takZe przy ogrzewaniu rurociagéw
stuzacych do przesylania lepkich produktéw przerdbki ropy naftowej i wegla [2, 3]. W wy-
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mienionych wyzej przypadkach néleZy okreéli¢ nieustalone pole temperatury w nieskon-
czenie dlugiej rurze grubodciennej ogrzanej nagle na zewngtrznej powierzchni zmiennym
w czasie, kolowo-niesymetrycznym strumieniem cieplnym i chlodzonej konwekeyjnie na
wewngtrznej powierzchai.

2. Okreslenie pola temperatury

Rozklad temperatury w poprzecznym przekroju wydrazonego walca wyznaczony zo-
stanie przy nastepujacych zaloZeniach:
1. Wiasnosci cieplne materiatu walca sg stale I niezalezne od temperatury;
2. Strumien cieplny na zewnegtrznej powierzchni walca jest staly wzdhuz jego osi;
3. Wspblezynnik wnikania ciepla od wewnetrznej powierzchni walca do nosnika ciepla
jest niezalezny od czasu i temperatury;
4. Temperatura nosnika ciepta 6. i poczatkowa walca 6, s4 sobie réwne i wynosza 6.
Przy powyzszych zalozeniach pole temperatury okreslone jest réwnaniem przewodzenia
ciepla '

2.1

ot(r,p, 1) o*(r, p, 1) n 1 o, e, 7) + 1 21, e, 7)
vl e r o R PR

warunkami brzegowymi-

22) S A CYOREY
. r —b "
3 pACBD ] g, Dhws 120

1 warunkiem poczatkowym
(2.4) tr, @, Yoo = 0.
Rozwiazanie tak sformulowanego zagadnienia przeprowadzone zostanie w dwéch eta-
pach. Nizej zostanie okreSlone pole temperatury przy skokowym wzroscie strumienia

cieplnego na zewnetrznej powierzchni rury, tzn., zef(v)=1dlat>0i warunek brzego-
wy (2.2) przyjmuje postaé

oKr, @, 1)

2.5 ) N 7 =

(2.5) A P L q(p) t>0,
gdzie

(2.6) : q(@) = qo+ 2 g cosng.

n=1

W nastepnym punkcie uwzgledniona zostanie zalezno$¢ strumienia cieplnego na zewngtrz-
nej powierzchni walca od czasu za pomoca catki DUHAMELA. [4].

Najpierw okreSlone zostanie pole temperatury przy skokowym wzroécie strumienia
cieplnego.
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Stosujac do rownania (2.1) i warunkéw brzegowych (2.5) i (2.3) przeksztalcenie Laplace’a
i uwzgledniajac warunek poczatkowy (2.4) otrzymuje sig

T 1T 1 BT _p .
@D - e e T e T
2.8) Z%—rj—' Z n cosng,

r= b
| : T

(2.9) Al = Thea,
gdzie
(2.10) T(r,p,p) = f tr, p, T)e Pdr,

0

Réwnanie (2.7) stanowi réwnanie Helmholiza, ktore tatwo mozna rozwmczaé metdda
rozdzielenia zmiennych. Zaktadajac rozwigzanie w postaci

(2.11) T=T,(NTyp)
i podstawiajac je do (2.7) otrzymuje sig
rr 4T, r dT, 22 1 2T,
@12 T @ T g T T e
Z (2.12) otrzymuje si¢ 2 réwnania réZniczkowe
daxr, 1 dT, . M
(2.13) pre R » —(k + T, = Q,
gdzie
P
2 —
(2.14') k? = o
oraz :
2
(2.15) %—ﬂﬂTz =0.

Rozwigzaniem (2.13) jest
(2.16) T, = AuL(kr)+ B, K, (kr), .
a réwnania (2.15)

2.17) T, = C,Lsin(/up)+D,,cos;(u<p).

Z uwagi na warunek brzegowy (2.5) a takze na fakt, Ze temperatura T powinna by¢ jedno-
znaczna funkcja kata ¢ rozwiazanie (2.11) powinno byé funkcja okresowa o okresie 2m
a zatem p powinno byé¢ liczbg catkowita.

Poza tym z warunku (2.8) wynika, Ze C, = 0.
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Wprowadzajgc oznaczenia 4, D, = A, i B, D, = B, rozklad temperatury wyraza sig
zaleznoScia

(2.18) T, = [A,I,(kr)+ B, K, (kr)lcosne, n=1,2,3,...

Postepujac podobnie jak w powyzszym przypadku, dla n = 0 pole temperatury okresfa
zaleznos¢

(2.19) To = (Co+ Do - ¢)[Ag Lo(kr)+ Bs Ko(kr)]

Ze wzgledu na symetrig strumienia ¢'(¢, 7), tj. ¢'(— @, 7) = ¢'(p, 7), Do = 0. Oznaczajac
Co- Ay = Ay i CyBy = By, Ty wynosi

(2.20) Ty = Ao Io(kr) + Bo Ko(kr).

Ostatecznie pole temperatury w dziedzinie obrazu w wydrazonym walcu okresla zZalezno$é

(2.21) T = Ao Io(kr)+ By Ko(kr)+ ) [AuI,(kr)+ B, K, (k)] cos(np)

n=1

oraz warunki brzegowe (2.8) i (2.9), ktére zapisane zostana w nieco innej postaci
dlan=20 '

2.22) 3 00 P) L=
2.23) A%ﬁ’f’l = aTy(a.p),
orazdlan=1,2,3,.... | -

(2.249) AET'—'(’%Q . = %q,,cosmp,
(2.25) | AW = aT(a, @, p),

State d, i By wyznaczone z warunkéw (2.22) i (2.23) po podstawieniu do nich (2.20) wy-
noszg )

kK, (ka) + = Ko(ka)

(2.26 Ay =
) | °=Fp kpolR)
kI, (ka)— % Io(ka)
2.2 By = :
@2 S R TTN(3)
Stale 4, i B, zostaly wyznaczone z wykorzystaniem zwiazkow [5]
oly(kr) !
T = k[l (kl) s
(2.28) oKy (kr)
olKr
or - _kKl (kr):



NIEUSTALONE POLE TEMPERATURY 221

W wyrazZeniach (2.26) i (2.27) y,(k) oznacza
(2.29) ’Po(k) = % [Ko(ka) I, (kb)+ K, (kb)Io (k)] + k[K,(ka) I, (kb)— K, (kb)1,[(ka)].

Stale 4, i B, wyznaczone przez podstawienie (2.18) do (2.24) i (2.25) okre$lone sq wyra-
Zeniami .

% K, (ka)+ % K,(ka)+kK,_,(ka)

qn
2.30 Ay = ’
(2.30) T T w®
o n y
| - I,(ka)— — I(ka)+kI,_(ka)
231 B, — _dn ,
gdzie

(2.32)  yu(k) = [% Ky (kd) + % Kn(ka)+kK,.-1(kd)] [— %In(kb)+k1n-1(kb)] +

+ [ - % I(ka)— % 1,(ka)+kI, 1(ka)] [ -5 Ko(kB)— kK, -, (kb)] -

Przy okre$laniu (2.30) i (2.31) wykorzystane zostaly zwiazki [5]

aLkry  m .
— =~ TI,,(kI)'*"kI"—l(kr);
(2.33) oK (ke
—EE‘ r? = —%Kn(kr)‘—kKu—l(kr)‘

Pole temperatury w $ciance walca okreSlone zostanie za pomocg odwrotnego przeksztal-
cenia Laplace’a

y+ico

: f
.34 ~ - " .
(2.34) 1,9 0) = " T(r, 9, p)dp.

y—loo
Transformata T'(r, @, p) okreslona wzorem (2.21) jest jednoznaczna funkcja p tzn. T'\r, p—

—]/ﬂ) =T (r,tp, ]/ﬂ) oraz stanowi iloraz dwéch uogdlnionych wielomiandw
b

X
wzgledem p, przy czym stopien licznika jest nizszy niz stopien mianownika (Dodatek A).
Spelnione sa wiec warunki zastosowania reguly Heaviside’a [6] (Waszczenki-Zacharczenki
[4]) przy wykorzystaniu odwrotnej transformaciji Laplace’a. Najpierw okreslone zostang
bieguny transformaty T(r, @, p) tj. bieguny (2.21).
Z analizy (2.21) wida¢, ze pojedynczy biegun istnieje w p = 0 oraz wielokrotne bieguny
réwne pierwiastkom réwnan charakterystycznych:

(2.35) po()=0 dla n=0
(2.36) v()=0 dla n=1,2,3,...
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Dla wyrazenia (2.35) i (2.36) w funkcjach Bessela od argumentu rzeczywistego wprowa-
dzone zostanie podstawienie

(237) kn,ma = iyn,m = l/% a,
stad .
(2.38) Koy = ’7:1-'" , zatem  Kymb = iy mivg.

Podstawiajac (2.37) i (2.78) do (2.29) otrzymuje si¢ dla n = 0
(2.39) % [Ko(yo,m) I1 (iwo Yo, m)+ Ky (iwe Vo, m) To(iyo,m)] +

I ™m
+ 72 [Il (iwo Yo, m) K, ('70 m) K, (lwo Yo, m) I (170 m)]

ktére po przeksztalceniach mozna zapisa¢ w postaci

(240) . Bi[JO(yO. m) Yx(wo Yo. m) - Jl (wo Yo, m) YO(yO. m)] +

+}/o,m [Jl(yo,m) Yl(woyo,m)_'ll(wo'yo,m) Y1(70.m)] = 0,
gdzie ‘

. aa
BI—T.

Nastepnie rozwazone zostanie réwnanie charakterystyczne (2.36). Podstawiajac (2.37)
i (2.38) do (2.36) otrzymuje sie

(2-41) W(P) = [BiKn(iyn. m) +nk, (i}/.,, m) + i%_., mKu—1 (l'y,., m)] [ - ”'I:‘ In(iwo Y, m) +
+kI,_ (iwg Va. m)] +[—BiI, (iyn, w) = L (i, m) +

. . n . ,
+ lyn.mIn-— 1(’7»1, m)] [ - 'b— Kn(lwo yn. m) - kKn-— 1(“‘)0 yn, m)] = 0

Przeksztatcajac réwnanie (2.41) otrzymuje si¢ rdwnanie charakterystyczne wyrazone
w funkcjach Bessela od argumentu rzeczywistego

242) [~ BiXy(Vn,m) = nYu(Yn,m) + Vo, Yoo s V)] [ 1T(@00 Y, m) +
+wo)’" "' L 1(600 Vn, "') +[ BIJ (yn m) nJ, (yn m)+yn n— 1(7:1 m)] [nY (wo Vn, m)
—WoYn,m .,-1(6007»,»:)] =0.

Wyznaczanie pierwiastkéw réwnan charakterystycznych: (2.40) i (2.42), ktére sa réwna-
niami przestepnymi jest dosyé klopotliwe. Z tego tez powodu brak jest dostatecznie obszer-
nych tablic tych pierwiastkow. Wartodci pierwszych dziesigciu pierwiastkéw réwnania
(2.40), dla wo = 1,15 1,2; 1,4; 1,6; 1,81 2,0 oraz Bi = 5, 10, 20, 40, 60 i 80 podano w pracy
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[7]. Jest to jedno z najbardziej obszernych, w dotychczasowe;j literaturze zestawier pie-
wiastkéw réwnania (2.40). W pracy [8] obliczono dwa pierwsze pierwiastki dla w, = 1,25
i 1,5 oraz Bi = 0,5; 1;°3; 5; 7; 10 a w pracy [9] rowniez dwa pierwsze pierwiastki dla
wo = 1,5; 1,75 2,0; 2,5; 1 3,0 oraz Bi = 0,2;0,5; 1; 2; 3;41i 5.

Kilka warto$ci pierwiastkéw omawianego réwnania przytoczono réwniez w [10].

Pierwsze 10 pierwiastkéw réwnania (2.42) dlan = liwg = —3—1 wo = 1,6 oraz Bi = 3;

5; 10 i 20 obliczono w pracy [1]. Bieguny transformaty (2.21) leza na osi rzeczywistej,
K m
a2
Jak juz byto powiedziane, odwrotne przeksztalcenie Laplace’a wykonane zostanie
wg wzoréw podanych przez Heaviside’a [6]. Poniewaz p = 0 stanowi biegun pojedynczy
a Pa,m DOjedyncze bieguny wielokrotne, wiec #(r, @, 7) okreslona jest wyrazeniem

niedodatniej plaszczyzny zespolonej p, gdyzp = 01 p, ,, = —

B (0) | N\ 2P0 . N\ #PoPom) g e
(2.43) t(r’ ¢’ T) [k3 (0)]' "=l [kzw”(o)]l n'=l [kswo(p()I "l)]l e +
%D (pn m) Py m®
" 2 ,,,2 ol ¢

Wyrazenia @y, D, i yo 1 y, okrelone sa w dodatkach i wynikaja z zapisu transformaty
(2.21) w postaci

wBok) |\ P (6)
Byl T 1 T,

(2.44)

Pole temperatury w walcu, wyznaczone wg (2.43), po wykonaniu odpowiednich przeksztal-
cen (Dodatek B) okreslone jest wyrazeniem

_ b __1__
245 9,71 =— (Bl +In 7)+
r
+7Z(Ioa —~ NO(VO,nI)JO(FVO,m) Lo('}’o m)Yo( Yo, m) e‘?‘g,m’:"+
A Lo(yo.m) (00, n)
=1 olYo.m) Bi2 42 1\Wo VYo, m
yo,m[-’x(wo’}’o,m) (l' ¥6.m) Lo(’}’o,m),
w i’_—b ol (Bi+n) ' o\ ;{"b w3(Bi—n) 2\
+2 Bi(w} +1)+ﬁ(co§"—1) (—) " Bi(wZ+ D+ n(wd*—1) (_‘) cosng+

ne=1

N
00 0 N n,m J n, +L n,m Y ( n,m )

NRSRREY (Vn,m) (y m ) Vn,m) Ynl¥ e

2/ . Gn(ym.n) . .

n=1 m=l
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. . oaa T
gdzie: Bi = T Fo = o
No(Yo,m) = Yo.m Y1 (Yo, m)+ BiYo (Yo, m)»
Lo (¥o,m) = Yo,mJ1(Yo,m)+Bilo (Yo,m)s
L, (yn.m) = BiJ, (yn,nx)—yn;mJn—l(7n.tn)+an ('}'n.m):
(2 46) Nn(yn,m) = —BiYn(yn.ln)+yn.mYn—1(yn.m)_n(yn(yn,m)'

M, = _%J:x(woyn,n-)+7n.mjn~l(woy""")’
0

n2 L,, ()/,, ,,,) 2 2 2 Mn ('}'n.m)
= 2 — ——‘—"— "—B - n.m. T, T N .
GV, m) (yn,m o ) M, () +(n*— Bi® —y5,m) T . )

Wzér (2.45) wykorzystano do obliczenia pola temperatury w rurze ekranowej kotta kon-
wertorowego typu OKG-100-3G. Do obliczen przyjeto nastgpujace dane: w, = 1,26667
(rura 38 x4), Bi = 3,0. Strumien cieplny na zewngtrznej powierzchni rury (obcigZenie
cieplne) okre$lony jest zaleznoscia (rys. 1) [1]

q(@ =0 t<0,

(2"?7) q'(p) = 0,515g,+0,485g, cosp ¢t > 0.

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono rozklad temperatury w $ciance czolowej (¢ = 0°)
i tylnej (p = 180°) omawianej rury, dla réznych wartosci liczby Fouriera.

Rys. 1. Rozklad strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni wydrazonego walca

Jak juz zaznaczono na poczatku niniejszej pracy okre§lone zostanie réwniez pole
temperatury w walcu. przy strumieniu cieplnym na zewngtrznej pobocznicy zmiennym
w czasie, wykorzystujac catke Duhamela [4]. Jest to mozliwe ze wzgledu na fakt, 2e za-
réwno réwnanie przewodzenia ciepla (2.1) jak i warunki brzegowe (2.3) — (2.5) sa liniowe.
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4
«10?
54

wp=1,26666
Bi=30; ¢-0°
48

07,0 0,96 0,92 088 0,84 080 r/b
Rys. 2. Rozklad temperatury w $ciance walca dla ¢ = 0 rad przy skokowym wzroécie strumienia ciepl-
" 1A
nego =
g0, )

Jezeli przez t(r, @, T) oznaczy¢ rozklad temperatury (2.45) wyznaczony przy skoko-
’ .' (r) . . . .
wym wzroscie strumienia cieplnego a przez t(r, ¢, T) przy zmiennym w czasie strumieniu

— ()
cieplnym, to catka Duhamela okresla zwigzek migdzy (¢, @, ©) 1 t(r, @, T)

© N
(2.48) (0,0, = [ 16) 5= 10, 9, - O)dk.
0

Niiej' okre§lone zostanie pole temperatury dla przypadku gdy funkcja f{7) w warunku
brzegowym (2.2) ma postaé rys, 4
(2.49) f@) = 1+c7,
gdzie
¢ jest stalg : -

Dla, uproszczenia dalszych rozwazafi temperatura okre§lona wzorem (2.45) zostanie
zapisana w nieco odmiennej postaci :

w0 W
— 2
(2.50) tr, @, 1) = Ls(r, @)+ § § W, @, Ynme Y md©

n=0m=1

5 Mech. Teorct. i Stos. 2/79
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1*
*10?
42 wp=1,26666

Bi=3,0; p=180°

a1

006
) 04

0
0,0;\\
=007
OM

10 096 092 08 084 080 rfb

Rys. 3. Rozklad temperatury w $ciance walca dla ¢ = x rad przy skokowym wzroécie strumienia cieplnego

A
t* =

Gmb

Yolr o)

—

lgo=c

q(w)

Rys. 4. Zmiany strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni walca w zaleznodci od czasu

gdzie:

_ qob 1 r
(251) ts (I‘, ‘P) = ) (E +]n7) +
G0 (Bi-+ni) O

- An Ar b Bimn)
+ 2 | w1 (7) T BT+ D+n(wi—1) (7) cosne,
ne=l
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oraz

r ¥
q" -a Nll('}}n,rn)‘]n('}’n,m—a’) +Ln('}}n.nx)yn('}’n,n|_a—)
A Gn('}’u. m) Gn ()’u. m)

Latwo zauwazy¢, Ze czes¢ nieustalona wyrazenia (2.45) zapisana _]eSt w (2.50) nieco inaczej.

(2.52) W@, @, Ynm == coshg .

Sprawdzxé jednak mozna, Ze z X

x ™ o uwzgledniajac zwiazki J_,(x) = (—-1)"J,(x) i Y,,,(x) = ( —1)”Y (x) gdzxe
n=1,2, ..., zaleznosci (2.45)1i (2.50) sa identyczne. Podstawiajac zatem (2.49) i1 (2.50)
do (2.48) otrzymuje si¢ temperaturg przy strumieniu cieplnym na zewngtrznej powierzchni
walca zmieniajacym si¢ w czasie

@53 : ’m_f(“”"t) ot [l (r, ¢)+Z Z W, @, o) €70 M]d«s

Fo *

n=0 m=1
© ©
y2
Y 2 Wi g S S W g4
n=0 m= n=0 m=1
. 0 0 0 ©
\1 \' c¢a A ca
mome1 T n=0 m=1 Vamt _
« [c¢]
Y
“‘Z ZCW(I', '2 yrx,ﬁl)‘ T.
n=0 m=1

Wynik ten mozna nieco uproscié wykorzystujgc warunek poczatkowy (2.4), z ktérego
otrzymuje sie

(2.54) (r,p,0) = 1,(r, 9+ 2 Z W, @, Ynm =0,
n=0m=
skad |
@55 W) = — Z Z W(r, @, Vo,m)-
n=0m=

Uwzgledniajac (2.55) w (2.53).otrzymuje si¢ ostatecznie

2.56) 190, @, 7) = (14¢- D)1(r, @)+ 22 W(r @, Pume” " 4

n=0 ;-0

2 b ] N 1 2
Lo AR S o O R
x '}’ n m

n=0 m=1

5%
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Z analizy wyraZenia (2.56) wynika, ze dla dostatecznie dtugiego czasu temperatura wy- '
nosi .

2.57) 1® = (l4+c1)t(r, ¢)+—ZZ

n=0 m=l

Jest to temperatura w §ciance rury w tzw. stanie quasi-stacjonarnym. Zauwazmy, Ze pierw-
szy czlon (2.56) reprezentuje temperaturg ustalona w wydrazonym walcu wywolang
aktualna wartoscia obciaZenia cieplnego, tj. ¢'(p, ) = q(p)(1+c7). Drugi czlon przed-
stawia skladowa temperatury niezaleZng od czasu. Spadek temperatury w $ciance walca
jest wiekszy w stanie quasi-stacjonarnym niz w stanie ustalonym (przy tych samych war-
tosciach strumienia cieplnego na zewnetrznej powierzchni walca).

3. Uwagi koncowe

Otrzymane w pracy zalezno$ci pozwalajace okresli¢ pole temperatury w walcu przy
kotowo-niesymetrycznym ogrzewaniu strumieniem cieplnym jego zewngtrznej pobocznicy
i chlodzeniu konwekcyjnvm wewnetrznej sg dosyé skomplikowane. Rozwiagzania przed-
stawione w pracy sg jednak szybkobieine, co ulatwia praktyczne ich zastosowanie.

Nalezy réwniez zaznaczyé, ze otrzymane rozwigzania dla przypadku gdy « = 0 nie
obowiazuja i przypadek ten nalezy rozpatrzyé oddzielnie, moga by¢ natomiast stosowane
w przypadku gdy a — co.
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Dodatek A

Wykazane zostanie, Ze transformata T(r, @, p) = To(r, p)+ To(r, @, p) (2.21) stanowi
iloraz dwéch wielomianéw wzgledem p, przy czym licznik jest wielomianem niZszego
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stopnia niz mianownik oraz, Ze transformata T(r, ¢, p) (2.21) jest jednoznaczna wzgledem
p, tzn. zachodzi zwiazek

(AI) T(r, %"k)’—'T(",‘P»k),
gdzie _—
(A2) kF:l/i"

RozwaZania ograniczone zostana tylko do T,(r, @, p), gdy% w identyczny sposéb mozna
je przeprowadzi¢ dla To(r, p). Transformata T,(r, ¢, p) zapisana zostanie w postaci

(A.3) T(r ®,p) = 2 kz%(k)

n=

Wyrazenia @,(k) i p,(k) okreslone sa w dalszej czeéci dodatku. W celu przeksztalcenia
@,(k) i p,(k) wykorzystane zostana definicje funkeji Bessela

( z .)Zk
ns wo- (3] Sty

Funkcje Bessela spelniaja zwiazki [5]
. 1) = 1I,(—2) gdy n jest liczba parzysta,

(A.5) —I,(2) = I,(—2)  gdy n jest liczba nieparzysta
‘oraz

(A.6) K,(2) = (=)', (z)ln( )+ W, (2)+V,(2),
gdzie

n+k

Z) n+2k . .
(A7 wie = 57 Z !umk)' (Z | +72 1’_)

I=1

n=1] ’
1 (=DEn—k—~1" {2 Y*" 3
(A.8) V.(z) = 5 kE_o A 5 , n=0,1,2,..,

v = ¢ = 1,781072418, y — stala Eulera.
Z uwagi na (A.7) i (A.8) zachodzg zwiazki

Wu(2) = Wy(-2),

A9 L
(&.9) V(2) = V,(—2) gdy n jest liczba parzysta
oraz

— W,,(Z) = W,,(-—Z), }

A.10 o . ¢

(10 ~Va(2) = Vu(—2). gdy n jest liczba nieparzysta
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W oparciu o podane zaleznodci przeksztatcony zostanie licznik To(r, ¢, k) (A.3), a mia-
nowicie .

(A1) @,(k) = "7{[% Ko (k) + 2K, (ka)+kK,,_1(ka)] 1(k) +
+ [— 2 1@y -kl (k)= 1, (ka)] . Kﬂ(kr)} _
= —q—}’:"—{‘%(— 1)"4-1111("’_/2("1‘) In (kd)[” (kr) + %(___ 1)n+1 %

‘ xn(”_’;‘l) L, (ka) I, (kr)+ (~ 1)1 (’—;‘i‘) k- T, (ka) I, (k) —

_ %(__ ])n+1 In (fg_r)["(ka)l,,(kr)— —’(;1[—(‘ 1)""'1]11 (_'Vlzc—r) X

”’;’ ) kI,_ ,(ka)I,(kr)+ P(k) } .

x I, (ka) I, (kr) + (- 1)"*! ]n(
Ostatecznie po prostych przeksztalceniach otrzymuje sig

(A12) O (k) = "7"{(- 1)"+l°‘71n (_‘;’_) I, (ka)f,,((cr)+

+ ’é— (=1y*'ln (_‘j_) 1L,(ka) I,(kP) + (= 1)"In (%) kI,_,(ka) I, (kr)+ P(k')} ,

gdzie
(a13 PO = 1 k) + v+ itk +Vika) +

+ kW, (ka)+V, -, (ka)]} I, (kr)+

+ qT[ — 1 (k) = -1, (k) + ke, _ (k) - W, (er) + Vi (k).

Z analizy (A.12) i (A.13) z uwzglednieniem (A.5), (A.9) i (A.10) oraz faktu, ze I,(2) jest
wielomianem uogéinionym [4], tj. zbieznym szeregiem potggowym o wykladnikach, ktére
sq liczbami paturalnymi, nalezy stwierdzi¢, ze ¢.(k) jest uogélnionym wielomianem pa-
rzystym wzgledem k, a wiec zachodzi zaleznogé

(A.14) ¢n(k) = ¢n(—k)

Yatwo si¢ o tym przekonaé obliczajac wystepujace w (A.12) i (A.13) iloczyny funkcji
Bessela I, i I,-, oraz wielomianéw W,, W,_,, V,, V,_, zgodnie z regutami mnoZenia

szeregdw potegowych [6]. Wielomian ten posiada wyraz wolny, ktéry powstaje jako skla-
dowa iloczyndéw IV, i I, V,_,.
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- Tak wigc z przeprowadzonej analizy wynika, Ze ¢, (k) jest réwniez wielomianem wzgled-
aym p (po uwzglednieniu (A.2)). Nastgpnie rozpatrzony zostanie mianownik (A.3)

(A15) Ky, (k) = k2{[%K,,(ka) + %K"(ka)+_k1<";1<ka)] X
_ n « n 1
x [— L (kB)+ T, (kb)] + [— L (k) = -1, (ka) + KT, (ka) | %

o+ [_ %K,, (kb)—kK,,_l(kb)]} = kZ{i}[(—n"HI,(ka)m(”kTa +

+ W, (ka)+V, (ka)] + ’—‘:[(— D"+, (ka) In ( vlzca) + W, (ka)+V, (ka)T +
+k[(—1)"1,,_1(ka)ln (”"T") ¥ W,,_l(kd)+V,,_1(ka)]} X

x [— %1" (kb)+k1,,_1(kb)] i [ - %In (ka) — %1" (ka) +kI,,_1(ka)] X

y {_ L [(_ 11T, (kb) 1n(—””2‘—b) T Wa(kb)+ V,._(kb)] -
—k [(* 1YL, (kB In (”—’2"’—) Wy (kB + V1 (kD) }

Ostatecznie po prostych przeksztalceniach otrzymuje sig

(A16) K2y, (k) = kZ{% —1)"*Un wo 1, (ka) I, (kb) —
—~ %(- 1"+ Unwe I, (ka) I, (kb) + fb’l(— 1) In wo 1, (kb) I, - , (k) —

— (= 1)k In wol,_ ,(ka)I,_ ,(kb) + ia(- 1)k In o, (ka)I,,_l(kb)} +0(h),

gdzie

(W11 QW) = B,k + Va1 W, k) + Vi +
k) Vs |~ T, ) 60|+
+k? [ - %I,, (ka)— %I,. (kay+kI,_ 1(/{(1)] X

x{—-% (W (kB) + ¥, (kBY] — K[ W, (kD) + Vn_1<kb)]}-

Podobnie jak w przypadku licznika i mianownik jest wielomianem o wykladnikach pa-
rzystych (wynika to z analizy (A.16) i (A.17) a wiec zachodzi zwigzek

(A.18) (= kY pa(—k) = kPp,(k).
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Z poréwnania (A.12) z (A.16) wynika, Ze stopien licznika jest nizszy niz stopien mianowni-
ka. Poniewaz ¢,(k) i p,(k) sa parzyste wigc T, (r, @, p) (A.3) jest jednoznaczna funkcja p,
gdyz

(A.19) To(r, @, (—Kk)) = To(r, 9, k).

Tak wiec transformata T (r, @, k) (A.3) spetnia warunki konieczne i dostateczne zastoso-
wania wzoréw Heaviside’a (2.43). Latwo sprawdzié, ze warunki te spetnia réwnieZ trans-
formata To(r, k).

Dodatek B

Dla jasnoéci rozwazan temperatura t(r, @, T) (2.43) zostanie zapisana w postaci

®.1) (0,00 = o)+ 3 50,9+ Y 109, 0,
n=1 n=0
gdzie
' 1o (k) _ P, (k)
(B.2) R VN ) i o 2
. R T u(D (k) — 1 09'1 Q)n (k)
{B.3) ta(r, @) = LIE;Z [kz ) (k)]' Ll_l;% i [py, ()] ’

oraz

. v
D, (k) 2, (k)
B.4 hr, @, 1) = o € ePt — __—,epr .
B D= 2y g, 07 |, v = Lt TopaGT | trnm
Znak pochodnej odnosi sig do réAmczkowama po p. Najpierw obliczona zostanie skla-
dowa £, (r).
Mianownik (B.2) wynosi

d
(B.5) [Pkyo K] = d—p[Pk% (R)] = kyo (k) +plkyo (O,
gdzie yo(k) okreslone jest wyrazeniem (2.29)
Zatem
(B.6) lim [pkyo (R = lim {feyo (k) +p[kyo (K] 3.
- P~

tatwo wykazaé, ze
lim plky, (k)] = 0,
p-0

a wige

®.7) lim - [pkyo (9] = iy 0.
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Przy obliczaniu (B.7) wykorzystane zostana nastg¢pujace zwiazki, zachodzace w przypadku
funkcji Bessela dla malych wartodci x, tj. gdy 0 < x < 1 [5]

1 x\
ho = gty (3.

(B.8) 5 | 2\
Ko(x) R~ ln'?ug, K;,(X) S 71—1(71)(;‘) , = 1, 2, ves

Podstawiajac (B.8) do (B.7) otrzymuje si¢

) 1 2 kb o 2 kb
®9)  lim ey ()] = "['z"‘.(%z) (7) +hn (T) (—2—) -

Licznik wyrazenia t,(r) (B.2) wynosi natomiast

(B.10) lim bo (k) = lim —q/{’— {k[]o (kP)K, (kay+1, (ka)Ko (kr)] +
f 4ad D

o
+ 'y o (kKo (ka)— Iy (ka)K, (kr)] } .
Uwzgledniajac (B.8) w (B.10) otrzymuje sie

: : _ Qo 1 2 a2 ka o), 2] _
(B.11) ng&¢o(k)— 2 {k "2"k_a+71n715+(k ———-)ln—" =

G|l af 2 2 _G_OLL“_L)
=7 L*T(’“m“mﬂ" 2 [H 7 )

Ostatecznie, po uwzglednieniu w (B.2), (B.9) i (B.11) #, (r) wynosi

! + alnr
@ @ A _gqob(1 v
(B.12) to(r) = 7 5 = (Bi +In P
Acb _ :
W identyczny sposdb mozna wyznaczyé sktadowa 13(r, @) (B.3), ktéra wynosi
g.b 1 . qn" b | nini
— e b (Bitn) T a"w(Bi—n) I
cos(ng).

13) 43,9 = - e -
(B13) i (r, 9) Bi(wd+ D +n@d—1) By +D+n@i—1)
Do obliczenia t(r, ¢, 7) (B.1) pozostala jeszcze jedna skiadowa 1,(r, p, 7) (B.4).
Najpierw obliczony zostanie mianownik (B.4)

(B.14) Loy (kY] = ;p_[p% 0] = v, () 4p dw(;p(k),

gdzie p,(k) okreslone jest wyrazeniem (2.32) Z uwagi na (2.41);
Y (k) =0
P LI L

fyn, m
=
a
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i
(B.15) p k) _ dpn ) dk 4, 11 dp, _ 1, dy,(k)

g P dk dp 2k Tdk T 2T @k
(B.14) wynost "

~ (B.16) [pyn ()]

o @)
k=TT 2 T)

lk = iynym .
a

Pochodna 4y obliczona z wykorzystaniem zWiqikéw [5]

PP
d’; (lfxl - _ %1 (ex) + xT,_; (kx),

o i?};ﬂﬁ = (kx)—% o1 () + %1, (k)
__%x_) - - %K,, (kx) = xKq_s (kx),
At 08 _ B g (o)~ K () K k)

I réwnania charakterystycznego (2.36) zapisanego w postaci
2K, (ka)+ LK, (ka)+kK,_ , (ka)
A - a
(B.18) - =
— 5 Kn (kb) — kK, 1 (k)

- %I,, (ka)+Kl,_, (ka) — %1" (ka)

= — p = Q.
— Ty (eb) + I, (kb)

wynosi

B %{— O e () (k) £ 1, (kD (k)] +

+ 1, (kDKo (k) T, (k) K, (k) Kl (K, - k) +
o (KO, (ka)]} + e{ O U (KB Ko (KB) Ty (DK (KB

—~k*b[1,-, (kb)K, (kb)+ I, (kb)K, _ (kb)]} :
Uwzgledniajgc zwiazki [5]
o (KK, (k) +1, (k) K,y (k) =,
(B.20) 1

In— 1 (kb)Kn (kb) +In (kb)Kn— 1 (kb) = k—b:
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w (B.19) otrzymuje si¢

dw:l (k) ( . n? 1 o? n? 2
zatem . :
1, dy, (k) . ( Vrom n?
(B.Z?) (—2—/( dk k= —”";"" = 20 e\i— Voo Y +

1 :
- 'y (n2 —Blz—%zn, m)
o)

Dia obliczenia Q(W—Z"’—) wykorzystana zostanie prawa strona (B.18).

lj/ - ~I (l%. m)+ y" i n— 1(1%. m) (lyn m)
(B.23) 0( ;‘"') = — =
[ (’wo yn m)+ n 1(1600%. m)

~)nl

N 1 1 1 .
o 3 WYy m 50 n zn
= - |— —62 J (yn m)+ y 2 -/:.—1()/..,'")——02 Ju (yrl,rn)] X

) n —%rmi l'}/nm 2(" l)’” -t
X —76 J(a)o'}/,, m)+ Ju- 1(0)07}",!11) .

1
. —nni
Po podzieleniu licznika i mianownika (B.23) przez ¢> i uwzglednieniu, e

—lni
(B.24) et = cos(—%)ﬂ'sin(.— %)= —i
otrzymuje sig
(B.25) 0= — _‘igl_-]_n_('}/n,m)‘i‘yu,mJn—l('yn.m)'_an(Vn.m)

i .
- "_'_Jn (wO Va, m) +yn, mJn-— l(wO Vn, m)
Wo .

uly - fvnm gdzie @, (k) okre§lone jest wyrazeniem
a
(A.11). Podstawiajac do @,(k), k = I%'T"" otrzymuje sig

1 =g,

B.26 j Yoom ) L T ”)
( 2 ) (,b,,(l u ) 2[1 2 { BIY (% m) nY-n (yn m)+yn m u 1(’}111 m) (%. m +

. r
+ [Bf-,n(?/n, m) +n‘]n(yn, m) —Vn, mJn—l(yn, m)] Yn (7:1. m';)} cosng.
Po podstawieniu do (B.4): (B.22), (B.25), (B.26) i uwzglednieniu ze
(B27) ept k= lyn,m = ekz)ﬂ k= Ynem = e n, '"Fo
a a

otrzymuje si¢ f,(r, ¢, 1) )
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Po podstawieniu £,(r) (B.]2), t3(r, ¢) (B.13) oraz t,(r, ¢, 7) do (B.1) otrzymuje sie tempe-
rature £(r; @, 1) ktorej postac jest nieco odmienna od wyrazZenia (2.45). Latwo jednak

wykazaé, ze 2 t,(r, @, T) mozna przeksztalci¢ do postaci

n=0

(B.28) Z W, @, ) = to(r, @, 7+ Z ta(ry @, 7)
. n=1}
gdzie .
r Z  Fo
o [No-]o (’_7’0. m) —Ly Yo( Yo, m)] Trom
(B29)  1o(r,7) = 204 M ¢
y 4-:-{ LO (B2 2 ) Jl (wo?’o.m)
= Yo, m m- e ) LT*
zapisujac w (B.I) oddzielnie czion 14(r, @, ©) i przeksztalcajac go za pomoca zwiazkdéw [5]
()= —J, (%)
(B.30) a L
() =Y, (%

do postaci (B.29).

Pesome

HEYCTAHOBHUBIIHMECA, KPYITOHECUMMETPHUYHOE TEMIIEPATYPHOE
ITOJIE B BECKOHEUYHOM INOJIOM UHWJIIMHIOPE HATPEBAEMDLIM
HA BHEINHEW ITOBEPXHOCTHU

OmpefiesieH0 HeYCTAHOBHBIIKECH TCMILEPATYPHOE TOJIe B DECKOHEUHOM IIOJIOM LIMJIMHAPE HarpeBa-
€MBIM HA BHEIIIHEH IIOBEPXHOCTH (3aJaH HECHMMETPUUECKHH YISJILHLIH TEIUIOBON MOTOK) M OXIIAXKI3CMBIM
HA BHYTPEHHEH NOBePXHOCTH 1o 3akony Hpiorona. IIpHHAMaeTCsi paBHOMEDHOE DPACCIIPEICIIEHHE TeM-
mepaTypnl B HaYanbHbIH MOMEHT BpemeHH. PellleHMe IOIy4eHO C MOMOWIBIO MHTErPASIbHOrO Ipeobpaso-
Bapust JIamnaca Mo BPCMEHH K METOJa PasieNicHHMA IIEPEMEHHBIX. MaTepuan UHMMHLPA CYUHTACTCH OJHO-
POJHBIM ¥ H3OTPONHBIM I CCO TCPMHUECKHE CBONCTBA HE 3aBHCAT OT TEMIIEPATYDRI.

Summary

UNSTEADY, AXIALLY NONSYMMETRIC TEMPERATURE DISTRIBUTION
IN AN INFINITE HOLLOW CYLINDER HEATED EXTERNALLY

The unsteady temperature distribution in an infinite circular hollow cylinder heated externally
cprescribed nonsymmetric heat flux at the surface) and cooled internally by fluid has been calculated. The
initial temperature distribution has been assumed to be uniform.

Solution has been obtained by means of the Laplace transform with respect to tlme and the usual
method of separation of variables.

The considered medium is homogeneous, isotropic, with thermal properties independent of position
and temperature.

INSTYTUT APARATURY
PRZEMYSLOWEJ I ENERGETYKI
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcfi dnia 26 kwietnia 1978 r.



