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1. Analiza zagadnienia i wybor metody

Rozpatrywany jest stan naprezznia i odksztalcenia w otoczeniu otworu walcowego
o dowolnsj tworzace] w nieograniczonym osrodku sprezysto-plastycznym. W oSrodku
tym w oddaleniu od otworu panuje jednorodny stan naprgZenia, taki Ze na konturze
otworu przekroczona jest granica plastycznosci. Sformutowanie to wywodzi si¢ z zagad-
nienia mechaniki gérotworu, w ktérym chodzi o wyznaczenie napreZen i odksztatcen
wokot wyrobiska gérniczego.

To tréjwymiarowe zadanie przy znacznej dlugosci otworu w stosunku do jego prze-
kroju daje si¢ sprowadzié do zagadnienia plaskiego stanu odksztatcenia. Autorzy podej-
'muja probe doswiadczalnego rozwiazania tego zadania metoda elastooptyczna.

W zakresie liniowej sprezystosci problemy plaskiego stanu odksztalcenia modeluje
si¢ elastooptycznie za pomoca modelu tarczowego, a wigc w plaskim stanie napreZenia.
Obraz elastooptyczny jest, jak wiadomo, w obu wypadkach taki sam.

W zakresie odksztalcen plastycznych nie moZna natomiast modelem tarczowym wy-
konanym z materialu sprezysto-plastycznego odwzorowaé plaskiego stanu odksztalcenia, -
zwlaszcza gdy oba napreZenia gtéwne sa tego samego znaku. Nie beda bowiem spelnione
warunki w odniesieniu do kryteriéw uplastycznienia.

Wobec tego, e stosowane dotychczas polaryzacyjno-optyczne sposoby badania cial
sprezysto-plastycznych nie nadaja si¢ do analizy plaskiego stanu odksztalcenia posta-
nowiono uzyé tzw. metody kolejnych rozwigzan sprezystych, ktora, jak wykazemy w nastep-
nym rozdziale, stwarza takie mozliwosci. Metodg t¢ podali Aleksandrow i Achmetzjanow
[1], [3], stosujac ja do rozwiazania zadania jednowymiarowego (czyste zginanie belki).
W niniejszej pracy rozwinigto t¢ metode na problemy dwuwymiarowe, podajqc zardwno
teori¢ jak i technike prowadzenia badan.

Metoda kolejnych rozwigzan sprezystych, ktdrej istota jest zastgpienie osrodka spre-
zysto-plastycznego przez osrodek liniowo-spreZysty miejednorodny, umozliwia uzycie
dwuwymiarowego modelu tarczowego do odwzorowania plaskiego stanu odksztalcenia
w zakresie spreZysto-plastycznym. Ponadto uniezaleznia ona badacza od charakterystyki
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mechanicznej materiatu modelowego, pozwalajac przyjmowa¢ dowolna (ale monotoniczng)
zaleznoéé naprezen od odksztalcen w obiekcie.

Ujemna strona metody jest znaczna pracochtonnos$é oraz to, Ze realizowany ciag
rozwiazan sprezystych odnosi si¢ do jednej wybranej wartoéci stosunku obciazenia do
granicy plastycznosci. Mozna zatem okresli¢ granice strefy uplastycznienia oraz pole
odksztalcen sprezysto-plastycznych dla danych warunkow obciaZenia. Trudniej natomiast
jest analizowaé propagacje granic strefy uplastycznienia przy zmieniajgcym sig obcig-
Zeniu.

2. Metoda rozwiazan sprezystych

Rozwigzanie zadania plastycznosci mozemy sprowadzi¢ do rozwigzania ciagu zadan
liniowej sprezystosci w osrodku niejednorodnym, w ktorym niejednorodnosé jest zmie-
niana w kolejnych rozwiazaniach.

W wersji zaproponowanej przez Birgera [2], wykorzystuje si¢ spostrzezenie, iZ w ra-
mach deformacyjnej teorii plastycznosci zwigzek konstytutywny dla osrodka, odksztal-
conego w zakresie plastycznym daje si¢ formalnie zapisaé w postaci analogicznej do prawa
Hooke’a
L : ¢ ='2—(1;—*Sija Exk =%0’kka
gdzie e;; oraz s;; s3 odpowiednio dewiatorami tensora odksztalcen g;;, ¢;; = &;;— e ; 1/3'
oraz tensora naprezen o;, s;; = oy;— oy, 63;/3. % jest modulem $cisliwosci a nieliniowoéé
zwiazku zawiera sig¢ we wspolczynniku

vy G* = Gofy,
gdzie G, jest modulem $cinania w zakresie liniowo-sprezystym. Wielkosé
&) ' p = Goyi/7:

wyraza si¢ przez staly G, oraz niezmienniki dewiatoréw e¢;;, 5;; tzw. intensywnosci od-
ksztatcen

4) Y= l/zeijeija
i naprezen

. . 1 -
(5) T',' =‘l/7SUSU...

Dla okreslonego zadania brzegowego w osrodku spreZysto-plastycznym o jest w ogél-
nosci funkeja polozenia X; (x, , z) posiadajaca t¢ wlasno$é, ze p = 1 (G* = G,) w obsza-
rze odksztalcert liniowo spreZystych a > 1 (G* < Go) poza tym obszarem. Funkcja

(6) G*(xs V) Z) = GO/7/)

okresla zatem rozkiad modutu $cinania w niejednorodnym oérodku liniowo sprezystym,

w ktérym dla okreSlonego zadania brzegowego pola naprezeri i odksztalcen sg takie same,
jak w oérodku sprezysto-plastycznym.
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Zwiazki (1 - 6) umozliwiaja rozwiazanie zadania nieliniowego (plastycznosci) droga
iteracji rozwiazan liniowych (sprezystosci). Otéz zakiada sig, Ze znana jest charakte-
rystyka osrodka
) 7 = 7;(p).

Wtedy proces kolejnych przyblizen moze by¢ nastgpujacy:

Kiadac w zerowym przyblizeniu ¢ = 1 rozwigzujemy zadanie teorii sprezystosci,
znajdujac pole napreZen of; i odksztalcen &f;. Na podstawie pola ¢} znajdujemy niezmien-
nik y?, skad na podstawie krzywej 7;(y;) okre§lamy modut sprezystosci G = GO (x, v, 2),
potrzebny do nastgpnego przybliZenia, jako tangens pochylenia siecznej (rys. 1).
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W nastepnym przyblizeniu rozwiazujemy liniowe zadanie sprgzystosci dla oérodka
niejednorodnego z modultem sprezystosci GV, okreslonym w pierwszym przybliZeniu.
Znajdujemy pole naprezen off? i odksztatcen e{], nastepnie analogicznie ¥{" i nowy modut
G® do nastgpnego przyblizenia itd. Procedure konczymy z chwilg uzyskania.zadowala-
Jacego przybliZenia tzn., gdy dalsze przyrosty y, sa juz dostatecznie matle.

Istota metody jest wigc analogia miedzy rozkladem napreZenia w o§rodku plastycznym
a stanem naprezenia w niejednorodnym osrodku sprezystym. Rysunek 1 pokazuje schema-
tycznie sposéb okreflenia modutu sprezystosci w danym punkcie ofrodka w kolejnych
iteracjach.

Problem zbieznosci metody rozwigzah sprezystych byl rozwazany w pracach (4) i (5).

Znajdowanie kolejnych rozwigzan moze odbywaé sie oczywiscie w réZny sposob,
analityczny, numeryczny badz analogowy. W tym ostatnim wypadku mozemy zastosowat,
Jak na to zwrécit uwage Achmetzjanow, metode elastooptyczna.

W plaskim stanie odksztalcenia, jaki rozpatrujemy w niniejszej pracy, przy » = 1/2
wyrazenia (4 i 5) upraszczaja sie do postaci

™ = 22+er),

®) o= %[(o‘x— 0y)* + 41,0,]%.
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Wyrazajac (8) za pomoca naprezed gléwnych oy, o2 otrzymujemy
1

(9) T = ‘2—(01_02) = Tmax-

Z réwnania (9) wynika, Ze poniewaz 7; = Tuax, kryteria plastycznosci Hubera, Misesa
. 1 . . ,
i Treski pokrywaja sig. Przy v < 5 rownanie (9) jest przyblizone.

PoniewaZ zadanie opisane w rozdziale 1 modelujemy za pomocg tarczy z materiatu
elastooptycznego, widzimy, ze izochromy mozna traktowaé jako linie 7; = const, gdyz
z prawa Wertheima

(10) . Km = (0,—03)h,

gdzie m jest 1zedem izochromy, K — stala elastooptyczna, h — gruboscia modelu,

Warto zaznaczyé, ze obraz elastooptyczny w modelu nie zalezy tu od wsp6iczynnika
Poissona, ani od tego, Ze ptaski stan odksztalcenia zastapiliémy plaskim stanem napre-
Zenia.

Ze wzgledu na technologi¢ wykonania modelu, niejednorodny osrodek sprezysty
o ciggltym rozkladzie modutu G, o jakim byla mowa powyzZej, zastgpujemy przez osrodek
niejednorodny skokowo, sama za$ niejednorodno$¢ osrodka modelujemy przez odpowiednig
zmiang jego grubosci. Im wigksza jest liczba stopni i im sa one mniejsze, tym lepiej osrodek
niejednorodny w sposéb ciagly przyblizony jest przez oérodek niejednorodny skokowo.

Badajac tarczowy model elastooptyczny o zmiennej grubodci 4 (symetryczny wzgledem
plaszczyzny érodkowej z = 0) bierzemy pod uwage, Ze rzad izochromy wynika z naprezen
scatkowanych po grubosci, ktére oznaczamy przez o

h
2
) N
an i- [or=o [_Cm].
)

Roéwnanie (10) moZna teraz wyrazié w postaci nie zawierajgcej zmiennej A

(12) : Km = G, —G,.

Korzystajac z réwnania (12) analizujemy elastooptycznie pole naprezed @ tak, jak gdyby
model miat stala grubosé¢ h,. Zmiany grubo$ci modeluja zmienny modut G, ktéry wyraza
sie jako

h
0

W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy osrodek spreZysto-idealnie plastyczny. Wy-
nikaja z tego pewne uproszczenia w badaniu elastooptycznym, gdyz w korcowym etapie
kolejnych przyblizea:

1. Granice strefy uplastycznienia wyznacza izochroma okreélonego rzedu odpowiada-

Jaca g = k, gdzie k jest granicg plastyczno$ci na $cinanie.

2. Wewnatrz strefy uplastycznienia rzad izochromy powinien byé staly, co daje fatwa

kontrolg poprawnosdci wyniku. '
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3. W obszaize uplastycznienia zmienna grubo$é modelu A okreéla pole odksztatcen
postaciowych y; gdyz

T k ho
(14) Vi = —

_ ho hy
G Gy, h

'yisTa
gdzie y;; jest wartoscia y; na granicy plastycznosci. Sktadowa plastyczna odksztal-
cenia wyniesie

/Zo
Yip = Vi—Vis = Vis —71“—1 .

(15)

3. Przeprowadzenie badania

Realizujac zaloZenia podane w rozdziale 1 tarcze modelu trzeba bylo obciazyé na
obwodzie w taki sposdb, aby przed wykonaniem otworu w modelu wystapil jednorodny
stan naprezenia. Przyjeto dla uproszczenia wszechstronne Sciskanie a wige o; = a,.

MoZna wowezas wykonaé model w ksztalcie tarczy kolowej i obciazyé go na obwodzie
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Rys. 2

réwnomiernym ci$nieniem za pomoca urzadzenia hydraulicznego przedstawionego na
rys. 2. W stalowej pierscieniowej obudowie 1 znajduje si¢ gumowa detka 2 przekazujaca
ciénienie cieczy na model 3.
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Kolejnos¢ czynnosei przy badaniu modelu z otworem byta nastepujgca. Sporzadzono
modele w postaci do$¢ grubej (20 mm) tarczy kotowej z otworem o rozpatrywanym
ksztalcie, wyznaczajac uprzednio elastooptyczng stata modelows.

Zbadano dwa modele: z otworem prostokatnym o stosunku bokéw 2:1 (rys. 3)iz ot-
worem w ksztalcie typowej obudowy gérniczej LP-9 (rys. 4).2 ZaloZono, Zze osrodek jest
sprezysto-idealnie plastyczny.

Za pomoca urzadzenia hydraulicznego obcigzono model ci$nieniem na obwodzie
i badano w polaryskopie. Otrzymano wyniki elastooptyczne (izochromy i izokliny) odno-
szace si¢ do pola naprezen przy liniowo-sprezystej charakterystyce osrodka. Przyjeto je
jako ,,zerowe” przyblizenie rozwiazania. .

Rys. 5

Okreslono rzad izochromy, ktéra stanowi pierwsze przyblizenie granicy strefy uplastycz-
nienta.

Przyjeto, Ze ci$nienie obciazajace, ktore  wynosi- 5 MPa jest réwne granicy plastycz-
nosci na $ciskanie 2k. Uwzgledniajac zmierzona stata modelowg 0,75 MPa/iz.iz. otrzy-
mano w obu modelach granice strefy uplastycznienia odpowiadajaca izochromie rzgdu
6,7. Wewnatrz tej strefy na podstawie rzedu izochromy okreslajacego 7{ i yf i danej
krzywej 7;(yv;) wyznaczono rozktad wielkoéci G/G,, ktory wskazuje w jakim stosunku
nalezy zmniejszy¢é grubo$¢ modelu do nastgpnego badania.

Nastgpnie opracowano program podcinania, uwzgledniajac warunki technologiczne -
tak, aby jak najlepiej zrealizowaé¢ wymagany rozktad grubosci. Stosowano obustronne
frezowanie frezem palcowym dajace warstwicowe (schodkowe) scienianie modelu (rys. 5).

1) Autorzy zbadali takze model z otworem o przekroju kolowym i pordwnali wyniki z rozwiazaniem
teoretycznym (6).
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W pewnych przypadkach mozna zrealizowaé skoéng obrobke modelu, co daje ciagly
niejednorodnoéé modutu i na ogdt lepsze przybllzeme

Tak przygotowany model powtérnie badamy w polaryskopie, a otrzymane pole na-
prezef 7; i odksztalcen y; stanowi pierwsze przyblizenie rozwiazania. Na jego podstawie
opracowujemy program dalszego podcinania medelu, ktérego badanie elastooptyczne
daje drugie przyblizenie rozwigzania. Powtarzamy t¢ procedure kilkakrotnie az do uzyska-
nia zadowalajacej doktadnosci. Obraz izochrom w modelu z otworem LP-9 w pierwszym
przyblizeniu przedstawia rys. 6.

Rys. 6

Sporzadzono specjalne stanowisko obrébeze z szybkoobrotowym frezem palcowym.
Model przytwierdzony do specjalnej ply'y byl recznie przesuwany wedlug wytrasowanych
na nim linii. Gleboko$¢ frezowania mozna bylo dokladnie nastawiaé.

Przy badaniach elastooptycznych, w przypadku skoénie obrobionych powierzchni
prze§wietlonego modelu, w celu wyeliminowania zalamania $wiatla, stosowano pogra-
Zenie modelu w odpowiednio dobranej cieczy immersyjnej. Ciecz znajdowala si¢ pomiedzy
oktadzinami ze szkla organicznego uszczelnionymi wzgledem modelu.

4. Wyniki badai i wnioski

W modelu z otworem prostokatnym zastosowano schodkowe podcinanie o dos§¢
znacznej liczbie schodkéw; 5 w pierwszym przyblizeniu i 6 w nastepnych przyblizeniach.
W modelu z otworem £P-9 stosowano schodkowe podcinanie w poblizu ptaskiego spagu
i skoéne podcinanie w otoczeniu przesklepionego stropu, dajace lepsze przyblizenie do
rzeczywistego stanu odksztalcenia w strefie uplastycznienia.

Na rysunku 5 widoczne s3 granice schodkowych odsadzek w modelu z otworem prosto-
katnym w pierwszym przybliZzeniu.
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Dla kolejnych przyblizen sporzadzono dla obu modeli wykresy réznic napreZen gtéw-
nych w przekrojach charakterystycznych (rys. 7 i 8). Pozwalaja one na oceng stopnia
zbieznosci metody. Jak widaé, iteracje mozna zakoriczy¢ na trzecim przybliZeniu, w ktérym
rozktad réznic napreZen gtéwnych jest juz zblizony do rozkladu dla ciata sprezysto-idealnie
plastycznego. Rys. 9 i 10 przedstawiaja poréwnanie rozkladu naprezen brzegowych dla
ciata sprezysto-plastycznego i sprezystego. Obraz izoklin i trajektorii naprezen gtéwnych
(rys. 11 i 12) potwierdza, ze na calym obwodzie otworu wystepuja napreZenia sciskajace.

Rys. 13

Wykorzystujac wyniki ostatecznego przyblizenia dla modelu z otworem prostokatnyin
1 w ksztalcie L.P-9 oraz teoretyczne wyniki obliczeniowe dla otworu kotowego sporza-
dzono zbiorczy wykres, przedstawiajacy w poszczegSlnych éwiartkach poréwnanie poél
odksztatcen sprezysto-plastycznych w tych trzech przypadkach (rys. 13). Wymiary otworéw
przyjeto na rysunku takie, aby pola ich przekrojéw poprzecznych byla sobie réwne. Roz-
ktad odksztalced w obszarze uplastycznienia przedstawiono za pomoca linii y,/y;, = const.
Granicg strefy uplastycznienia jest linia oznaczona parametrem 1.

Przeprowadzone badania wykazaly przydatno$¢ metody rozwigzaf sprezystych do
analizy stanu napreenia i odksztalcenia w ciatach sprezysto-plastycznych w zagadnie-
niach plaskiego stanu odksztatcenia, Lepsze rezultaty uzyskuje si¢ w przypadku elementow
o plynnie zmieniajacej si¢ krzywiZnie konturé6w pozbawionych wklestych zataman. Metode
warto stosowaé do poréwnawczych badar elementéw o zblizonych ksztattach. Wykorzystu-
jac znajomosé rozkladu naprezef dla podobnych ksztaltéw mozna bowiem zmniejszyé
liczbg iteracji, przyjmujac za punkt wyjécia nie sprezysly stan naprezenia, lecz stan spre-
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zysto-plastyczny zblizony do stanu poszukiwanego. Korzystng strona metody jest to,
ze na podstawie ostatecznego grubosciowego uksztattowania modelu mozna bezpoérednio
wyznaczy¢ pole odksztalcen spreZysto-plastycznych.
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Pesome-

TIPUMEHEHUE METOJA IIOCJIEDOBATEJBHBIX VIIPYTUX PEIIRHUAV
K TTONAPHU3ATHOHHO-OIITHYECKUM MCCIEHOBAHVAM
VIIPYTO-TINTACTUUECKON CPENBI C UWJIMHIPMUECKVM OTBEPCTUEM

B craTiu NnpeacTaBieHo NPUMEHCHHC METOMA ITOCHCIOBATENBHBIL YIPYIUX PEUIeHHH N0 (oToyupy-
THX MCCIIEOBAHMM INACTHUECKHX cpeX. VIanoeHBl TeopeTHYeCKHEe OCHOBBI M JA0OPATOPHAA TEXHUKA
M3JIaraEMOro MeTona. B cliyuae IUIOCKOro HAmpAYXKEHHOIO COCTOSIHMS HOJIOCHI OTBEYAIOT JIMHUAM MHTEH-
CHBHOCTH KACATENDbHBIX HANpPsDKEHHIL.

B pabote npencrasied MeTonx ONpelelIeHusi HANpsDKEHHOTO COCTOAHMS BOKDYT LUJIHMHIpPUHIECKoH
IIyCTOTBI HEPErYJUIPHOIO KOHTYPA NPEJJIONEHHBIM CIIOCOGOM C BCIIob3oBatuem GoToypyrux momenei.
Oupeneneno HANPAMENTHOE COCTOSTHAE B XAPAKTEPHCTHUECKUX CEUEHHAX BOKPYT IIYCTOTHI B BHE HPAMO-
YTONBHHKA K B BHJAE THIMYHON roproi paapaboriwm. ' .

Peaynvrarsl MCCIeAOBaHMI NOKASHIBAIOT, YTO METOH YIPYIMX pelleHuil MoXKeT ObITh YCCIELIHO
WCIONBb30BaH ST ONPEACIIEHHST HAIPSKEHHOr0 COCTOSTHUSI B YRPYTO-TJIACTHYECKAX CPenax B YCIOBUAX
INOCKOro AehOPMUPOBAHHOIO COCTOSTHHUSA.

Summary

APPLICATION OF THE METHOD OF SUCCESSIVE ELASTIC SOLUTIONS
TO PHOTOELASTIC INVESTIGATIONS OF AN ELASTO-PLASTIC MEDIUM
WITH A CYLINDRICAL CAVITY

Paper presents an application of a method of elastic successive solutions to photoclastic investigation
of a plastic medium. Theoretical foundations and experimental procedure of the proposed method are
presented. In the case of the plane state of sirain fringes correspond to the stress intensity lines. An attempt

5%
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to determine the state of stress around a generally irregular cylindrical cavity by means of the method of
successive elastic golutions with the use of photoelastic models has been made. Stress distributions in
characteristic sections around a rectangular cavity and a typical arched mining excavation have been de-
termined, Test results prove that the method may be successfully used for the determination of the state
of stress in two dimensional elastic-plastic media under plane strain conditions.
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