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KRYSTYNA.  M A . Z U R - S N I A . DY  (WROCŁAW)

W  pierwszej  czę ś ci  pracy  przedstawione  zostały  ogólna  teoria  skrę cania  pryzmatycz-
nych  prę tów  oraz  teoria  skrę powanego  skrę cania  prę tów  cienkoś ciennych  o  otwartych
przekrojach,  wyprowadzone  na  podstawie  mechaniki  analitycznej  kontinuum material-
nego  [1].

W  1 i  2  rozdziale  niniejszej  pracy  narzuca  się   (podobnie jak  w  rozdziale  3 pracy  [2])
na  ruch prę ta  opisany  wię zami  realizują cymi  nieodkształ calność rzutów  przekrojów  po-
przecznych  prę ta  na  pł aszczyzny  normalne  do  osi  prę ta  dodatkowe  wię zy,  co  pozwala
otrzymać  inne  szczególne  teorie  skrę cania.

W pierwszej  czę ś ci rozdziału pierwszego  dodatkowe wię zy rozdzielają   zmienne w  funkcji
spaczenia przekroju  oraz przedstawiają   sobą   pewien  ukł ad  równań  róż niczkowych (w po-
staci ogólnej).  W  ten sposób  otrzymuje  się   teorię   skrę powanego  skrę cania prę tów  o  zwar-
tym  przekroju.

W  celu  ilustracji  otrzymanej  teorii  w  drugiej  czę ś ci  rozdziału pierwszego  przedstawia
się  równania  otrzymane  w przypadku  wspornika  o zwartym  przekroju.

W  rozdziale  drugim  dodatkowe  wię zy  uniezależ niają   funkcję   spaczenia  od położ enia
przekroju  poprzecznego  prę ta,  co  pozwala  otrzymać  techniczną   teorię   skrę cania  prę tów
o  zwartych  przekrojach.

Rozdział   trzeci zawiera  przykł ad, jego  przedmiotem jest jednorodny,  izotropowy, nie-
waź ki prę t o przekroju  w  kształ cie elipsy, o pobocznicy wolnej  od obcią ż eń zewnę trznych,
skrę cany  w  sposób  statyczny  parami sił  działają cymi w  koń cowych  przekrojach.

W  celu  uzyskania  rozwią zania  stosuje  się   najpierw  ogólną   teorię   skrę cania, przedsta-
wioną   w  rozdziale  drugim  niniejszej  pracy,  obliczając  przemieszczenia,  naprę ż enia  oraz
siły  reakcji  wię zów.  N astę pnie stosuje  się   techniczną  teorię   skrę cania prę tów  o przekroju
zwartym,  przedstawioną   w  rozdziale  pią tym,  obliczając  przemieszczenia,  naprę ż enia  oraz
dodatkowe  siły  reakcji  wię zów.

Przeprowadza  się   analizę   rozwią zań  uzyskanych  według obu teorii uwzglę dniając  wiel-
kość  sił   reakcji  wię zów,  która,  jak  wiadomo,  stanowi  kryterium  zakresu  stosowalnoś ci
teorii.

Ponadto  rozdział  szósty  zawiera  porównanie równań wraz  z rozwią zaniami technicznej
teorii  skrę cania  prę tów  o  zwartym  przekroju  w  przypadku  prę ta bę dą cego przedmiotem
przykładu  z  równaniami  i  rozwią zaniami  teorii  swobodnego  skrę cania,  otrzymanymi
przez  Saint- Venanta  w  ramach  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  ([3]  s.  177 - 187,  [4]
s. 366- 387).
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1.  Skrę canie  skrę powane  prę tów o zwartych  przekrojach1

1.1. Ogólne równania Przedmiotem  rozważ ań  jest  pryzmatyczny  prę t  o  zwartym  prze-
kroju,  ograniczonym  krzywą   odcinkami  gładką   (rys.  1.1).  Gę stość  masy  prę ta  oznacza

'  się  jak  poprzednio przez  QR  i zakłada się ,  że dane są   pola  zewnę trznych  obcią ż eń maso-
wych  b =. (bi,  b2,  b3)  i  zewnę trznych  obcią ż eń  powierzchniowych  pR  —  (j)i,p2,p3).

Rys.  1.1

Równania  teorii wyprowadzone  na podstawie  mechaniki analitycznej  kontinuum ma-
terialnego  [1] przedstawiono w  [5], ograniczając  nich prę ta  opisany  w  [2] za pomocą  wię -
zów  (2.1) dodatkowymi wię zami wewnę trznymi  narzuconymi na funkcję   spaczenia

«,   0 .( l. i. l )

oraz; układem równań  róż niczkowych

yv,(<p,  f!,ip2i  e, <p)3, ylf3,  y2 j 3 .  e}i)  -   0  ,

(1.1.2)  r  dla  0  <  X3  <  L, v ' -   1,2,  ,.'.,j»',.

yy.,(<Z>,V0) = O  <il&X 1,X2eF,v"=p'+l,p'+2,  r.,p
f+p",

gdzie  V  oznacza  gradient  materialny.

Uwzglę dnimy  tu także  istnienie geometrycznych  wię zów brzegowych w postaci układu

równań  róż niczkowych

/ U9>»Vi>Va»«)~Q  d l a Z3  =  0 i ^ 3 = J Ł !  S'  =   UZ  / ',

& . ( # . *. )  -   0  dla  Xt,X2edF,  e "  —1, 2,  . . . , / ",

gdzie  (  ) i S oznacza róż niczkowanie po stycznej  do brzegu  dF.

Rozdzielając  zmienne w funkcji  spaczenia przekroju  za pomocą  wię zów  (1.1.1) wpro-
wadzono nowe współ rzę dne uogólnione e i u>, przy  czym  e(X3,  t)  okreś la  stopień  skrę po-

(1.1.3)

1}  Oznaczenia  wzorowane  są   na  pracy  [1J.  Literami  póigrubymi  oznaczono  wektory  i  tensory.
Wskaź niki  i, j  przebiegają   cią g  1,2,3,  wskaź niki  a,/ ?, przebiegają   cią g  1,2.  Obowią zuje  konwen-
cja  sumacyjna  wzglę dem  wszystkich  wskaź ników.  Przecinek  poprzedzają cy  wskaź nik  oznacza  pocho-
dną   czą stkową   wzglę dem  odpowiedniej  współ rzę dnej  materialnej,  kropka  nad symbolem  oznacza po-
chodną   podług czasu a symbol  y  oznacza gradient materialny.
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wania  skrę cania  na dł ugoś ci prę ta, a <P(Xi,X2,t)  zależy  od kształ tu przekroju  poprzecz-
nego w danej  chwili  t.

Wię zy  (1.l- 2)i  narzucone są  na współ rzę dne uogólnione bę dą ce  funkcjami  zmiennych
Xt  i  /  oraz  na ich pochodne  czą stkowe  wzglę dem  współ rzę dnej  materialnej  X3,  wię zy
(1.1.2)2 natomiast narzucone są  na  funkcję   0  oraz jej gradient  materialny.

Bliż sza  interpretacja  techniczna wię zów  (1.1.2) jest utrudniona z powodu  ogólnej po-
staci  opisują cych  je ukł adów  równań. Zaletą   takiego  sformułowania  równań wię zów we-
wnę trznych jest otrzymanie  teorii w miarę   ogólnej,  zawierają cej  w sobie wiele teorii  szcze-
gólnych, mię dzy  innymi  teorię   swobodnego  skrę cania  prę tów o zwartych  przekrojach, dla
której  równania  (1.1.2)> moż na przedstawić  w postaci

Yi  = 8) 3 -   0,

zaś  lewe strony  równań  (1.1.2)2  i  (1.1.3)  przyją ć  toż samoś ciowo  równe zeru.  Inną   szcze-
gólną   teorią   może być  teoria, w której  narzuca się  z góry  postać funkcji  0,  przyjmując  ją
np.  jako  wielomian.

Wię zy brzegowe  (1.1.3)j  narzucone są  na funkcje  zależ ne  od X3  i t na koń cach prę tów
natomiast  (1.1.3)2  na funkcję   0  i jej pochodną   po  stycznej  do brzegu  dF na  pobocznicy
prę ta.

W  drugiej  czę ś ci  rozdziału pierwszego  zostanie  przedstawiony  przykł ad  wię zów  brze-
gowych  (1.1.3),  bę dą   to wię zy  realizują ce  peł ne  utwierdzenie  całego przekroju  poprzecz-
nego  skrę canego  wspornikâ   .

W  dalszych  rozważ aniach  zawartych  w  omawianym  podrozdziale  pracy  korzysta się
z  ogólnej  postaci  wię zów  (1.1.2)  i  (1.1.3), wprowadzając  mnoż niki  Lagrange'a  X" i X'"
odpowiadają ce  ukł adowi  równań  (1.1.2)  oraz  / ie' i  IJP"  odpowiadają ce  warunkom  brze-
gowym  (1.1.3).

W  wyniku  wprowadzenia  dodatkowych  wię zów  (1.1.1),  (1.1.2)  i  (1.1.3)  powstają   do-
datkowe siły  reakcji  wię zów, które, analogicznie jak w rozdziale  (3) pracy  [2], wprowadza
się  do równań  ruchu  (2.5)  w [2]:

T3 !̂j JhQRb3

Jl-   Rc  m  QRX3)  • : . • '•

G«,3+   Jpad(dF)+  jQRbadF+Rva  =
BF  F  •

2Xt  - PlX2)d(dF)+  f  S K M   ~b1X2)dF+Rv  =
F

/
SF

!
F

oraz do warunków  brzegowych  (2.7)  w [2]

T3ana- p3  m St  dla  Xl,X2edF,
T33n3- p3  = Sc  dla  X3  = 0  i  X3  =  L,

(1.1.5)  2 ««3-   J padF  =  S  ̂ dla  X3  = 0  i  X3  =  L,
F

M3n3~  j  (p2XlTPlX2)dF>'=>   Svx  dla  X3  = 0  i  X3  =  L,
F  •   .  .  .  •

gdzie  Qa  i  M3  dane  są   równaniami  konstytutywnymi  (2.6)  w [2].
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Nastę pnie koraysta  się  z zasady  idealnoś ci wię zów  dla wię zów  dodatkowych, która po

wprowadzenm  mnoż ników  Lagrange'a  i  zastosowaniu  twierdzenia  o  divergencji  przyj-

muje  postać

(1.1.6)  f{ f  S&d(dF)+ J
0  SF

J
+ f

gdzie  wskaź nik  v przebiega  cią g  1,2,  ...,p',p'  + l,p'+2,  ...,p'+p",  zaś  sumowanie na-
leży  wykonać  po  v,  Q\ Q",  m,  a,  k.

Dzię ki  wprowadzeniu  mnoż ników  Lagrange'a  moż na  traktować  wariacje  funkcji  ę ,

ipa,  s,  0  jako  niezależ ne.  Podstawiając  do  (1.1.6)  skł adowe  przemieszczeń  wirtualnych

(1.1.7)

stosując  lemat du Bois- Reymonda  otrzymuje  się   nastę pują cy  ukł ad  równań

=  0,

(1.1.8)

SF
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-   O,

oraz  nastę pują ce  warunki  brzegowe

(1.1.9)

fiQ"  ~~-  (1 +  e)dX3  = 0  w miejscach poł ą czenia gł adkich pł atów  brzegu  dF,
o

J \   3f  3 d

^  \  Sxu3

VX2

=  0  dla X3  = 0  i  X3  = L ,

A  dF « 0  d la  X 3 =  0  i  JST3 = L ,
/

^O  dla  f 3 = 0  i  Jf3  =  i ,

dla  X3  = 0  i  X 3  = X.

Równania  (1.1.8)  po podstawieniu  sił  reakcji  wię zów  ze wzorów  (1.1.4)  i  (1.1.5)  oraz
po zastosowaniu  twierdzenia  o divergencji  przyjmują   postać

^

(1.1.10)

J ^T3a,

(l

f

BF

J
F

fPid(dF)+

m J
F

= f
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f f (T*% - Ti3X2\  3 +  r^- X,  -  Vjg- Xi] dF+  f (p2Xt
(1.1.10)  /   L  Ó l 2  Ć Xl  J  3F

gdzie

0 1  in  TiJ  —  "T'J   • ••   J1*  * '

. 1 . 1 1  I  - I  —  -*   A  *

Po podstawieniu  sił  reakcji  wię zów  (1.1.5)  oraz zależ noś ci  (1.1.11)  do  warunków  brze-

gowych  (1.1.9), otrzymuje  sieje  w nastę pują cej  postaci

dla  Xt,X2eBF,
L  •   '

HQ"- £f— (1 +  s)dX3  =  0 w punktach poł ą czenia  gł adkich pł atów brzegu  dF,

F  -   0  dla  X3  =  0  i  X,  =  L ,
J (

(1.1.12)
F

dla  X3  =  0  i

- i ?2

j
dla  X3  =   0  i  T 3  =   L.

Wystę pują ce  w dynamicznych warunkach brzegowych  (1.1.9)  i  (1.1.12)  zewnę trzne siły
powierzchniowe  interpretuje  się albo jako  obcią ż enia  zewnę trzne albo  reakcje podparć.

Po  wyznaczeniu  współ rzę dnych  uogólnionych  e,  0,  y>i,  f2,  <P  dla  danego materiału
opisanego  równaniem  konstytutywnym  (1.3)  w  [2], z  równań  ruchu  (1.1.10),  dynamicz-
nych warunków  brzegowych  uwzglę dniają cych  sposób  podparcia prę ta  (1.1.12)  oraz  wa-
runków począ tkowych  moż na wyznaczyć  skł adowe  stanu przemieszczenia  ua(X,  t)  z  (2.3)
w  [2]  i  n3(X,t)  z  (1.1.1),  skł adowe  stanu  naprę ż enia  I * '  oraz  dodatkowe  siły  reakcji
wię zów  ze  wzorów  (1.1.4)  i  (1.1.5).

Oprócz  dodatkowych  sił   reakcji  wię zów  wystę pują  takie  siły  reakcji  wię zów  (2.11)
w  [2], dla  których  Tu  oblicza  się  z  (2.9)  w  [2], a  współ rzę dne uogólnione  C,y>i,ip2,<P
stanowią  rozwią zanie  ukł adu równań  (2.10)  w  [2] wraz  z  warunkami  brzegowymi  (2.12)
w  [2]  i  warunkami  począ tkowymi.

Stosując  kryterium fizycznej  poprawnoś ci wię zów modelowych przedstawione  w  pracy
[2] za pomocą wzoru  (1.8) należy zwrócić uwagę  na fakt,  że wię zami modelowymi  są  tylko
wię zy  (2.1) w  [2] oraz  (1.1.1), natomiast wię zy  (1.1.2)  i  (1.1.3)  są  wię zami  fizycznymi.
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1.2. Równania skrę powanego skrę cania wspornika Przedmiotem  rozważ ań jest  prę t o dowol-
nym zwartym  przekroju  ograniczonym  krzywą   odcinkami gładką   (rys.  1.1) utwierdzony
w przekroju X3  = 0. Utwierdzenie uniemoż liwia przemieszczenie punktów przekroju pod-
porowego  (przekrój  podporowy  nie paczy  się , nie wykonuje  obrotu  i  nie przesuwa się
w płaszczyź nie  OXxX2).

Gę stość  prę ta  oznaczmy  przez  QR(X),  pole  zewnę trznych  obcią ż eń  masowych  przez
i  =  (bt, b2)b3),  pole  zewnę trznych  obcią ż eń  powierzchniowych  przez pR  =•   (pi,p2,p3).

Obowią zują   wię zy  (2.1) w  [2] i  (1.1.1),  lewe  strony  (1.1.2)  są   roż samoś ciowo  równe
zeru

y,,(<p,  e,Vi,  V2»9',3,Vi,3»V2.3,e,3) = 0  dla  X3e(Q,L),

( L 2 t ł )  y,.- (0, V0) m 0  dla  Xt,X2eF,

natomiast geometryczne wię zy brzegowe  (1.1.3) przyjmują   postać

/5Ł  -   (1 + e) = 0  dla  X3  = 0,

p2  =  c , = 0  dla  * 3  = 0,

(1.2.2)  /?3 =  V l  = 0  dla  X3  = 0,

&  = V2 = 0  dla  X3  = 0,

PQ- (?> VI »  V>2>  e)  =   °  dla  X3  m\L,

/ V( *»*«) s0  d l a  ^ i . ^ e S F.
Po uwzglę dnieniu (1.2.1) i (1.2.2) równania (1.1,10) przyjmują   postać

J  [T 3a,a(l  + e)- T33e,3]dX3  + \p3(l  + B)\x^L+  f  QRb
o  o

-  J
J ( r3 3, 3 *- r3 f l l ^ , ) ^+   Jp30d(dF)+  jeRb30d

(1.2.3)  /   r 1 8, 3d F+   JPld(dF)+  j  QKbxdF -   /   e ^  - ?X2)dF,
F  BF  F  F

Jr23

i3dF+  Jpzd(8F)+  JQRb2dF=  f QR(ip2+fXt)dF,
F  BF  F  F

f  (T23Xi- T13X2),3dF+  /   (pajr t  - PtX2)d(dF)+  f  ą R(fi2

F  F  F

F

Analogicznie  otrzymuje  się  warunki brzegowe  (1.1.12)
L

(1.2.4)  /   (T3'na  - p3)  (1 +  e)dX3  -   0  dla  X,, X2  e BF,
o

f  (_ j- 33 - .p^&dF- piF  = 0  dla  X3=0,

i  Mechanika Teoret.  i  Stos. 4/79
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/   (T33  ~p3)0dF  m 0  dla  X3  ==  L,

J(~T13~p1)dF+(t2f~~dF-/ ł 3F  = 0  dla  X* -   0,
F  F  .  2

f  (T13~pt)dF=0  dla  X3  =  L,

- dF- ^F=0  dla  X3  = 0,

dla  I 3  =  I ,

p2X1 +p1X2)dP- fi22F- fi4Sz+/ i 3Si  = 0 dla  X3  = 0,
•   •

T13X2- p2Xl  +p1X2)dF  m 0  dla  X3  =   L./
.  F

W  dalszym  cią gu  ogranicza  się   rozważ ania  do  przypadku  jednorodnych marteiałów
liniowo- sprę ż ystych,  dla  których płaszczyzny X3  — const  są   pł aszczyznami symetrii sprę-
ż ystej,  co po uwzglę dnieniu  (2.9) w  [2] i  (1.1.1) prowadzi  do

(1.2.5)  J «3  =  r «3  =  C o t 3 1 3[ ^

r 33  =  c3 3 3 3* , , 3 .
Podstawiając  (1.2.5)  do  (1.2.3)  otrzymuje  się   nastę pują cy  ukł ad  pię ciu  równań róż-

niczkowo- całkowych

3  +
L

+ s)2dX3- C33330j  e2

3dX3

, 0

L

=   QR0  f  (1 +  e)dX3 + QR0  j  edX3l

o  ,  o  o

33 f02dF- (c1313  J02t  dF+2C1323  J0il0,2dF+C2

o

2323  j

(  (01dF+Ci323  {0  2dF)y13- (ci323  (0.1dF+C2i2i

(1.2.6)  ;  F  "  /   '  \  F

J&, 2dF)V2i3- \ - C1313  J0ilX2dF+C1323  J(0iiX1- 0,2X2)dF+C2il1

F  .  F  F

),2X1rfF]9?i3+   Jp30d(dF)+eR  Jb30dF=QR{l   + e) J0dF+QR'e  J 0dF,
8  F  F  F
J

8F

J
F  F

+ (- C1313S1  + C1323S2)(p,33+   jpxd(dF)  + QR  Jb1dF  =
SF  F
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fp2d(d)F+QR  jb2dF=f
SF

(1.2.6)  -   [ c 1 3 13  j®,   iX2dF+C'323  j  (0>2X2~0,1Xl)dF- C2323

[cd]  r  F

- ( C1 3 1 3S1 - C1 3 2 35 2 ) v 1 . 3

f  (P2Xi-
3

f
3F

Podobnie,  podstawiając  (1.2.5) do (1.2.4)  otrzymuje się warunki  brzegowe w  nastę-
pują cej  postaci  ,

ini- X2n2)  + C2323Xtn2]  j  y,s(l +  e)dX3 +
•   o

L  L

ni  + C1323n2)  /   V l ,3(1 +  e)dX3 + ( C 1 3 2 3

W l  + C2 3 2 3«2) /   V 2 , 3( l +  e)dX3 -
0

j p3(  ) 3 = 0  dlaXtX

~ C3 3 3 3e,3  /  02dF-   jp^dF- ^F  = 0  dla  X3 = 0,
F  F

C333£, 3  J # W -   jpz0dF  = 0  dla  Z 3 = L,
(1.2.7)

JJ  0  dla

( c 1 3 13  J0,tdF+C1323  J 0,2dF) (1
F  F  .

+ (- C1313S1  + C1323S2)<p-   jPldF  = O  dla  X3 =
i?

- C 1 3 2 3 ^  3 - C2 3 2 3i ^ 2  3 -   [p2dF- fi2  ( 4 " ^ " ^ 4 ^  -   G  dla X3 = 0,
If  X

(C1323  J ^ . ^ F + C2 3 23  / 0 , 2

j O  dla
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1  2  _  22% + ̂ ^ 3  + Sa/U  -   O  dla  Jf3  = o,

[cd]   f_ ci3b  [ t f^t fF+ C 1 3 23  f  (®,1Xi- <P.iX2)dF+ C23i3  f Q^Xt
F  F  F

dla  X> •  I .

Po rozwią zaniu  ukł adu równań (1.2.6) z uwzglę dnieniem warunków brzegowych  (1.2.7)
i  (1.2.2) oraz warunków  począ tkowych ze wzglę du  na niewiadome współ rzę dne uogólnione
0,  e, fls  fi,  q>,  moż na wyznaczyć  skł adowe  stanu  przemieszczenia  ux(X,  t) z  (2.3) w [2]
i  u3(X,  t)  z  (11.1),  skł adowe  stanu  naprę ż enia  7"*' z  (1.2.5)  oraz  dodatkowe  siły  reakcji
wię zów ze wzorów  (1.1.4)  i  (1.1.5).

Należy  uwzglę dnić  także  siły  reakcji  wię zów  przedstawione  w  [2] za  pomocą  (2.13),
gdzie  Tij  oblicza się z (2.9) w  [2] natomiast współ rzę dne uogólnione £,yi,  f.i,  <p z ukł adu
równań  (2.10)  w  [2] z  warunkami  brzegowymi  (2.12)  w  [2] i  odpowiednimi  warunkami
począ tkowymi.

Stosując  kryterium fizycznej  poprawnoś ci wię zów modelowych przedstawione  w pracy
[2] za pomocą  wzoru  (1.8) należy  zwrócić  uwagę  na  fakt,  że wię zami  modelowymi są
tylko wię zy  (2.1) w  [2] oraz  (1.1.1), natomiast wię zy  (1.2.1)  i (1.2.2) są  wię zami  fizyczny-
mi.

'  2. Techniczna  teoria  skrę cania  prę tów  o  zwartych  przekrojach

Rozważa  się pręt  pryzmatyczny  o  dowolnym  zwartym  jednospójnym  przekroju po-
przecznym  (rys. 1.1)  i o  swobodnych  koń cach.  Przyjmuje  się, że obcią ż enie  zewnę trzne
dane jest w postaci sił  masowych b =   (blt  b2,  b3)  i sił powierzchniowych/ >K  «•   (.pi,p2,Pz).

Ruch prę ta ogranicza  się, oprócz wię zów  opisanych w pracy  [2] za pomocą  zależ noś ci

(2.1),  wię zami  dodatkowymi

(2.1)  w3 = £ »  * .

gdzie  0  m 0[XL,X2,  t)  jest  nową  współ rzę dną  uogólnioną.
W  ten sposób  uzyskuje  się funkcję  spaczenia  przekroju  stałą  na cał ej  dł ugoś ci prę ta

i zależ ną  od kształ tu przekroju  poprzecznego prę ta w danej chwili / .
Inaczej  moż na by  otrzymać  równania  omawianej  teorii  korzystając  z  teorii  skrę cania

skrę powanego  prę tów  o zwartych  przekrojach jak to przedstawiono w  rozdziale 1.

Sposób  zastosowany  w  niniejszym  rozdziale  jest  znacznie  prostszy.
Wprowadzając  dodatkowe  wię zy  (2.1) należy  uwzglę dnić  powstanie  dodatkowych sił

reakcji wię zów; które wprowadza  się, analogicznie jak w rozdział ach 3 pracy  [2] i 1  niniej-
szej  pracy,  do  równań  ruchu  (2.5) w  [2]
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/   QRbadF+Rva  =

(2.2)  M3,3  +
ć tP

f
F

oraz do  warunków  brzegowych  (2- 7)  w  [2] .

T3«na  - p3  -   St  dla  J a ,  JTa 6  8F,
- p3~Ss  dla  X3  =  G  i  X3  =  L,

(2 3)  Qan^-  jP.dF  =  Sm  dla  * s  =  0  i  X3  =   L,

Af 3«3 -   f  (foJTj  - pyXx)dF  =  Ą,  dla  ^3  =  0  i

gdzie (?a i Af3  dane są  równaniami  konstytutywnymi  (2.6) w  [2].
Zasada  idealnoś ci  dla  wię zów  dodatkowych  przyjmuje  nastę pują cą  postać:

L

(2.4)  /   [  /   Std£d(dF)+  f  Ą dCdF+Rvl  dtp, +Rvxtop2+RędĄ  dX3+, ,

\ J  0X̂ L  m 0.
F

Podstawiając  skł adowe  przemieszczeń  wirtualnych

dx,  =

(2.5)  óx2  -

dXz~W.
do równania  (2.4) i korzystając  z niezależ noś ci  wariacji  współ rzę dnych uogólnionych  oraz
z lematu  du  Bois- Reymonda  otrzymuje  się  nastę pują cy  ukł ad  równań

o
(2.6)  Rvl  -   0,

J?V2  =  0 ,

oraz  odpowiadają ce  mu  warunki  brzegowe

jScdX3  =   0  dla  Xy,X2e  dF,
. . . . . . • •   0  .  • . • • ' . ' • • " ••   ' . • • - '

(2.7)  Svi  = 0  dla  X3  =  0  i  JC3 =   L,

Sv2  =  0  dla  ^ 3  =  0  i  X3  =  L,

5;  =  0  dla  X 3  =  0  i  X3  =  L .
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Równania  (2.6) po podstawieniu  sił  reakcji  wię zów ze wzorów  (2.2)  i  (2.3)  oraz po
zastosowaniu  twierdzenia  o divergencji  przyjmują   postać

f  T âdX3
0  0  0

fTi3,3dF+  fPld(dF)+  fQRhdF=  f  eR(- vX2+y> L)dF,
F  dF  F  F

(2.8)  /   T23,3dF+  fp2d(6)F+
F  SF

f j
SF  F

3dF+  j  {p2Xt  - pLX2)d(dF)+
dF

Qf,{b2Xl- btXt)dF  = / '
F

natomiast warunki  brzegowe (2.7) po  analogicznych przekształ ceniach dane są  przez

L

r3*^ - p3)dX3  -   0  dla  Xi, X2 e dF,

(2.9)

/   ( r 1 3«3  - pddF  = 0  dla  Z 3 = 0  i X3  =  L,

J  (T23n3  - p2)dF  = 0  dla  X a > 0  ł  X3  »  L,
F  •

/   [ ( r 2 3x t -  r13jr 2)«3 - p2xt  + Pi x2w  = o  dla x3  = o i x3  = L.

Ograniczając  rozważ ania do materiałów jednorodnych, liniowo- sprę ż ystych, dla których
płyszczyzny  X3  —  const są  płaszczyznami  symetrii  sprę ż ystej  i  uwzglę dniając  (2.9) w [2]
i  (2.1)  otrzymuje  się  równania  konstytutywne  materiału  w postaci

Podstawiając  (2.10) do (2.8)  otrzymuje  się  ukł ad  czterech  równań  róż niczkowych  dla
czterech współ rzę dnych uogólnionych 0,  ip 1 }  f2,  c>:

(2.11)  C1313Fy1.>3» + C13»irV2.33 + ( - C1 3 1 3S1 + C13»5'2)c> .33+   j  pLd(dF)+



SKRĘ CANIE  PRYZMATYCZNYCH PRĘ TÓW  II   579

Jp2d(dF)+
F
J

dF

.  33 +
F

Analogicznie  otrzymuje  się   warunki  brzegowe,  wstawiając  (2.10)  do  (2.9)
z,

dla  Xlt

+ C1323S2)<p,3~n3  jpLdF  = O  dla  Z 3  =  0
F

F  F

+ C2323S2)03- n3  fp2dF  = 0  dla  X3  = 0  i  Z 3  = L,
i?

ci3i3  j(0  tx2)dF- Ci323  }(0.aXa- &,tX^dF+C2323  J0,2XidF-
F  F

j } J
F  F  F

- C1 3 2 35 '2 ) V l , 3 - ( C1 3 2 351 - C2 3 2 3

1S '2 ) i / ) 2 > 3 +

2 + C a 3 a s^ ) c ) ( 3 - »3  /   (paJTi - PiX2)  dF  = 0
. " . ' • "  •   '  F  •

dla  X3  = 0  i  X3  =  L.

Po  wyznaczeniu  współ rzę dnych  uogólnionych  &,   ę ,  iplt  y>2 z  równań  ruchu  (2.11)
i  dynamicznych  warunków  brzegowych  (2.12)  oraz  odpowiednich  warunków  począ tko-
wych moż na wyznaczyć  skł adowe stanu przemieszczenia  ua(X,  t) z (2.3) w  [2] oraz w3(Ar, t)
z  (2.1),  skł adowe  stanu  naprę ż enia  TU(X,  t)  z  (2.10)  oraz  dodatkowe  siły  reakcji  wię zów
ze wzorów  (2.2)  i  (2.3).  :

Ponieważ  zachodzą   zwią zki  (2.6)  i  (2.7), róż nymi  od zera  dodatkowymi  siłami  reakcji
wię zów  są

(2.13)
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S,  =   - p3  d la  X3  =•   0  i  X3  =   L,

dla  X1,X2edF,

Oprócz  sił   reakcji  wię zów  (2.13) wystę pują  także  siły  reakcji  wię zów  (2.13)  w  [2], dla

których  T y należy wyznaczyć z (2.9) w  [2] a współ rzę dne uogólnione f,  ęt,  y>2,  f  stanowią

rozwią zanie  ukł adu  równań  (2.10) w  [2] wraz z warunkami brzegowymi  (2.12) w  [2] i wa-

runkami  począ tkowymi.

3. Przykł ad

Rozpatruje  się pryzmatyczny, jednorodny, izotropowy  pręt  o dł ugoś ci L  i o przekroju
poprzecznym  w  kształ cie  elipsy.  Osie  Xt  i  X2  ukł adu  współ rzę dnych  kartezjań skich
OX^XT,  są  zarazem  gł ównymi, centralnymi  osiami  bezwł adnoś ci  przekroju.  Przyjmuje
się, że pręt obcią ż ony jest w  sposób  statyczny  parami  sił  dział ają cymi  w  koń cowych prze-
krojach  prę ta, natomiast powierzchnia boczna prę ta jest wolna  od obcią ż eń zewnę trznych.
Pomija  się  wpł yw  sił  masowych.  Rys.  3.1  przedstawia  pręt  obcią ż ony  momentami skrę ca-
ją cymi  Ms  >  0  (zwrot wektora  momentu przyję to  zgodnie  z  regułą ś ruby  prawoskrę tnej).

W  celu  uzyskania  rozwią zania  zastosujmy  najpierw  ogólną  teorię  skrę cania,  przed-
stawioną  w  rozdziale drugim pracy  [2].

Uwzglę dniając  izotropię materiału oraz  sposób  obcią ż enia  prę ta  otrzymuje  się  ukł ad
równań  (2.10) w  [2] z niewiadomymi współ rzę dnymi uogólnionymi  {(Xx,  X2,  X3),  y

w  nastę pują cej  postaci:

£, u+  £,«+ £, 83- 0 .

/ (£ . M *l- ?. l3X2)dF+J0<p. 33 «  0,
F

natomiast  warunki  brzegowe  (2.12)  w  [2]  w  postaci
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(t,t  + <Pi.3- ?,sX2)n1 + (Ca+ip2<3+<p, 3X1)n2  = 0  dla  Xi,X2edf,

£,,  = 0  dla  X3  = 0  i  X3  = £ ,

i- O'1  dla  X3  = 0  i  Z 3  = Z,,i
(3- 2)  '

J  tf2dF+FyZi3  = 0  dla  X3  = 0  i  X3  = Z,

[ /  (fci  , iWofca]  ^ ,  dla  J3  =  0

gdzie

/
,.\F

Ze wzglę du  na warunek brzegowy  (3.2)2 wykonuje  się  na równaniu  (3.1)! skoń czoną
cosinusową  transformację  Fouriera wzglę dem  zmiennej X3,  otrzymując

(3.3)  ?»,u+ ?B,32

gdzie

Funkcji  tu poszukuje  się  w  postaci

(3.4)  & - ^ > t f *+ * >

Po podstawieniu  (3.4)  do  równania  (3.3)  otrzymuje  się

stąd

gdzie  AlK,  A2n  są  dowolnymi  stał ymi, natomiast

gdy  x,

gdy  x,.

(0  gdy
x2 - c gdy  Xt+X2  >  0.

Po wykonaniu  transformacji  odwrotnej otrzymuje  się

L  Ć J  L  "  J  \  L
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Jak  ł atwo zauważ yć,  również  funkcja

f 2  =   AXtX2,

gdzie A jest dowolną  stalą, niezależ ną od zmiennej X3  speł nia równanie (3.1)t .

Ostatecznie  szukane  rozwią zanie  przyjmuje  postać

(3.5) J
« = i

+ ^ 2«»ie2  £  J c o s( "

Po  podstawieniu  funkcji  (3.4)  do  równania  (3.1)2  otrzymuje  się

gdzie

W podobny sposób  z  równania  (3.1) 3 otrzymuje  się

n =  l

natomiast  z  równania  (3.1)  otrzymuje  się

» =  ł

gdzie

)
i   rr

f\A  »( +A2nx2e (X2i- X1)dF.

Z warunku brzegowego  (3.2)3 otrzymuje  się 5X  =  0, z warunku  (3.2)4 Cx  =  0, a z wa-
runku  (3.2)5
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Jeż eli konturem przekroju  jest elipsa  (rys. 3.2) o równaniu

xr2  V"2

~ą  + ~Ą  '  l

z warunku  brzegowego  (3.2)t  wynika, że

A2n  -  0,

k  m  Ms(al- a\ )

2C1313(/ 1fl f

Ostatecznie  szukane  funkcje  przyjmują   postać

(3.7)

+JD2.

Nastę pnie  wyznacza  się  składowe  stanu  przemieszczenia  podstawiając  (3.7)  do  (2.3)

w [2]

„   _ S  Ms  (a\+af)X3X^_ x̂^

3 2C1 3 13  Ą al + Ą al

oraz składowe stanu  naprę ż enia  (2.9) w [2], które po uwzglę dnieniu  (3.7) przyjmują   postać

r 3 i =  M.a\X2

(3.9)  T23  =  T 3 2  -

= r 3 3 = o.
Spoś ród  sił  reakcji wię zów (2.13) w  [2] róż nymi od zera są  nastę pują ce:

dla
J,  at  +  J^ai.  -

(3.10)

Jeż eli  rozkł ad obcią ż eń  zewnę trznych w przekrojach X3 ~ 0 i X3 = L bę dzie dokłada

nie  taki  sam  jak rozkł ad  naprę ż eń / ?! =  —.- =—a

s x  2

  2 n 3 , p2  =  —J_ l r ^ n 3 »  w o w "

czas  wszystkie  siły  reakcji  wię zów  bę dą   równe  zeru.
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Okazuje  się , że dla prę ta obcią ż onego w podany wyź ej sposób wię zy wewnę trzne (2.1)
w  [2] upraszczając  matematyczny  opis problemu, nie wywierają   ż adnego  wpływu  na  fi-
zyczny  charakter  tego  problemu,  tzn.  ciało  w  sposób  „naturalny" odkształ ca zgodnie
z założ eniem.

Nastę pnie  zastosujemy  do  omówionego  na wstę pie  prę ta  techniczną  teorię  skrę cania
prę tów  o przekroju  zwartym  przedstawioną   w  rozdziale  drugim.  Po uwzglę dnieniu  izo-
tropii  materiału i sposobu  obcią ż enia prę ta  równania  (2.11) przyjmują   znacznie prostszą
postać

(3.11)  Vi .33- 0,
V2.33  =  0,

?>,33 ~  0.

a  ich  rozwią zaniami  są   funkcje

0  m  AXtX2,

gdzie  A,  B1;  B2,  C j,  C2,  Dlt  D2  oznaczają   dowolne stałe.
Warunki  brzegowe  (2.12) przyjmują   nastę pują cą   postać

L

o
dla  XI,XZĘ   dF,

Ffi3+   (iPidF^O  dla  X3  = 0  i  X3  =  L,
(3.13)  '.  /   *

Ffi, 3+   J  &, 2dF=0  dla  X3  = 0  i  X3  =  L,
F

ci3i3 [ J  (0zXi  - 0ilx2)dF+Jo>p,3]  =  Ms  , dla  I

gdzie

Jeż eli  konturem przekroju  jest  elipsa  (rys.  3.2)  o  równaniu  (3.6), to po  wyznaczeniu
stałych  z warunków  brzegowych  (3.13) współ rzę dne uogólnione  (3.12) przyjmują   postać

9  2C1 3 13

(3.H)  V l  "  2 '
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Nastę pnie  moż na  wyznaczyć  skł adowe  stanu  przemieszczenia  podstawiając  (3.14)  do
(2.3)  w  [2]  i  (2.1)

M,  (al+a$)X3X2

Ms

"3  -   2 C1 3 13

oraz  skł adowe  stanu  naprę ż enia  (2.10),  które  po  uwzglę dnieniu  (3.14)  przyjmują   postać

(3.16)

yoLfł  __  T"jSa  ^ 33  A

Po podstawieniu  (3.16)  do  (2.13)  okazuje  się , że wszystkie dodatkowe  siły reakcji  wię -
zów są   równe zeru. Należy  także uwzglę dnić  istnienie sił  reakcji wię zów (2.13) w  [2], które,
jak  to  już  przedstawiono  przy  omawianiu  rozwią zania  według  ogólnej  teorii  skrę cania,
także  są   równe  zera, jeż eli  rozkł ad obcią ż eń  zewnę trznych  w  przekroju  X3  -   0  i X3  =   L

jest dokł adnie taki  sam jak  rozkł ad naprę ż eń.

Analiza  rozwią zań,  otrzymanych dla omawianego prę ta według teorii ogólnej  i technicz-
nej  teorii  skrę cania  prę tów  o  zwartych  przekrojach  wykazuje,  że  dodatkowe  wię zy  we-
wnę trzne  (2.1) upraszczając  znacznie sposób  rozwią zania  także nie wywarły  ż adnego wpły-
wu  na  fizyczny  charakter  problemu.

Współ rzę dne uogólnione  (3.7)  w  teorii  ogólnej  są,  z  dokładnoś cią   do  dowolnych  sta-
łych, takie jak  współ rzę dne uogólnione (3.14) w technicznej teorii skrę cania prę tów o zwar-
tych  przekrojach,  podobnie  jest  z  przemieszczeniami  (3.8)  i  (3.15),  co w  rezultacie  daje
identyczność  skł adowych  stanu  naprę ż enia, wyraż onych  wzorami  (3.9)  i  (3.15).

Okazuje  się , że dla  omawianego  prę ta wystarczy  rozwią zanie  równań technicznej teorii
skrę cania  prę tów  o  zwartych  przekrojach,  ponieważ  znikanie  dodatkowych  sił   reakcji
wię zów pozwala  stwierdzić,  że bę dą   zachodziły  omówione wyż ej  zależ noś ci  mię dzy  prze-
mieszczeniami i naprę ż eniami w  obu teoriach, pozwalają ce  na obliczenie sił  reakcji wię zów
(2.13) w  [2] korzystając  z  (3.16).

Porównajmy  teraz  otrzymane  tu  równania  technicznej  teorii skrę cania  prę tów  o zwar-
tym przekroju  w  przypadku  izotropowego,  nieważ kiego  prę ta  pobocznicy  wolnej  od  ob-
cią ż eń,  skrę canego  statycznie  parami  sił , działają cymi  w  koń cowych  przekrojach  o  mo-
mentach  skrę cają cych  M,  z  równaniami  wyprowadzonymi  przez  Saint- Venanta  ([3]
s. 177- 187,  [4]  s.  366- 387)  dla  swobodnie  skrę canego  prę ta w  ramach klasycznej  teorii
sprę ż ystoś ci.  •   ,  ,

Według  teorii  Saint- Venanta  funkcja  spaczenia  przekroju  ć p  =   <p(Xi, X2)  jest  rozwią -
zaniem  równania
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z  warunkiem  brzegowym

(3.18)  (ft ,  - X2)nL  + ($>2+Xt)n2  -   0

dla  X l 5 Af 2e5F.

Dla przekroju  poprzecznego w kształcie elipsy  (rys.  3.2)  o równaniu  (3.6) funkcja  spa-
czenia przekroju  otrzymana przez  Saint- Venanta przyjmuje  postać

(3.19)  ę Ś ^Ą

składowe  stanu  przemieszczenia  wyraż ają   się   wzorami

" i  =   - S>X2X3,
u2  =   i , 3 ,

( 3 ' 2 0 )  a\ - a\

gdzie  co =   - = ~,

natomiast  składowe  stanu  naprę ż enia  są   nastę pują ce

(3.21)

<r»  -   er22  =  rr33  =  T 1 2 =  T 2 1 = 0 .

Porównując  równania  (3.11)  i  (3.13)  z  (3.17)  i  (3.18) moż na  stwierdzić,  że  zasadniczą
róż nicę   stanowi  postać  warunków  brzegowych  (3.18)  i  (3.13).  W  teorii  Saint- Venanta
wektor  naprę ż enia na powierzchni bocznej prę ta musi być  skierowany  stycznie  do  brzegu
ze wzglę du  na  brak  obcią ż eń  zewnę trznych  na pobocznicy,  natomiast w  wyprowadzonej
w  niniejszej  pracy  technicznej  teorii  skrę cania  prę tów  o  zwartych  przekrojach  składową
naprę ż enia  wypadkowego  prostopadłą  do brzegu  równoważą   powierzchniowe  siły  reakcji
wię zów  i1!  i  s2.

Dla  omawianego  w  przykładzie  sposobu  obcią ż enia  prę ta  pochodne współ rzę dnych
uogólnionych  0,  yju  f2f  '^"(3.13)  nie zależą   od współ rzę dnej X3  i w  rezultacie  otrzymuje
się   równość  (z  dokładnoś cią   do  dowolnych  stałych)  składowych  stanu  przemieszczenia
(3.15)  i  (3.20) oraz identyczność składowych stanu naprę ż enia  (3.16)  i(3.21).

Zauważ my  jeszcze,  że  w  przypadku  szczególnym,  gdy  ax  =   a2  mamy  do  czynienia
z przekrojem  kołowym  i, zgodnie  z  oczekiwaniem,  przekrój  prę ta  nie doznaje  spaczenia,
a  najwię ksze  naprę ż enia styczne wystę pują   na obwodzie  koł a.
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4.  Podsumowanie

Dotychczasowe  prace  poś wię cone  analizie  skrę cania  prę tów  zakładały zawsze  jaką ś

z góry  przyję tą   hipotezę,  co  powodowało  trudnoś ci  w  porównywaniu  róż nych  teorii

wyniki  trzeba  było  weryfikować  doś wiadczalnie.

Podejś cie  do  zagadnień  skrę cania  zastosowane  w  niniejszej  pracy  jest jednolite  i poz-

wala na przejś cie  od  teorii  ogólnej  do  teorii szczególnych  przez  narzucenie na  ruch prę ta

dodatkowych  ograniczeń.

Ponadto  równania  opisują ce  zagadnienie brzegowe  pozwalają   oszacować  bł ą d  rozwią -

zania brzegowego  w  stosunku  do rozwią zania  ś cisłego.

Rozpatrywany  w  pracy  model  matematyczny  skrę canych  prę tów  pryzmatycznych  nie

był   dotychczas  badany.
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K P y^E H HE  ITPH3MATH*ł ECKH X CTEPSKHEft  KAK TEJI
C  BHYTPEHHLIM H CBfl3flMH .  I I .

Teiaoft  pa6oTbi  BBJIH WCH  BU BOA  HeKOTopwx  TexrowecKHx  Teopmi  Kpyqemw  npH3MaTiwecKnx
crep>KHeH  Ha ocHOBe  j«exaHHKH  Teji  c  BHyTpeHHMMH  CBH3HMH  [1] . IIoJiyiaeTCH  leopino  crecHeHHoro

cnjioniHMX  crepiKHeft  H TexHiraecKyio  Teopmo  CIUIOIUHLI X cTepHoreił, Koropan  6ojiee  o6maa
Teopim  CeH- BeHaHTa. BnpHMepe  paccMaTpwBaeTCH  CBOSO^HO  KpyujMbift  cTep*eHB c nonepMHHM

B  B«fle  aJinmicaj  a  3a;naia  pemaerca  no oSmeił   TeopHH H TexHHqecKoii  Teop'HK,  nocne  3Toro

S u m m a ry

TORSION  OF PRISMATIC  RODS  AS  BODIES  WITH  INTERNAL CONSTRAINTS.  I I .

The  aim of  the present  work  is  to derive  some technical theories  of torsion  of  prismatic  rods on
the  basis  of  the  theory  of  bodies  with  internal constraints [1]. We obtain theory of constrained  torsion
of  rods  with  compact  cross- sections' and  technical  theory  of rods  with  compact cross- sections,  which is
more general  than the Saint- Venant  theory.  In an example we study the rod with elliptic cross- section ex-
posed  to unconstrained  torsion, obtaining  solutions  of general  theory  presented  in Sec. 2 in [2] and  of
technical theory of torsion of rods with compact cross- sections  and the analysis of the  results.
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