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SKRECANIE PRYZMATYCZNYCH PRETOW JAKO CIAL Z WEWNETRZNYMI WIEZAMI. II
KRYSTYNA MAZUR-SNIADY (WROCLAW)

W pierwszej czg¢éci pracy przedstawione zostaly ogélna teoria skrécania pryzmatycz-
nych pretéw oraz teoria skrgpowanego skrgcania pretéw cienkofciennych o otwartych
przekrojach, wyprowadzone na podstawie mechaniki analitycznej kontinuum material-
nego [1].

W 11 2 rozdziale niniejszej pracy narzuca si¢ (podobnie jak w rozdziale 3 pracy [2])
na ruch preta opisany wigzami realizujacymi nieodksztalcalno$é rzutéw przekrojow po-
przecznych preta na plaszczyzny normalne do osi preta dodatkowe wiezy, co pozwala
otrzymac inne szczegdine teorie skrgcania.

W pierwszej czgsci rozdziatu pierwszego dodatkowe wigzy rozdzielaja zmienne w funkcji
spaczenia przekroju oraz przedstawiaja soba pewien uklad réwnan rézniczkowych (w po-
staci ogolnej). W ten sposéb otrzymuje si¢ teori¢ skrgpowanego skrecania pretéw o zwar-
tym przekroju. "

W celu ilustracji otrzymanej teorii w drugiej cz¢sci rozdziatu pierwszego przedstawna
si¢ rtownania otrzymane w przypadku wspornika o zwartym przekroju.

- W rozdziale drugim dodatkowe wigzy uniezaleZniaja funkcj¢ spaczenia od poloZenia
przekroju poprzecznego preta, co pozwala otrzymaé techniczna teori¢ skrgcania pretow
o zwartych przekrojach.

Rozdzial trzeci zawiera przyklad, jego przedmiotem jest jednorodny, izotropowy, nie-
wazki pret o przekroju w ksztalcie elipsy, o pobocznicy wolnej od obcigZeri zewnetrznych,
skrgcany w sposéb statyczny parami sit dziatajacymi w koficowych przekrojach.

W celu uzyskania rozwiazania stosuje si¢ najpierw ogdlna teori¢ skrecania, przedsta-
wiona w rozdziale drugim niniejszej pracy, obliczajac przemieszczenia, napreZenia oraz
sity reakcji wigzéw. Nastepnie stosuje si¢ techniczna teorig skrecania prgtéw o przekroju
Zwartym, przedstawiong w rozdziale piatym, obliczajac pzzenueszczema naprgzepia oraz
dodatkowe sity reakcji wigzow.

Przeprowadza sig analizg rozwigzan uzyskanych wedtug obu teorii uwzgl¢dniajac wiel-
kos¢ sit reakcji wigzéw, ktora, jak wiadomo, stanowi kryterium zakresu stosowalnoéci
teorii.

Ponadto rozdzial szsty zawiera poréwnanie réwnan wraz z rozwigzaniami technicznej
teorii skrecania pretéw o zwartym przekroju w przypadku preta bedacego przedmiotem
przykladu z réwnaniami i rozwigzaniami teorii swobodnego- skrgcania, otrzymanymi
przez Saint-Venanta w ramach klasycznej teorii sprezystoéci ([3] s. 177- 187, [4]
5. 366 - 387). ‘ .
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1. Skrecanie skrepowane pretéw o zwartych przekrojach!

1.1. Ogolne rownania Przedmiotem rozwazan jest pryzmatyczny prgt o zwattym pﬁe-
kroju, ograniczonym krzywa odcinkami gladka (rys. 1.1). Gesto$¢ masy preta oznacza
" si¢ jak poprzednio przez pg i zaklada sig, Ze dane sg pola zewngtrznych obciazer maso-
wych b = (b, b,, bs) i zewnetrznych obcigzen powierzchniowych pr = (p1, p2, p3).

X,
L

Rys. 1.1

Réwnania teorii wyprowadzone na podstawie mechaniki analitycznej kontinwum ma-
terialnego [1] przedstawiono w [5], ograniczajac ruch preta opisany w 2] za pomoca wig-
zow (2.1) dodatkowymi wigzami wewngtrznymi narzuconymi na funkcjg spaczenia

-1+ =0,
e = &(Xs, 1),
O = DXy, X, 1),

oraz ukladem réwnan rozniczkowych

(1.1.1)

1

‘ ?’y'(‘}’” Yis P25 € Poas P13 YP2,3. &3) =0
(112 dla0<Xs<L,»=1,2,..,p',-
Y@, VD) =0 dla X, X, eF,v" =p'+1,p'+2,...,p'+p",
gdzie V oznacza gradient materialny.
Uwzglgdnimy tu takZe istnienie geometrycznych wigzdw brzegowych w postaci ukladu
réwnar rézniczkowych

Be(@s¥is 2, 8) =0 dlaX;3=0iX,=0L,o =1,2,...,I,
Byo(@,®) =0 dlaX,,X,edF, o =1,2,..,1",
gdzie (),, oznacza rézniczkowanie po stycznej do brzegu oF.

Rozdzielajac zmienne w funkeji spaczenia przekroju za pomoca wigzéw (l 1.1) wpro-
wadzono nowe wspélrzedne uogodlnione ¢ i @, przy czym &(X;, t) okresla stopien skrepo-

(1.1.3)

> Oznaczenia “wzorowane sa na pracy [I], Literami polgrubymi oznaczono wektory i tensory.
Wskaﬁniki i, j przebiegaja ciag 1,2,3, wskaZniki «, B, przebiegaja ciag 1, 2. Obowigzuje konwen-
Gja sumacyjna wzglgdem wszystkich wskaznikéw. Przecinek poprzedzajacy wskaznik oznacza pocho-
dna czastkowa wzgledem odpowiedniej wspotrzednej materialnej, kropka nad symbolem 0znacza po-
chodng podlug czasu a symbol y oznacza gradient materialny.



SKRECANIE PRYZMATYCZNYCH PRETOW I : 569

wania skrecania na dtugosci preta, a d(X;, X, t) zalezy od ksztattu przekroju poprzecz-
nego W danej chwili .

Wiezy (1.1.2), narzucone sa na wspoélrzgdne uogdlnione bedace funkcjami zmxennych

X, i ¢t oraz na ich pochodne czastkowe wzgledem wspotrzgdnej materialnej X, wigzy
(1.1.2)2 natomiast narzucone sa na funkcjg P oraz jej gradient materialny.

Blizsza interpretacja techniczna wigzéw (1.1.2) jest utrudniona z powodu ogdlnej pO-
staci opisujacych je uktadéw réwnar. Zaleta takiego sformutowania réwnan wigzéw we-
wnetrznych jest otrzymanije teorii w miarg ogélnej, Zzawierajacej w sobie wiele teorii szoze-
g6lnych, migdzy innymi teorig swobodnego skrecania pretéw o zwartych przekrojach, dla
ktérej réwnania (1.1.2) mozna przedqtawui W postaci

Y1 = &3 =0,
za$ lewe strony réwnan (1.1.2), i (1.1.3) przyjaé¢ tozsamosciowo réwne zeru. Inna szcze-
golna teorig moze by¢ teorla w ktérej narzuca sie z gory postaé funkcji @, przyjmujac ja
np. jako wielomian.

quzy brzegowe (1.1.3), narzucone sq na funkcje zaleZne od X5 i ¢ na koficach pretow
natomiast (1.1.3), na funkcje @ i jej pochodna po stycznej do brzegu JF na pobocznicy
preta.

W drugiej czgSci rozdziatu pierwszego zostanie przedstawiony przykltad wigzow brze—
gowych (1.1.3), beda to wigzy realizujace pelne utwierdzenie calego przekrOJu poprzecz-
nego skrecanego wspornika.

W dalszych rozwaZaniach zawartych w omawianym podrozdziale pracy korzysta sie
2 ogblnej postaci wigzéw (1.1.2) i (1.1.3), wprowadzajac mnozniki Lagrange’a A" i 4™
“odpowiadajace uktadowi réwnan (1.1.2) oraz u® i u®” odpowiadajz’gce warunkom brze-
gowym (1.L.3).

W wyniku wprowadzenia dodatkowych wigzéw (1.1.1), (1.1.2) i (1.1.3) powstaja do-
datkowe sity reakcji wiezéw, ktore, analogicznie jak w rozdziale (3) pracy [2], wprowadza
sig do réwnan ruchu (2.5) w [2]:

T¥,;+0rbs+ R; = 0rX3»

Oxat fpad(aF)'[' fQRb dF+Rwa = fQR'Z'adF’
LD a4 f (ple —p1 X2)d(0F)+ f 0r(B2X; ~b, X;)dF+ R, =
= fQR('x.ZXl —ffoz)dF,
F

oraz do warunkow brzegowych (2.7) w [2]

T%n,—py = S; dla  X,,X,e dF,
T®ny—py =5, dla X;=0 i X,=1L,

(LL5)  Qums— fp,,,dF:S,, da Xy=0 i Xs=1L,

Min,— f(szl\pxXz)dF S dla X;=0 i X;=L,

gdzie Q, i M, dane s3 réwnaniami konstytutywnyml (2.6) w [2].
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Nastepnie korzysta si¢ z zasady idealnosci wigzow dla wigzow dodatkowych, ktéra po
wprowadzeniu mnoznikow Lagrange’a i zastosowaniu twierdzenia o divergencji przy;-
muje postaé

L .
(1.1.6) f{ fS‘;tSCd(aF)+ fR;éCdF+Rw S+ Ry 6y, + R, 09—
.0 eF

f}" naéxmd(aF) f[lv g}’:‘ — (}»v ay;k)k] 6deF_

m " a ’” . N
- f e e sy pe (7’;’;— ax?,)d<am}dx3+

n; Ox"dF -

=0,

Xa=0) X3=L

_ J /t aﬂo 6deF

gdzie wskafnik v przebiega ciag 1,2, ..., p', p'+1, p'+2, ..., p'+p", za$ sumowanie na-
lezy wykonaé po », o', 0", m, a, k. '

Dzigki wprowadzeniu mnoznikéw Lagrange’a mozna traktowaé wariacje funkeji ¢,
Var & D jako niezalezne: Podstawiajac do (1.1.6) skladowe przemieszczen wirtualnych

(le = —6(}7X2+61P19
(1.1.7) Ox2 = OpX(+dy,,
0xs = Pde+(1+¢) 6P

stosujac lemat du Bois-Reymonda otrzymuje si¢ nastgpujacy uk]ad roéwnan

vay" r ay” v a
f[—R +2 (/1 a(:k) ](1+e)dX3+’( —Se+ A g

aﬂ’* )(l+a)

, W o aﬂ ﬂe" .
Ff (‘S"” 3. T ot )q’d(‘m* f H g, PO

y, ( 6y,) ]
Y ®dF =0,
f [ R+ — ¥

F

— + A A dF 2.' F) =0,
va Ff[ _aX1 aXJ. k + 6 X1 nad(2F)

ny+ -

X3=0 = 0’
X3'=L

(1.1.8)

el ) ]
—R,2+ A - Y =0,
Rz pf[ 0x2 ax“ aF fﬂ 0 znnad(aF)
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ay, oy,
—R+ f {[1 a’; (zv ax” ) ] [av g”" (z' aa’" ) ]Xz}dF+
(1.1.8) F z 2.k X1 X1k ]k

cd ‘
fed] | + f (av v Xl—z-’—a‘zy" naxz)d<a)F=0,
1,

oraz nastgpujqcev warunki brzegowe

. 0
f[ Se+ A %, ng+ pt 9B ( o 9Be ) ](l+a)dX3 =0

0. o aC,
dla X,, X, € OF,

f ue ﬂ " (1 +£)dX, = 0 w miejscach polaczenia gladkich platéw brzegn JF,

f( S;-i-ﬂ.' n3+ ¢ ﬂa )¢dF 0 dlaXy=01 Xy=1L,
119 ¥
s,,,+f(/va "yt gﬂ )dF 0 dlaXs=0 i X5=1L,
13

o7, n3+pﬂ'—g§§-)dF;——0 da X3=0 i Xy=1L,
» 2

— + i
¥z IJ( 02,3

oy, , 9B, \ . a7 e
—-S+f[(l’ na+ uf °)X—(1" ny+ ® ¥,|dF =0
¢ ; 0x2.3 3T Ox2 ! 0%1,3 st ox) *

dlaX;=0 i X;=L.

Réwnania (1.1.8) po podstawieniu sit reakcji wigzéw ze wzorow (1.1.4) i (1.1.5) oraz

po zastosowaniu twierdzenia o divergencji przyjmuja postaé
L

f [T“,a('l +6)—T338,3+2’%'T”(1 + e)] dXs+ ’(,u@' agg +p3) (1+¢)

0

X3=0 F
Xs=L

L
+fegb3(1+€)dX3 =fQR[(]+8)ds+.é¢]dX3,
o .

v V ’ ﬂ aﬁe )
Ff(:r” T D—T%P ,+ A i di)dF+ a!( z D+ E =@ )d(oF)+

(1.1.10) _
+ f poPd(OF) + f oxbs@dF = f osl(1+ &) B+ 0] dF,
_ oF F F
f(T”’“L”g—?)dF'F fpxd(aF)"' fex'bxdF = f@k(i"’l"zi’Xz)dF,
1 .

f(TzS,g—i-){" )dF+ fpzd(aF)—i- fQRbZdF feR(W2+(pX1)dF
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-l [(T% O s Xz] dF+ [ (paXi = paX2)d(OF) +
(1L.1.10)  f X1 ar :

[cd] . “ s | 2
: + f@x(bzX1 —b, X5)dF = fQR[’l’zxx =9, Xo+ (X1 4+ X3)]dF,
F F )
gdzie
. oy,
I.1.11 TH=TH - 2,
( ) i

Po podstawieniu sit reakcji winc’)'w (1.1.5) oraz zaleznosci (1.1.11) do warunkow brze-
gowych (1.1.9), otrzymuje sig je w nastgpujacej postaci

L

f[T”na @ agz. + (Mﬂ’ gge ) "Ps](l'f’e)dXS‘. =0
0
d_la X19X2EaF’

ue g’g_" (1+¢)dX; =0w punktach potaczenia gladkich platéw brzegu OF,

)dF 0 dla X3 =0 { X3 =L,

(L.1.12) T 3ny —put T—P‘) dF=0 dla X;=0 i X;=1L,

J (e
|
(-
|

(T22X, —T*3X,;)ns — ﬂ’-’ Kt

Pz) dF =0 dla X3 =0 i X3 =L,

e T h’% T

apﬂ Xz Fsz +FLX2] dF =0

, . dla X;=01 X;=0L.

Wystgpujace w dynamicznych warunkach brzegowych (1.1.9) i (1.1.12) zewngtrzne sily
powierzchniowe interpretuje si¢ albo jako obcigzenia zewnetrzne albo reakcje podparg.

Po wyznaczeniu wspdlrzgdnych uogdlnionych &, @, 4, vz, ¢ dla danego materialu
opisanego réwnaniem konstytutywnym (1.3) w [2], z réwnad ruchu (1.1.10), dynamicz-
nych warunkéw brzegowych uwzglgdniajacych sposéb podparcia preta (1.1.12) oraz wa-
runkow poczatkowych mozna wyznaczyé skladowe stanu przemieszczenia (X, t) z (2.3)
w [2] i us(X, ) z (1.1.1), skladowe stanu napreZenia T% oraz dodatkowe sity reakcii
wigzéw ze wzorow (1.1.4) i (1.1.5).

Oprécz dodatkowych sit reakcji wiezéw wystepuja takle sxiy reakeji wigzéw (2.11)
w [2], dla ktérych T oblicza sg z (2.9) w [2], a wspdtrzedne uogdlnione £, 4, W2, ¢
stanowia rozwiazanie uktadu réwnan (2.10) w [2] wraz z warunkami brzegowymi (2.12)
w [2] i warunkami poczatkowymi.

Stosujac kryterium fizycznej poprawnoéci wigzow modelowych przedstawione w pracy
[2] za pomoca wzoru (1.8) nalezy zwrécié uwage na fakt, Ze wiezami modelowymi sa ty.l.lff’
wigzy (2.1) w [2] oraz (1.1.1), natomiast wiezy (1.1.2) i (1.1.3) sa wigzami fizycznymi.
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1.2. Rownania skrepowanego skrecanla wspornika Przedmiotem rozwazaf jest pret o dowol-
nym zwartym przekroju ograniczonym krzywa odcinkami gladka (rys. 1.1) utwierdzony
w przekroju X3 = 0. Utwierdzenie uniemozliwia przemieszczenie punktéw przekroju pod-
porowego (przekr6j podporowy nie paczy si¢, nie wykonuje obrotu i nie przesuwa sig
w plaszezyznie OX,X).

Gesto$é preta oznaczmy przez gg(X), pole zewnetrznych obcigZen masowych przez
b= (b, ba, b3), pole zewnetrznych obcigzen powierzchniowych przez pr = (p,, p2, ps)-

Obowigzuja wiezy (2.1) w [2] i (1.1.1), lewe strony (1.1.2) s3 roZsamoéciowo réwne
zeru ‘ ' '

Yol @) €, V15 Y2, 9.3, Y1,3: V2.3, 63) =0 dla X;€(0, L),
wzn 7@, VD) =0 dla X, X,eF,
natomiast geometryczne wigzy brzegowe (1.1.3) przyjmujg postac
fro=(01+e) =0 dla X;=0,

ﬂ2=q’=0 dla X3=0,
(1.2.2) fs=v, =0 dla X =0,
Bs =ys=0 dla X, =0,

ﬂo'(q” Y Y2, e) =0 dla X, =L,
ﬂ°11(¢, Q,)EO dla Xl,XzeaF.

Po uwzglednieniu (1.2.1) i (1.2.2) réwnania (1.1.10) przyjmuja post_éé_
L ' L '
[ 172 QU+ ) = T3 e,31dXs +|ps(1 + &) =i+ [ erbs(1+&)dXs =
3 0 :

L
= [ eal(1+&)B+50dx;,
A . 0
[ (@, 30 -10, )dF+ [p:Pd(0F)+ [ 0xbs@dF = [ oal(1+€)D+5014F,
F IF . F F -
(123) [ 79,.dF+ [pd@F)+ [exbidF = [ eafy—5X)dF,
F aF - F F i
[ 172 ar+ [pad@F)+ [ orbadF = [ oalipa+oX,)dF,
F oF F F _
[ @»x,~T5%),3dF+ [ (X, ~p, X)d(@F)+ [ aalbaXs by X2)dF =
F . F F

= [ oxl$2Xy = Xa+ (X +XD)dF.
F

Analogicznie otrzymuje sig warunki brzegowe (1.1.12)
L .
(124) [ (T%n—ps) (1 +8)dX; =0 dla  X,,X,€0F,

0

[ (T —p)@dF—p,F=0 dia X, =0,
F .

8 Mecchanika Teoret. i Stos. 4/79
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[(@®»—p)@dF=0 da X,=L,
F .
1 o |
f(—Tla"—pl)dF'}‘ﬂz f"—‘dF—ﬂg;F =0 dla X3 = 0,
F F X2

[(@3-ppdF=0 dla X,=1,
F : .

1.2.4 -
([Cd]) f(_Tzs_pz)dF—/‘Z fX—ldF"#4F= 0 dla X;=0,
¥ F

[@®—pdF)=0 da X,=1L,
F
[ (=T2X,+ T3, ~po X+ 9, X2)dF — 13 2F— g Sy + 2 Sy = 0 dla X, =0,
E .
[(@2X, -T%, —p, X, +p. X,)dF =0 dla X; = L.
F
W dalszym ciagu ogranicza si¢ rozwazania do przypadku jednorodnych marteiatow
liniowo-sprezystych, dla ktorych plaszezyzny X, = const sa plaszczyznami symetrii spre-
zystej, co po uwzglgdmemu 29 w[2]i (1.1.1) prowad21 do
Taﬁ — Tﬁa = Caﬁaas q;
(1.2.5)  T% = T = C®3[P, (14 2)+9,,3 — @3 Xl + C223[D,,(1 + &)+ 92,3+ ¢, X1],

T C3333¢

Podstawiajac (1.2.5) do (1 2.3) otrzymuje si¢ nastgpujacy uldad plQClu réwnan réz
mczkowo—calkowych

(CB8P | +2C1323@ 2+ C23230 zz)f (1 + 8)2dX5 — C3333€Df 25 dX 5+
+|p3(1+a)|x,=L+ng by(l + &) dX; = deif (1+a)dX3-{-QR(Df dXs,
0 ‘ <0 : o
¢33 4, [ @aF—(c0 [ @2, dF+20192 [ B\ ,dF+CP? [ 02,4F)
F. F F F
1+ — (e [ @ dF+C32 [ @ ,dF)p,  —(C? [ @, dF+C*"
(1.2.6) o S B F F
[ @28z 5~[-C [ @ XodF+ P [ (@,X, -0, 2 Xo)dF+CP
F . F F '
[ ®:X.dF] g5+ [ ps®d(@F)+ox [ bs®dF = ox(1+e) [ BdF+ogE [ BaF
F aoF F F F
(stxst P dF+ 1323 f‘p,zdF) 6 3+ CY3 3Py, o+ CH323Fy, 45+
: F

+(_C131351+C132552)(p'33+ fpld(aF)‘*‘QR fbldF= QR(F'ilil “SL‘?)»
oF F
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(sza f@p,,dF+C2323 f(b,2dF)8,3+C1323F¢1,33+C2323F¢2,,33+
F F
+(= €238, +CP38) g, 55+ [ p2d(D)F+or [ badF = oa(Fipa+5:9),
oF F .

126) —|c [ @, XdF+C2 [ (@ ,X, -0, X)dF-C% [0, X, |6~
- [ed] F F F
. _(0131 3S1 T_Cl3.235-2),‘;,1’” __(C1.32.3‘S1 —C2323S2)1P2_33+ (Cliu:i.z1 -

—20°323,,+ C22),) ¢ 33+ [ (92X, —p1 X2)d(0F) +x [ (82X, —b,X;) dF =
’ oF F

= or(— S, + 8212+ JoP).

Podobnie, podstawiajac (1.2.5) do (1.2.4) otrzymuje si¢ warunki brzegowe w nast¢-
pujacej postaci .
. . ) L

[CP33D 0y +CH23(D 0y + D, ny)+ C3BD f (14 &)2dX,+

' 0
. | - ' » L

+ [_C1313X2n1 -+ C1323(X1 nl' "‘inz)"' C2323Xl n2]f '(p' 3(1 + 8)dX3+
. . 3 .

L

. _ L
+(C*¥13, + C132%,) f
. o 0

1.3 (1+ X3+ (C132%n, +C22p)) [y, (1+8)dX; =
_ _ 2) ] ¥

L
~ [ ps+8)dx; =0 dla XX, €dF,
0

—C333, [ @2dF~ [p,@dF—p, F=0 dla X, =0,
£ F
33, [@2dF— [p,@dF =0 dla X, =1,
(1.2.7) P F - _
_C1313F1p1'3_cl323F1p2'3_fpl dF+M2f7'dF'—Iu3F = 0 dla X3 = 03
F F o2 _
(1302 [ @, dF+C22 [ B ,dF) (14 €)+C13Fy, 5+ C132Fp; 5+
F F
+(—C38, +C1385,)p— [pdF=0 dla X;=L,
_ClSZSle,s —"C2323F1p2,3—‘ fpzdF—Mz f—Xl—dF—M,;F =0 dia X3 = 09 ‘
. : F o ¥ : : ' :
(€222 [ @, dF+C222 [ @ dF)(1+ &)+ C13% Py, 5+ CP P Fyy 5+
. F F

H(—C1388, + 38 ) g~ [p,dF =0 dla X; =L,
: F ;
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—(f_C”-“fSrl-C“"Sz)ipl,a—(-—C””Sl'f'C““Sz)lh,g-— '
—(C1313], =203, + CP2] )@, 53— f (P2 X\ —pi Xo)dF -

1.2.7) —2Fp,+ S p3FSapta =0  dla  X; =9

fed] '[—-Cléh r B X,dF+C1323 f(‘p.xXx —Q,zXz)dF+C23“ fd;.zdeF]
F F F

(l-lf-s)-[—(—.C13“SL+C“23S2)V’L-3+(—C1323S1+C2323S2)V’2.3+
. +(C1313J1 —2C1323-,13+C2323-,2)Q9,3— f(szl "‘pLXz)dF:O
F

dla X; = L.

* Po rozwidzaniu uktadu réwnan (1.2.6) z uwzglgdiieniem warunkow brzegowych (1.2.7)

i (1.2.2) oraz warunkéw poczatkowych ze wzgledu na niewiadome wspotrzgdne vogdinione

D, e, vy, pa, ¢, mozna wyznaczyé skladowe stanu przemieszczenia u (X, t) z (2.3) w [2]

i u3(X, 1) z (1.1.1), sktadowe stanu naprgZenia T* z (1.2.5) oraz dodatkowe sity reakgji
wiqzéw ze wzoréw (1.1.4) 1 (1.1.5).

- Nalezy uwzglednié takze sily reakcji wigzéw przedstawione w [2] za pomocy (2.13),
gdzie T oblicza si¢ z (2.9) w {2] natomiast wspétrzedne uogdlnione £, py, 4, ¢ Z ukladu
réwpan (2.10) w [2] z warunkami brzegowyml (2.12) w [2] i odpowiednimi warunkami
poczatkowymi.

Stosujac kryterium fizycznej poprawnosci wigzow modelowych przedstawwne W pracy
[2] za pomoca wzoru (1.8) nalezy zwréci¢ uwage na fakt, Ze wigzami modelowymi sa
tylko wigzy (2.1) w [2] oraz (1.1.1), natomiast wigzy (1.2.1) i (1.2.2) sa wigzami fizyczny-

{1oi.

to2, Tedlnlczna teoria skrecania pretow o zwartych przekrojach
Rozwaia sig pret pryzmatyczay o dowolnym zwartym jednospéjonym przekroju po-
przeczaym (rys L. l) i o swobodnych koficach. Przyjmuje sig, Ze obcigzenie zewngtrzne
dane jest w postaci sit masowych b = (b,, b,, b3) i sit powierzchniowych pg = (p;, pa» P3)-
Ruch prgta ogranicza sig, oprocz wxqzow opisanych w pracy [2] za pomoc zaleznosci
(2.1), wigzami ‘dodatkowymi: ,

Q.1 us ={ =9,

gdzie & = B(X, X, t) jest nowa wspolrzedna uogblniona.
W ten sposéb uzyskuje sig funkcje spaczenia przekroju stala na catej dtugosci preta
i zalezng od ksztaltu przekroju poprzecznego preta w danej chwili .
Inaczej mozna by otrzymaé réwnania omawianej teorii korzystajac z teorii skrecania
skrgpowanego pretow o zwartych przekrojach jak to przedstawiono w rozdziale 1.
Sposdb zastosowany w niniejszym rozdziale jest znacznie prostszy.
. Wprowadzajac dodatkowe wigzy (2.1) nalezy uwzglednié powstanie dodatkowych sit
reakcji wigzow; ktére wprowadza sig, analogicznie jak w rozdziatach 3 pracy [2] i 1 niniej-
szej pracy, do réwnand ruchu (2.5) w [2]
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T%,;+erbs+Re = @r¥s)
Ou s+ | Pud@F)+ [ 0rbudF+ Ry = [ 0xFudF,
aF F r

(22) Mas+ [ (02X, ~piX2)d@F)+ | ou(0,X, —b,X,)dF+ R, =
oF F .

c= fQR(isz _:.x'xXz)dF’
r

oraz do warunkow ‘brzegowych (2.7) w [2].
T*n,—ps =Sy dla X, X, e dF,

T33n3 —P3 = S‘: dla X3' =0 1 X3 = L,

03  Qum— [pudF=Sm da Xa=0 i Xo=1I,
' F L L .

Msnys— [ (X, —p,X\)dF =S, dla X, =0 i X;=L,
. o A F . . . [ - E Lol ) PRI
gdzie Q, 1 M5 dane sa réwnaniami konstytutywnymi (2.6) w [2]. ,

Zasada idealnoéci dla wigzéw dodatkowych przyjniuje nastgpujacg postaé: -

L
ea [ [ [ 5:0td(0F)+ [ RedLdF+R,, 61p1+Rv,,_61p2+R¢6¢;o] X3+
oF F

0

- 0.

X2=0i Xo=L

| [ S: 0L+ Sy, 9,4 Sy2 093+ 5,09
F

Podstawiajagc skladowe przemieszczen wirtualnych
Sy = —dpX, 44y,
(2.5) Ox2 = dpX, +dy.,
' : ' xs = 80, _
do réwnania (2.4) i korzystajqc z niezaleznoéci wariacji wspélrzgdnych nogélnionych oraz

z lematu du Bois-Reymonda otrzymuje si¢ nastepujacy uklad réwnan
L

a chdXs+|Sc|k,=o ix,=2 =0,
o

(2'6) . -Rlpl = 09
_R.,Z = 0,
R, =0,

oraz odpowiadajqce mu warunki brzegowe
. .
- [Sedx; =0 dla X,,X,€0F,
] ) :

@n Sy =0 dla X3=0iX;=0L,
SV'2=O dla X3=OiX3=L,
Sp=0 dla Xs=0iX,=L.
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Réwnania (2.6) po podstawieniu sit reakcji wigzéw ze wzoréw (2.2) i (2.3) oraz po
zastosowaniu twierdzenia o divergencji przyjmuja postaé

L

L
529 4 [ oxbidX, = [ exddx;,
0 0

L
[ T3 ,dx,+p,
0
[ 12 dF+ [pid(0F) + [ eebidF = [ on(~X,+i1)dF,
F oF F F

2.8) [ 12 ,dF+ [pd(9)F+ [ orbadF = er($X, +i2)dF,
F aF F .
f(TzaXx“Tsz),de‘*‘ f(PzXL —p1 X;)d(0F)+
F aF
+ [ onlbaX, =, X2)dF = [ olp(X3+X3)+i:X, =i XdF,

F . F

natomiast warunki brzegowe (2.7) po analogicznych przeksztalceniach dane sg przez

L
[ (T*n—p)dx; =0 dla X,,X,edF,
0

[(Tn5—pydF =0 dla X, =0iX,=L,
e9 F

[(@®ny—p)dF =0 dla X;=0iX, =1L,

F

[ UT2X, ~T*X)ns—po Xy +p X51dF = 0 dla X5 =0 Xy = L.
J _

Ograniczajgc rozwazania do materiatow jednorodnych,_liniowo-‘Sprqiys_tych, dla ktérych
plyszczyzny X, = const sa plaszczyznami symetrii spreZystej i uwzgledniajac (2.9) w [2]
i (2.1) otrzymuje si¢ réwnania konstytutywne materialu w postaci

T =T = CB3(D  +y,,3—9,3X2)+CP? (D, +y,,3+9,3X)),

(2.10) I‘mﬁ _ Tﬁa — T33 — 0.

Podstawiajac (2.10) do (2.8) otrzymuje si¢ uktad cztereéh réwnan réZniczkowych dla
czterech wspdlrzednych uogélnionych @, ¢, v,, ¢:

L(C“’“’@,“+2C1323¢,12+C2323@,22)+p3

L
J";;:%‘*‘QRJ. bydX; = e LD,
@2.11)  CPBFp, 33+ CPPFyp, 33+ (~CH88, + CB28,) g 55+ fpld(aF)+
F

+or fb]_dF= QR(Ffpl —Slzij);
r
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CV2Fp; 23+ CPFp, 33+ (—CP38, +CP38,)p 55+ szd(aF)‘f'
: oF

+or [ badF = 0u(Fi2+S:9),
F
—(CP138, —C13238%)y, 1, —(C13238, —C3238,)y, 55+

+(C1312), =202, +CB¥)) g a4 [ (92X, —pyX2)d(GF) +
F

+0r [ (B2Xy —by X)dF = gu(—Syipy + Sz +Jop).
F .

Analogicznie otrzymuje si¢ warunki brzegowe, wstawiajac (2.10) do (2.9)
f .

‘ f {([CB3(D, 1 +9),3—9,3X2) +CP3(D y 4y, 5+ 9,3 X )y +
o .

+[CB33(D, | +9y.3—, 3 X))+ C32HD, 2+ Y23+ 9,3 X)) }dX, —
L ‘

—fp3dX3=0 dla Xl,XzsaF;
]
C‘313J¢,1dF+ Cc1323 f@_2dF+C‘313F1p1,3+C‘323F1p2,3+(—C‘313S1+
¥ . .

+COBS g —ny [pdF =0 dla X;=0 i Xy=L,
. F '

2.12) '
(2.12) Cc1313 f(D,ldF+C2323 f@,zdF+C”23F1p1,3+C2323F1p2,3+(—C‘323S1+
F F

+C2323S2)@3—n3fp2dF=0 da X;=0 i X;3=1,
F

_ s f(Q,,XZ)dF-—C”“ f(di 2 Xo— D X))dF + C323 IQZX, dF -
F F F.

_(013135}’ _Clazssz)wl.a_(szsSl ~CPB38,)yp, o+
F(CP313], —2C13 23, +C*3B ) p,3—ns f(PzXl ~piX2)dF =0
. F v

dla X;3=01X;=L.
Po wyznaczeniu wspoirzednych uogélnionych @, ¢, vy, 9, z réwnan ruchu (2.11)
i dynamicznych warunkéw brzegowych (2.12) oraz odpowiednich warunkéw poczatko-
wych mozna wyznaczyé sktadowe stanu przemieszczenia u,(X, ¢) z (2.3) w [2] oraz u3(X, t)
z (2.1), sktadowe stanu naprezenia TH(X, ¢t) z (2.10) oraz dodatkowe sity reakcji wigzow
ze wzoréw (2.2) i (2.3).
Poniewaz zachodza zwigzki (2.6) i (2.7), réznymi od zera dodatkowymi sitami reakcji
wigzow sa .

RC — ___Tsa _'QRb:i'f'QR@ = _C1313@ 2cl323¢’12_02323@. 22—

2.13) -
—orbsFor?,
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S, = —py dla X3=0 i X,=1L,

T, ~p; = [C‘3‘3(~99,3X2+w,.,3+§D_1)+C”13(99,3X1+w2_3+

+@ ) H[CP23 (=@ 3 Xo+py3,+DP )+ CHP23(p 3 X +92.:+ P p)ny —p,
dla X,,X,edF,

&
|

Oprécz, sit reakcji wigzéw (2.13) wystgpuja takze sily reakcji wigzow (2.13) w [2], dla
ktérych T nalezy wyznaczyé z (2.9) w [2] a wspélrzedne uogélnione £, 9y, y2, ¢ stanowi
rozwxqzame uktadu réownan (2 10) w 2} wraz z warunkaml brzegowymi (2.12) w [2] { wa-
runkami' poczatkowymi.

3. Przyklad

Rozpatruje sig pryzmatyczny, jednorodny, izotropowy pret o dtugoéei L i o przekroju
poprzecznym w ksztalcie elipsy. Osie X, i X, ukiadu wspéirzgdnych kartezjanskich
O0X,X,X; sa zarazem gléwnymi, centralnymi osiami bezwladnosci przekroju. Przyjmuje
sig, ze pret obciazony jest w sposéb statyczny parami sil dziatajacymi w kodcowych prze-
krojach preta, natomiast powierzchnia boczna pregta jest wolna od obcigZen zewngtrznych.
Pomija sig' wplyw sit masowych. Rys. 3.1 przedstawia prgt obciazony momentami skreca-
jacymi M, > 0 (zwrot wektora momentu przyjeto zgodnie z regula Sruby prawoskrgtnej).

)

M, . X3 M’

T

Rys. 3.1

W celu uzyskania rozwigzania zastosujmy najpierw ogélna teori¢ skrgcania, przed-
stawiona w rozdziale drugim pracy {2].

Uwzgledniajac izotropi¢ materialu oraz sposéb obcigzenia preta otrzymuje si¢ uklad
rownan (2.10) w [2] z niewiadomymi wspdlrzednymi vogdlnionymi (X, , X, X3), y),(Xg),
w,(X3), (X3) W nastgpujgcej postaci:

Coi1+E 22+833 =0,

¢ sdF+Fp, 55 =0,
F

@-1) ft 23dF £ Fy; 23 = 0,
F

f(¢.23X1"C,13X2)dF+Jo<P.33 =0,
F .

natomiast warunki brzegowe (2.12) w [2] w postaci
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(C,L+<PL,3“(P,3X2)”1+(C,2+!p2,3+(p,3X1)n2' = 0 ~dla XX’XZ E'aF,
=0 dla X;=0 i X,=1L, '
[CidFtFpa=0 da X3=0 i X, -1,
(32

[C2dF+Fpss =0 dla X,=0 i X,=1L,

F B

C"‘“'-"[f(c_':,zX1 -—C,IXz)dF-FJo(p,s] =M, dla X;=01 Xy=1L,

F _ ' :
gdzie
M, = n, f(PzXl,_.PxXz)dF-
F _

Ze wzgledu na warunek brzegowy (3.2), wykonuje si¢ ha'réwnan_iu (3.1); skonczona
cosinusowg transformacje Fouriera wzgledem zmiennej X5, otrzymujac

' 2
— — ni —
(33) Cn, n+ Cn. 227 (T) {n =0,
gdzie
L .
L= Ccos(”"X°)dX3,
o L ‘ -
n=1,2,.. .
Funkcji £, poszukuje si¢ w postaci
(3.4) Ly = Aoty

Po podstawieniu (3.4) do réwnania (3.3) otrzymuje sie

V3

=4 ——,
U= ESTL
stad
. }/i' nn V2 na
_ Y2 X1 4X. ¥ PR x X0
' Cu = A‘l,n"‘le 2 L et ’)+A2,,7'620 2 L zs

gdzie A4,,, A,, sa dowolnymi stalymi, natomiast
‘ ) 1 gdy X, +X,x<0,
= lo gdy X, +X, > 0,
0 gdy X, +X,<0,
e = {1 gdy X,+X,>0.
Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymuje si¢

' RELLI _Vim .
&= %Z [Al,,nle 2L (X‘+X2)+A2,.%ze 2L (X“’X’)]cos(n—zt—Xs).

nxl
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Jak latwo zauwazyé, rowniez funkcja
L = /ZX LX 2

gdzie A jest dowolng stala, niezalezna od zmiennej X spelnia réwnanie (3.1), .
Ostatecznie szukane rozwigzanie przyjmuje postaé

(35) E=C 48 = AX, X+ Z[Al,,xlez

}/2 nx
—— (X1 +X3)
FAzgne? L v J (lzl—nya).

Po podstawieniu funkcji (3.4) do réwnania (3.1); otrzymuje si¢
v —B1X3+‘82+ Z F ( )2 ( XS))
gdzie

2 2 ‘/2 nm }/2 nn
B, = -_1/_2(”_"‘) f[Au.%xC T K 6T L (xl+x,)] iF,
)2

W podobny sposdb z réwnania (3.1); otrzymuje sig

0
- p L* B, . {nn
v, =C X3+C,+ ZTWSID(TXS)"

natomiast z réwnania (3.1) otrzymuje si¢

‘P=b1X3+f)z 2( )2 ( Xs),

gdzie
2 ( nx\? [ ﬁ"(.xz) VI z]
Ka= _VT(T) [Ltinrie s =S gy ie7 = (x, —xar
F

Z warunku brzegowego (3.2); otrzymuje si¢ B, = 0, z warunku (3.2), C, =0, az wa-
runku (3.2)5

~ M wJy—J
D, = Cl:ll;JO +4 1]0 2

i
.,

N
|

Rys. .3,2
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Jezeli konturem. przckrOJu jest elipsa (rys. 3.2) o réwnaniu

(3.6) X7 e X 1
' aj a3
z warunku brzegowego (3.2), wynika, Ze
n=0,
Az =0,
4 = M(a2—a?) _
2083 at +1za3)

Ostatecznie szukane funkcje przyjmuja postaé
M, (a;—a})X, X,

R TCE TR
(3.7) Y = B21
Y2 = Cz,
_ Ms(a%'*'a%)XB +b
T 2CBB(J i+ Ta)) T

Nastgpnie wyznacza si¢ skiadowe stanu przemieszczenia podstawiajac (3.7) do (2.3)
w 2]

od Ms (a%+a§)X3X2 ~
/ =B:—senn rarna TP
| s . M, (@+ad)XX,
(3.8) Uy = C3+ 2C1;13 Jla%'i"’_ya:)z' +D2X1a
My = M, (a%—ai')XLXz

201313 Jiat+J a3 _
oraz sktadowe stanu naprezenia (2.9) w [2], ktdre po uwzglednieniu (3.7) przyjmuja postaé

: Ma2x
13 _ 31 — _ 2
T T J 2 +J,ak
' ' Ma3X,
3.9 , T2 =132 = S 200
(39 Ja2+J, a3

T =72 =73 = 0.
Sposréd sit reakcji w1qzow (2.13) w [2] réznymi od zera sa nastgpu;ace

$y = ————M ale 5 N3 —Di dla X3 =0 1 XS = L’
Jyai+J,a2
(3.10) M oaix _ , '
_ 54244 - — ; -
§y = "*——'—'———Jl a2+‘,2a2 N3 —pP, dla X3 0 1 X3 L.

Jezeli rozklad obciazen zewngtrznych w przekrojach X3 = 0 i X; = L bedzie dokfad- .
M a]_Xz ) M a2X1

_Mshitz = _sf2d1 Sw~

, J1a1+12a2 " P2 Jyai+J,a5 gy WOW

czas wszystkie sity reakcji wigzow beda réwne zeru.

nie taki sam jak rozklad napreZed p, =
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Okazuje sig, ze dla preta obciazonego W podany wyzej sposdb wigzy wewngtrzne 2.1
w [2] upraszczajac matematyczny opis problemu, nie wywieraja zadnego wplywu na fi-
zyczny charakter tego problemu, tzn. cialo w sposéb ,,naturalny” odksztalca zgodnie
z zaloZeniem.

Nastgpnie zastosujemy do. omdéwionego na wstgpie prgta techniczna teorig skrecania
pretéw o przekroju zwartym przedstawiong w rozdziale drugim. Po uwzglednieniu izo-
tropii materialu i sposobu obciazenia preta réwnania (2.11) przyjmuja znacznie prostszg
postaé :

D +D,, =0,

Y33 =0,
3.11
( ) ¥2,33 = 0,
(p'33 = 0.
a ich rozwigzaniami sgq funkcje
dj = AXle,

p, = B X3+B,,

p, = C X3+,

(p = D1X3+D3‘

gdzie A, By, B,, C,, C,, D,, D, oznaczajg dowolne stale.
Warunki brzegowe (2.12) przyjmuja nastgpujaca postac

L

f (D) +91,5-@3X)n +(D 2+ 25+ ¢,3 X )n:]dX; =0

Q

dla X,, X, € OF,
Fy, s+ [@,dF=0 dla Xa=0 i X;=1L,
. F o

(.12)

(3.13)
F’/’z.3+ f¢,2dF= 0 dla X3 =0 i X3 =L,
F P

C“”[f((D,zXl-—@_,Xz)dF+Jo‘7’.3] =M; . dla X;=0iX;=L,
;

gdzie
M, =n, f(Psz —p1X2)dF
F .
Jezeli Konturem przekroju jest elipsa (rys. 3.2) o réwnaniu (3.6), to po wyznaczeniu
stalych z warunkéw brzegowych (3.13) wspélrzedne nogélnione (3.12) przyjmuja postaé
M, (53-a)X X,

P = 56D ) gh
G.14) = By,
' 'P2 = C2: .

__ M, (di+ad)Xs
? = 2000 Jaiv 6l

+D,.
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Nastgpnie mozna wyznaczy¢ skladowe stanu przemieszczenia podstawiajac (3.14) do
@3 w [21i 2.1)
Mx (a%','a%)XSXz
201383 J a2+ J,a2
M, (d+a)XX,
2031 et 47,42
M, (ai—ai)Xle
2C1313 J a2+ J, a3
oraz skladowe stanu naprezenia (2.10), ktére po uwzglednieniu (3.14) przyjmuja postaé

Uy = Bz—'

-D2X2,

(3.15) u, = Cr+ +D,X,,

Uy =

~M,a2X.
13 _ 3t _ 122
. T T Jiai+J,a}
(3.16) T2 = 92 _ M,a2X, ’ -
Jla1+Jza

T = TP = 7% = 0,

Po podstawieniu (3.16) do (2.13) okazuje sig, ze wszystkie dodatkowe sily reakcji wig-
26w sa réwne zeru. Nalezy takze uwzgledni€ istnienie sit reakcji wigzéw (2.13) w [2], ktére,
jak to juz przedstawiono przy omawianiu rozwiazania wedlug ogélnej teorii skrecania,
takze sa réwne zeru, jezeli rozklad obciazen zewnetrznych w przekroju X3 = 0i X; = I
jest doktadnie taki sam jak rozktad naprezes. '

Analiza rozwiazan, otrzymanych dla omawianego preta wedtug teorii ogélnej i technicz-
nej teorii skrecania pretéw o zwartych przekrojach wykazuje, ze dodatkowe wigzy we-
wngtrzne (2.1) upraszczajac znacznie sposéb rozwigzania takze nie wywarly Zadnego wply-
wu na fizyczny charakter problemu,

Wspétrzedne uogélnione (3.7) w teorii ogélnej sa, z doktadnoscia do dowolnych sta-
lych, takie jak wspélrzedne uogélnione (3.14) w technicznej teorii skrgcania pretow o zwar-
tych przekrojach, podobnie jest z przemieszczeniami (3.8) i (3.15), co w rezultacie daje
identycznosé sktadowych stanu napreZenia, wyrazonych wzorami (3.9) i (3.15).

Okazuje sig, ze dla omawianego preta wystarczy rozwigzanie rownan technicznej teorii
skrgcapia pretéw o zwartych przekrOJach poniewaz znikanie dodatkowych sit reakcji
wiezéw pozwa]a stwierdzi¢, ze beda zachodzily oméwione wyzej zaleZnosci migdzy prze-
mieszczeniami i naprgzeniami w obu teoriach, pozwalajace na obliczenie sit reakcji wigzow
(2.13) w [2] korzystajac z (3.16). : :

Poréwnajmy teraz otrzymane tu réwnania techmcznej teorii squcama pretow o zwar-
tym przekroju w przypadku izotropowego, niewazkiego preta poboczmcy wolnej od ob-
cigZen, skrgcanego statycznie parami sil, dziatajacymi w konicowych przekrojach o mo-
mentach skrecajacych M, z réwnaniami wyprowadzonymi przez Saint-Venanta ([3]
5. 177 - 187, [4] s. 366 - 387) dla swobodnie skrgcanego prgta w ramach klasycznej teori
sprezystosci.

Wedlug teorii Saint-Venanta funkcja spaczenia przekrolu o = ¢(X,, X2) Jest ToZWia-
zaniem réwnania

(3‘17) . ¢711+¢’22 =0’
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z warunkiem brzegowym.

(3.13) (@1 =X )1, + (P2t X )1z = 0
dla X,,X, ¢ OF.

Dla przekroju poprzecznego w ksztalcie elipsy (rys. 3.2) e réwnaniu (3.6) funkcja spa-
czenia przekroju otrzymana przez Saint-Venanta przyjmuje postaé
az—a?
a+a3

(3'19) ¢ XIXZ,

skladowe stanu przemieszczenia wyraZzaja sig wzorami

u = —&)Xng, '
u2 =an1X3,
(3.20) e
Uy = wa§+az X]Xz,
M,
dzie & = =%,
gdzie @ D,

2C*33(a} J, +a3Jy)  CPB3%maiad
attai . adi+a:

D = C'38 [ (X24X2X2§,,14 X, 2)dF =
F .

natomiast skladowe stanu naprezenia sa nastgpujace

13132
33 oa . 2CTay
T =T = - =X,
ayta;
o 1313,2 -
(3.21) 28 = go2 o 2CPaE
a?+az "V

o1 = 22 = ¢33 = 12 = 21 = (),

Poréwnujac réwnania (3.11) i (3.13) z (3.17) i (3.18) mozna stwierdzi¢, ze zasadnicza
réznice stanowi postaé warunkéw brzegowych (3.18) i (3.13). W teorii Saint-Venanta
wektor hapr'qienia na powierzchni bocznej preta musi by¢ skierowany stycznie do brzegu
ze wzgledu na brak obcigzen zewnetrznych na pobocznicy, natomiast w wyprowadzonej
w niniejszej pracy technicznej teorii skrecania prgtéw o zwartych przekrojach sktadows
naprezenia wypadkowego prostopadia do brzegu rownowan powwrzchmowe sity reakcji
WiezOW 5y 1 §,.

Dla omawianego w przykladzie 'Sposobu obciazenia preta pochodne wspétrzednych
uogdlnionych @, v, , y,, ¢ (3.13) nie zaleza od wspéirzgdnej X5 i W rezultacie otrzymuje
si¢ réwno$¢ (z dokladnoscia do dowolnych statych) skladowych stanu przemieszczenia
(3.15) i (3.20) oraz identyczno$¢ sktadowych stanu naprezenia (3.16) i(3.21).

Zauwazmy jeszcze, Ze W przypadku szczegSlnym, gdy a, = @, mamy do czynienia-
z przekrojem kolowym i, zgodnie z oczekiwaniem, przekrdj preta nie doznaje Spaczema,
a najwigksze napreZenia styczne wyste¢puja na obwodzie kola.
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4. Podsumowanie

Dotychczasowe prace poswigcone analizie skrgcania prgtéw zakladaly zawsze jakas
z gory przyjeta hipotezg, co powodowalo trudnoéci w poréwnywaniu réznych teorii —
wyniki trzeba bylo weryfikowa¢ doswiadczalnie.

Podejécie do zagadnien skrgcania zastosowane w niniejszej pracy jest jednolite i poz-
wala na przejécie od teorii ogélnej do teorii szczegélnych przez narzucenie na ruch preta
dodatkowych ograniczen.

Ponadto réwnania opisujace zagadnienie brzegowe pozwalaja oszacowaé blad rozwia-
zania brzegowego w stosunku do rozwiazania $cislego.

Rozpatrywany w pracy model matematyczny skrgcanych pretéw pryzmatycznych nie
byl dotychczas badany.
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Pezome

KPYUYEHUE TIPU3MATHUYECKUX CTEPXHEHN KAK TEJX
C BHYTPEHHBIMHU CBA3SAMHU. II.

Temoit paboTel 8BIAETCA BHIBOJ HEKOTOPBIX TEXHHYECKHX TEOPHH KDYYeHHsa NPU3MATHUCCHMX
CTEPIKHEH HA OCHOBE MEXaHWKH TeN ¢ BHYTpeHHbIMA cBA3AMM [1]. Ylonywaercs TeopHro CTECHEHHOrO
KPYYeHMs CIUIONIHLIX CTEPHHENH M TEXHHUECKYIO TEOPMIO CIUIOUIHBIX CTepxHei, Koropas Gonee obuiam
vyem Teopusi Cen-Bemanta. Bripamepe paccMaTrpuBacTcst CBoGOJHO KPYTHMBIH CTep)KEeHB C TIOTIEPEUHbIM
CEUCHHEM B BHJE 3JULMIICA, 4 38JaYd PelIaercA o ofLleil TeOPHE K TEXHHUECKOH TeOpHH, IIOCTE 3TOro
NPHBEJCH AHANW3 PEe3YJIBTATOB.

~

Summary
TORSION OF PRISMATIC RODS AS BODIES WITH INTERNAL CONSTRAINTS. IL

The aim of the present work is to derive some technical theories of torsion of prismatic rods on
the basis of the theory of bodies with internal constraints [1]. We obtain theory of constrained torsion
of rods with compact cross-sections and technical theory of rods with compact cross-sections, which is
more general than the Saint-Venant theory. In an example we study the rod with elliptic cross-section ex-
posed to unconstrained torsion, obtaining soltions of general theory presented in Sec. 2 in [2] and of
technical theory of torsion of rods with compact cross-sections and the analysis of the results.
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