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1. Wstep

1.1. Problematyka teoril wiotkich powlok i jej zastosowan. Pod pojeciem powlok pneuma-
tycznych rozumiemy wiotkie powloki, ktéore utrzymujg swoja forme dzigki istnieniu
pewnego choéby niewielkiego ci$nienia wewngtrznego. Powloki te nie przenosza zginania
ani $ciskania a jedynie rozcigganie i mogg znajdowaé si¢ badZz to w stanie blonowym,
gdy oba naprezenia pléwne sq dodatnie (o; > 0, ¢, > 0), badz tez w jednoosiowym
stanie naprezenia w przypadku powstania faldéw (o, > 0, o, = 0).

Historia powlok- pneumatycznych liczy juz kilkadziesiat lat, a pierwsza zrealizowang
konstrukcje o charakterze uzytkowym zawdzieczamy BarRpowi [12]. Dzigki licznym
zaletom jak lekkosé, tanio$¢ i szybko$é wznoszenia, powloki pneumatyczne znalazly
zastosowanie w budownictwie wielu krajow [12, 125, 126] m.in. w Polsce [149]. Stanowiag
one przekrycia magazyn6éw, basenéw 1 hal sportowych a nawet sezonowych wystaw lub
teatréw. Stosuje si¢ je réwniez jako zbiorniki cieczy, gazéw i materialéw sypkich oraz
elementy wielu aparatow i konstrukeji przemystowych.

Stan fizyczny takich struktur pneumatycznych, a wiec geometrie odksztalcenia i na-
prezenia opisuje teoria powlok wiotkich. Teoria ta znajduje réwnieZ zastosowanie w in-
nych dziedzinach, jak np. obrébka plastyczna metali, a nawet medycyna, gdzie moZe
shuzy¢ np. do opisu mechanicznego modelu serca i naczyh krwionoénych.

Wspdlna cechg struktur pneumatycznych jest ’

— znaczna zmienno$é geometrii pod wplywem zmiany ci$nienia wewnetrznego, przy-
lozonych obcigZen i temperatury;

— mozliwo$¢ powstawania i zanikania faldow;

— na og6t nieliniowa charakterystyka materiatu, ktdry zaleznie od przeznaczenia powltoki
pneumatycznej stanowia najczedciej tworzywa sztuczne, zazwyczaj zbrojone, guma

i materialy gumopodobne oraz metale;

— mozliwo$¢ utraty statecznosei przez rozcigganie.

W zastosowaniach praktycznych powloki pneumatyczne czgsto znajduja sie pod
obcigZeniem strumienia gazu (np. wiatru) skad wynika potrzeba analizy zjawiska flatteru
zwlaszcza ze wzgledu na staba odporno$é materiatu powloki na rozdarcie.

W pracy konstrukcji pneumatycznej mozna na ogét wyrdznié trzy fazy [80]:

I — poczatkowa bez zadnych obcigZen; »

b Artykut wygtoszony jako referat problemowy na II konferencji ,,Konstrukcje powlokowe, teoria
i zastosowania’,
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II — posrednig scharakteryzowang przez stan jaki osigga powloka po przytozeniu cignie-
nja wewnetrznego utrzymujacego jej forme;

III — uzytkowa, otrzymana po przyloZeniu obcigzenn do powloki znajdujacej sie juz
we fazie II.

Poprawna teoria powlok pneumatycznych, précz wymienionego na wstepie warunku
nieujemnosci naprezen gléwnych wyrazonego przez jednostronne wigzy o, > 0, o, > 0,
powinna wigc uwzgledniaé:

— nieliniowo$¢ geometryczna, na ktora skladaja sig

= z reguly duZe przemieszczenia a czgsto i skoniczone odksztalcenia powloki;

= mozliwo$é powstawania i zanikania strefy faldow (¢ > 0, ¢, = 0);

— zmiane grubosci powloki w miare jej odksztalcania sig; jest to niezbedne dla analizy
zjawiska utraty statecznosci;

— anizotropig i réznorodna nieliniowo$¢ fizyczna materiatu pozwalajgca na opisanie
takich cech jak wysoka elastycznosé, pelzanie, starzenie sig, plastycznosé;

— wplyw temperatury.

W zakresie analizy statycznej konkretne zastosowania stawiajg nas najczesciej przed
jednym z nastgpujacych zadan:

— znany jest wyjSciowy stan powloki i jej obcigzenie (czas), szukamy stanu koficowego;
— znamy forme kordcowg powtoki i jej obciaZenie (czas), szukamy formy wyjsciowej
oraz naprgzen w stanie koncowym. R '

Poza rozwiazaniem zagadnien statyki, teoria ta powinna umozliwiaé analizg statecz-
noéci oraz badanie réznych efektéw dynamicznych w powloce pneumatycznej.

Zagadnienie statecznosci powlok pneumatycznych ma charakter nieklasyczny, gdyz
nie wigze si¢ ze Sciskaniem lecz z rozcigganiem powtloki, a pdnadto juz sama mozliwo$é
utraty statecznoéci zalezy od charakteru obcigzenia (por. [120]). Zadanie formuluje sie
nastgpujaco: znany jest stan’ wyjsciowy powloki i rodzaj obcigZenia, poszukiwana za$
warto$¢ tego obciazenia (czasu) oraz odpowiadajacy jej stan koncowy, powyzej ktérego
nie jest mozliwy stan réwnowagi w powloce. Poprawne rozwiazanie tego zadania jest
mozliwe tylko na gruncie teorii odksztatcen skofczonych.

Zagadnienia dynamiki to przede wszystkim opis ruchu powloki o znanym stanie
wyjsciowym znajdujacej si¢ w oplywie strumienia gazu. Zadanie to bywa analizowane
nawet przy upfoszczonym zatoZeniu o nierozciggliwosci materiatu powloki (por. [22]).

1.2. Cel i zakres pracy. Obecna praca ma charakter problemowy co pozwala skupic¢
si¢ na kilku wybranych zagadnieniach. Zasadniczym jej zadaniem jest nie tyle dokonanie
petnego przegladu co przedstawienie aktualnego ,,state of art” w dziedzinie teorii i metod
obliczania powlok pneumatycznych. '

W szezegblnodei jej cele to:

— zestawienie literatury zagadnienia za ostatnie dziesigciolecie;

— wyrdzZnienie na tej podstawie roznych szkét i ich zwigzta charakterystyka;

— szkicowa prezentacja teorii wiotkich powlok w ujeciu metody elementéw skoriczo-

- nych; - '

— wskazanie kierunkéw rozwojowych mechaniki powlok pneumatycznych.
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Ponadto praca zawiera krétka charakterystyke problemu przeprowadzona z punktu
widzenia mechaniki i metod obliczeniowych oraz reprezentatywne przyklady rozwiazan
uzyskanych metoda elementéw skoficzonych. .

2. Krotkie oméwienie literatury

Zestawienie literatury podanej w ninigjszej pracy dotyczy problematyki wiotkich
powtok w aspekcie powlok pneumatycznych i obejmuje w zasadzie ostatnie dziesigciolecie,
W wyjatkowych przypadkach znalazty sig tu pozycje wczesniejsze, te mianowicie, ktore
nie byly zamieszczone w bibliografii poprzedniej pracy autora [120] obejmujacej okres
do roku 1967. Zgodnie z przyjetymn na wstepie zaloZzeniem nie bedziemy tu omawiad
wszystkich prac ograniczajac si¢ jedynie do tych, ktdre badz to maja decydujace znaczenie
dla aktualnego stanu wiedzy w dziedzinie powlok pneumatycznych, badz tez sa charak-
terystyczne dla rozpatrywanego zagadnienia. Oméwienie literatury mozna znalezé w roz-
maitych pracach przegladowych [12, 23, 45], monografiach [42, 115, 120, 125, 126], ma-
teriatach specjalistycznych konferencji [133, 134, 136] lub w niektorych pracach szczegd-
towych [34, 77, 128].

Podstawy ogdlnej teorii wiotkich membran, $cistej na gruncie skonczonych odksztalcen
cial hiperspreZystych zostaty podane jeszcze przez GREENA i ADKINSA [42]. Obecnie sto-
sowane sg zarowno globalne (por. np. [8, 80]) jak i lokalne (por. np. [166, 179]) sformu-
towania tej teorii. W ujeciu lokalnym teoria ta prowadzi do silnie nieliniowego problemu
brzegowego dla ukfadu réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych. Uklad ten
daje si¢ $cisle rozwiazac jedynie w nielicznych przypadkach powlok o specjalnym ksztalcie
i obciazeniu. '

Do czasu pojawienia sie metody eleméntéW'skoﬁczonych, ktéra w radykalny sposob
zmienifa sytuacje, stosowano — jak wynika to z literatury — nastepujace sposoby poste-
powania:

— znaczne uproszczenie modelu teoretycznego, a nastgpnie wykorzystanie rozmaitych
metod analitycznych, scistych lub przyblizonych, czgsto zwiazanych z konkretnym ksztattem
powloki, sposobem obciazenia, czy tez rodzajem uzytego materialu;

— ograniczenie rozwazan do klasy zadan obrotowo-symetrycznych a wigc Jednowymla-
rowych i zastosowanie efektywnych metod numerycznych;

— ograniczenie rozwazan do prostych przypadkéw specjalnych, ktére mozna rozwigzad
Scisle jak np. powloka kulista lub nieskoficzenie dluga powtoka cylindryczna obcigzone
ci$nieniem wewnetrznym.

Uproszczenia modelu teoretycznego przyjmowane przez réznych autoréw sprowa-
dzaly si¢ do jednego z poniZszych wariantdw:

— zalozenie matych odksztalcen i liniowego prawa fizycznego;

— dokonanie pelnej linearyzacji koricowych réwnafi powloki (male przemieszczenial);

— zatozenie, ze material powloki jest nierozciagliwy, co ogranicza analize jedynie do
réwnan rownowagi (ruchu).

Zasadnicza wadg takich uproszczen jest z jednej strony zbyt daleko idaca idealizacja
rzeczywistej wiotkiej powltoki, z drugiej za§ waskodé zalozen i czastkowosé rozwigzan
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(por. np. [84 - 105]). Nawet niewielka zmiana obcigZen, ksztaltu powloki lub wiasnosci
materiatu, z ktérego zostala wykonana — stwarza zazwyczaj ogromne trudnodci obli-
czeniowe. ' '

W -przypadku obrotowej symetrii powloki i obcigZenia $ci§le sformulowane zagadnie-
nie mozna sprowadzi¢ (por. [120]) do problemu brzegowego dla uktadu nieliniowego,
zwyczajnych réwnan rézniczkowych. Uklad ten na ogét daje sig efektywnie rozwigzaé
metodami bezpoéredniego catkowania numerycznego (NC) takimi jak metody Rungego-
Kutty, Adamsa lub réznego typu metody predyktor-korektor. Takie podejécie zastosowano
w znakomitej wigkszosci prac dotyczacych wiotkich powlok obrotowo-symetrycznych.
 Zaleta metod NC jest ich prostota i male obciazenie pamigci operacyjnej maszyny.
Z drugiej strony jednak ich efektywnosé w znacznej mierze zalezy od glebokosci propagacii
efektu brzegowego we wnetrze powloki oraz od niezbednej liczby krokéw catkowania.
Metody te sa stabilne dla powlok krétkich, stabo stabilne w przypadku powlok $rednich,
a niestabilne dla powtok dhugich.

Metody NC wykorzystywano w znakomitej wiekszosci prac dotyczacych wiotkich
powlok obrotowo- symetrycznych Ponadto stosowano tez inne metody jak np. réznic
skoiiczonych (por. [158, 180]), a po linearyzacji réwnan takze metode pragonki (por.
[159, 160]). W pracach [25, 26, 154] zaprezentowano podejécie energetyczne i minimali-
zacj¢ metoda Fletchera-Powella. Interesujace polgczenie iteracyjnej metody Picarda
z technika analogowa pokazano w pracy [14]. Byly rédwnieZz proby przyblizonych roz-
wigzaf graficzno-analitycznych (por. [106, 171]).

Wszystkie wspomniane wyzej metody trudno uznaé za w pelni zadowalajace, zaréwno
gdy idzie o ogdlnos$¢ ich zastosowania jak i otrzymane rezultaty. Dopiero pojawienie
si¢ metody elementéw skonczornych pozwolito na dokonanie odpowiedniej dyskretyzacji
zagadnienia wzglgdem dwoch zmiennych, niezb¢dnej do numerycznego rozwiazania
nieuproszczonego zadania ogdlnego. Powstala przy tym mozliwoéé jednakowego po-
traktowania powlok o najzupeiej réznych ksztattach i warunkach podparcia, rozmaicie
obcigzonych i wykonanych z materialéw o réznorodnych wlasnosciach (np. izotropowe,
anizotropowe). Cho¢ potencjalne mozliwosci jakie kryje w sobie metoda elementéw
skoficzonych nie zostaly jeszcze — jak na to wskazuje analiza dotychczasowych prac —
w pelni wykorzystane, to juz obecnie wachlarz rozwiazywanych zagadnien jest znacznie
szerszy, a uzyskane wyniki bardziej zblizone do rzeczywistosci niz te, ktdore mozna by
osiagnac innymi, dotad stosowanymi metodami.

Dlatego tez w dalszych rozwazaniach glowna uwage poswiecimy tym pracom, ktoére
stanowia dzi$ teoretyczng podstawg obliczania powkok pneumatycznych metoda elementéw
skoniczonych. Jesli chodzi o pozostale prace, majace aktualnie mniejszy cigZzar gatunkowy,
0 ograniczymy sig=do wyréznienia i krotkiej charakterystyki zasadniczych szkot.

"Stosunkowo liczne sa tu prace radzieckie. I tak warto wymienié w pierwszym rzedzie
prace S. A. ALEKSIEJEWA i jego wspdlpracownikow. Poniewaz w znacznej wigkszosci po-
chodza one z przelomu lat pigédziesiatych i sze$édziesiatych a jedynie igh wplyw sigga
czaséw pozniejszych cytujemy tu tylko ostatnie pozycje [2, 31. Dotycza one fizycznie
linjowej teorii powlok pneumatycznych podlegajacych duzym przemieszczeniom Pprzy
malych odksztalceniach.

Nastepna grupa to prace A.S. GRIGORIEWA (wymieniamy jedynie przeglqdowq prace
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[45] i kilka ostatnich [43, 44, 36, 47]) oraz rozlicznych jego wspélpracownikéw i konty-
nuatoréw [34, 35, 120-124, 131, 138 - 141, 146 - 148, 155 - 157]. .

Wszystkie one dotycza teorii wiotkich powlok obrotowo symetrycznych, $cislej na
gruncie teorii skofczonych odksztalcenn osrodka ciagtego. Ze wzgledu na obrotows sy-
metrie i wynikajaca stad stalo$¢ kierunkoéw gléwnych postugiwano sig najczeéciej loga-
rytmiczng miarga odksztalcen i prawami fizycznymi Nadai-Davisa dla rzeczywistych
naprezen. Przypadki innych zwigzkéw konstytutywnych. odpowiadajacych cialom hiper- -
sprezystym, lepkosprezystym i lepkoplastycznym rozwazone zostaly przez J. ORKISzZA
w serii prac [121-124], z ktérych pierwsza najpelniej przedstawia osiggniecia i mozli-
woséci omawianej teorii. W przypadku zadan stacjonarnych teoria ta prowadzita do za-
gadnienia brzegowego dla ukladu czterech zwyczajnych, nieliniowych réwnan rézniczko-
wych, za§ przy procesach niestacjonarnych do zagadnienia poczqtkowo-brzegowego dla
uvkladu szefciu quasiliniowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu (por. [120)).
Rozwiazanie otrzymano metodami NC. W pracach tej grupy specjalng uwage poswiecono
problemowi statecznosei powtoki przy rozciaganiu oraz zagadnieniu strefy fatdéw (o; > 0, -
0, = 0). . :

Wsréd publikacji radzieckich wyrozniaja sie swa liczebnoseia prace osrodka we Wia-
dywostoku (por. [136]), w ktorych inicjatorem i inspiratorem jest W. F. MAGUz A [84 - 101]
a obok niego B.I. Druz [20, 21] i B. N. MarTYNIEC [102 - 105] (por. tez [22, 38, 63,
108, 130]). Prace te charakteryzuja si¢ zaréwno daleko idacymi uproszczeniami (np. przy-
jecie nierozciggliwoéci materiatu) jak i uzytkowym celem, ktéry najczesciej stanowito
projektowanie ‘wiotkich zbiornikéw na ciecze i materialy sypkie. Warto tu tez podkresli¢
zainteresowanie strefa faldéw (por. [64, 90, 92 -94, 169, 170]). Stosunkowo znaczna
liczebno$é prac tej grupy jest jednak rezultatem wariantowania waskich zalozen teore-
tycznych i braku efektywnego kontaktu z innymi o$rodkami pracujacymi nad teorig
powlok wiotkich.

W ostatnich latach ukazala si¢ seria pra€ [25 - 29, 154, 166 - 168] W. W. Fenca i W. H.
YANGA oraz ich wspétpracownikéw jak réwniez tematycznie pokrewne im prace Y. S. Su-
NA i C. E. UenGa [145, 158]. Dotycza one wiotkich powtok tak o dowolnych obrotowo-
symetrycznych, jak i innych ksztaltach. Nawiazujgc do sformutowania podanego przez
GREE A 1 ADKINSA [42] opieraja sig¢ one na teorii $cistej dla materialéw hipersprgzystych.
Specyfika tych prac jest m.in. pos$wieccenie uwagi problemom kontaktowym (por. [26,
28, 29] oraz takze [129]). Rozwigzania konkretnych zadan uzyskiwano numerycznie
metodami NC [29, 166], metoda réznic skonczonych [158, 168] lub FLETCHERA-POWELLA
[25, 26, 154). . ‘ '

Poza wyszczegdlnieniem i krotka charakferystykq ,,52Zk6P” warto jeszcze wymienié
prace poswigcone réznym tematom specjalnym, takim jak:
~— Stateczno$¢: stateczno$é rozumiana jest (za wyjatkiem pracy [17]) w sensie podanym

w punkcie 1.1. niniejszej pracy; rozwazany byt zaréwno przypadek dowolnej powtoki

obrotowo-symetrycznej [15, 34, 43, 44, 120] jak i pewne ksztalty specjalne [31] np. cy-

lindryczny [33, 156], toroidalny [18]; w pracach [120, 165] rozpatrywano stateczno$é
 powloki kulistej przy pelzaniu; ‘
— dynamika: problemy dynamiki powlok pneumatycznych rozwazano dotad w sposéb
bardzo uproszczony. Najczesciej ograniczano sig do rozpatrywania statycznego parcia

4 Mech. Teoret, i Stos. 2/80
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wiatru [21, 22, 36, 40, 41]; jedynie w nielicznych przypadkach po wstepnej linearyzacji
unkiadu réwnan analizowano zagadnienie drgad wlasnych [53, 70, 175] lub zjawisko
flatteru [20, 65, 132]. Znacznie uproszczone podejscie nieliniowe prezentuje praca
[101]. Bogata natomiast jest literatura dotyczgca pokrewnych problenﬂéw w przekry-
ciach wiszacych [177]; . .

— pelzanie: pelzanie dowolnych obrotowo-symetrycznych wiotkich powlok przy réznych
prawach fizycznych bylo przedmiotem prac [50, 120, 123]; rozwazono tez pewne
szczeégblne przypadki jak membrana kolowa [16, 83], pierscieniowa [163] [ub powloka
kulista [165];

— optymalizacja: podejmowane [62, 139, 140] byly pierwsze, uproszczone préby for-
mutowania zadan optymalnych;

~— problemy rézne: analiza wiotkich powlok toroidalnych [60, 67, 68, 107, 109, 110],
problem obcigzen lokalnych [127] oraz strukiury pnenmatyczne wzmacniane kablami
[106, 151];

— do$wiadczenia: osobng grupe, niestety niezbyt liczna, stanowia prace eksperymentalne,
W zakresie statyki dotycza one do§wiadczen prowadzonych na membranach kotowych
[48, 118] w celu weryfikacji réwnolegle otrzymywanych rozwigzan teoretycznych.
Podobnie byto w przypadku badad nad utrata statecznoéci przez wiotkie powloki
[14, 18]. Stosunkowo najwigcej prac [4, 11, 70, 136, 178] poswigcono problemowi
zachowania si¢ powlok pneumatycznych w warunkach oplywu strumieniem gazu.

3. Powloki pneumatyczne w ujeciu metody elementéw skoﬁczbnych

3.1, Uwagi wstepne. Metoda elementéw skonczonych stwarza realng szanse wykorzysta-
nia $cistej teorii skoriczonych odksztalcen o$rodka cigglego do obliczania powtok pneuma-
tycznych o dowelnym ksztalcie, W tym celu mozna zaadoptowaé ogdlny sposéb ‘poste-
powania opracowany dla rozwiazywania zagadnied geometrycznie nieliniowych (por. [10,
51, 52, 58, 112, 115]). Aby rozrézni¢ konfiguracje poczatkowa i aktualng stosuje si¢ opis

1, =const

Rys. 1. Rozréznianie sformutowan TL i UL
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Eulera, opis Lagrange’a (TL — total Lagrangian), badz tez jego modyfikacje tzw. uaktu-
alniony opis Lagrang.e’a (UL —updated Lagrangian) $cisle zwigzanym z numeryczna
technika rozwiazywania problemu.

W opisie Eulera rozwazane wielkoéci sa odniesione do konfiguracji aktualnej. Takie
sformutowanie jest wygodne w tych problemach, gdzie znany jest aktualny ksztatt powtoki,
a poszukiwana jej forma wyjéciowa. Znajomos¢ tej formy jest natomiast warunkiem
zastosowania opisu ngrange’a. Konfiguracja odniesienia stanowi wowczas (por. rys. 1)
badz to staty uktad poczatkowy (TL), badz tez uktad konwekeyjny zwiazany z ksztaltem
powtoki, ustalony kazdorazowo dla przedostatniego kroku postepowania przyrostowego
(UL). W praktycznych obliczeniach mozna spotka¢ (por. [10]) oba te sformufowania
z tym, 2ze w opisie UL struktura odpowiednich macierzy jest prostsza niz w TL, lecz
istnieje wicksze niebezpieczefnstwo kumulacji btedu obliczen.

Roéwnania metody elementéw skonczonych zastosowanej do teorii wiotkich powlok
otrzymywano dotychczas wychodzgc z zasady prac wirtualnych. Jednakze, podobunie
jak ma to miejsce w rozmaitych innych zagadnieniach nieliniowych, mozna by réwniez
wykorzysta¢ inne zasady wariacyjne podane w postaci przyrostowej (por. [52]).

Obecnie przedstawimy pokrétce sposéb wyprowadzenia tych réwnan postugujac
si¢ dla przejrzystosci zapisemn macierzowym. Rozwazmy w tym celu element powloki
przedstawiony na rys. 2 i opisany w globalnym, kartezjariskim ukladzie wspéirzednych

L,

konfiguracja
konfiguracja aktualna

przed ostatnim

konfiguracja *przyrostem

poczgtkowa

Xa

X4

Rys. 2. Przemieszczenia e¢lementu skoficzonego. x — globalny uklad przestrzennych wspdlrzednych kar-
tezjanskich, v, v2, v3 — lokalny uklad materialnych wspolrzednych krzywoliniowych

przestrzennych x,, x,, x;. Wielko$ci oznaczone indeksem ,,0” odnosza si¢ do konfigu-
racji pierwotnej, ,,1** do konfiguracji przed ostatnim przyrostem, za$ ,,2”” lub bez indeksu
do konfiguracji aktualnej. WprowadZzmy ponadto lokalny, konwekcyjny uklad wspéi-
rzgdnych 4, , 9, #; zwigzany. z wersorami e, oraz e, stycznymi do powierzchni $rodkowej
powtoki i normalnym n. Oznaczmy indeksem ,,e” wielko$ci wezlowe w elemencie, za$
przez N macierz zlozona z funkcji ksztattu, W przypadku powszechnie stosowanych

4*
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elementow izoparametrycznych, geometri¢ powloki opisuje réwnanie

M ' x = Nx,,
za§ przemieszczenia
) n=x-"x = N(x-"x) = Nu,,

skad znajac konkretng posta¢ wektora odksztalcen e mozemy juz znaleié-przyrpostowat
relacje

©)) de = Bou,.

Wektor odksztalcen ¢ najwygodniej jest zdefiniowa¢ w lokalnym ukladzie wspélrzed-
nych 94,, #,, #; jako

€Y g = {511, €225 €12}
pomijajac, zgodnie z teoria wiotkich membran (por. [42, 115]), &,3 = &,3 = 0 a ponadto
sktadowa €33, ktéra choé jest rézna-od zera to jednak — wobec zalozonego plaskiego
stanu naprezenia w powloce — nie wystepuje w wyrazeniu na pracg wirtualng. W przy-
padku materiatéw niesci§liwych wykorzystuje si¢ ja do okreélenia aktualnej grubosci
powloki h.

Podobnic wektor naprezen odpowiadajacy wektorowi odksztalcen ¢ przyjmuje sie
w postaci

©) 6 = {011,022, 012}, Oy3= 023 = 033 = 0.
Konkretna forma tych wektoréw zalezy od przyjetej miary odksztalcenia i obranego

ukladu wspolrzednych.
3.2. Sformulowanie Eulera. Zasada prac wirtualnych ma w tym przypadku postaé

(6) [otds.av = [oboudv+ [ qtsuds,
14 ’ 1 4 . TS5

gdzie v
o.— wektor naprgzen Cauchy’ego;
A — indeks odnoszacy sie do miary odksztalcen typu Almansi’ego;
b — wektor sit masowyéh;
g — wektor zewnetrznych obcigzen powierzchniowych;
o — gesto$¢ materiatn powloki;
¥V — objetos¢ powioki;
S — powierzchnia powloki.
Wszystkie te wielkosci sa odniesione do konfiguracji aktualne;j.
Na podstawie przeprowadzonej uprzednio dyskretyzacji (1)- (3) oraz relacji dV =
= hdS mozna napisaé ' ' '

() out( [ BioohdsS) = sul [ Nbhods+ [Negds) = sutP,.
. °s S S
Wielkos¢ \

®. - P, = [ N'(bho+g)dS,
§
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przedstawia wektor sit weztowych kinematycznie rownowaznych obcigZeniom zewnetrznym.
Stad wiec réwnania rownowagi elementu zawierajace nieznane przemieszczenia weztowe
maja ostatecznie postaé

(9) [Byo.has = P,.
S

3.3, Sformulowanie Lagrange’a. W klasycznym opisie Lagrange’a (TL) postugujemy sie
jedna, ustalona konfiguracja odniesienia, zazwyczaj okre§lajaca pierwotng geometrie
powtoki. Zasada prac wirtualnych ma woéwczas nastgpujaca forme
(10) [ otosdv = [ obtoud v+ [ °qtoudes.

v o o5
W wyniku dyskretyzacji opartej na wzorach (1) - (3) otrzymujemy stad rownania réwno-
wagi elementu

a1 [ Bto,ohacs = P,
°S

przy czym sity weztowe kinematycznic réwnowazne obcigzeniom wewnetrznym sa obecnie
rowne

(12 - : P,= [ N(be°h+°g)d°S.
°s

We wzorach tych wskaznik G oznacza miar¢ odksztalced Greena-Lagrange’a, za$ o,
wektor naprezen Pioli-Kitchhoffa drugiego rodzaju.

3.4. Uaktualnione sformulowanie Lagrange’a.” W uaktualnionym opisie Lagrange’a stosuje
sie podejécie przyrostowe, w ktérym konfiguracja odniesienia zmienia si¢ na kazdym
kroku. WiaZe si¢ ja z reguty z forma jaka przyjmuje powloka przed ostatnim przyrostem
odksztalced (por. rys. 1). Aby wyprowadzi¢ odpowiednia zasade¢ wariacyjna rozwaza
sie (por. rys. 2) pewna, konfiguracje ,,1>> odniesienia oraz konfiguracje przyrostowa ,,2”.
Zaklada sig, Ze wariacje przemieszezen woko6t stanu réwnowagi 1 sg mate. Mozna wéwczas
napisaé

(13) f'o';éegd‘V = fégb‘éud1V+ f%q'éudlS,

. 1y . 1974 18

oraz

(¥4) | faiéacd1V= f}gb‘éule—r— f}q'éudlS.
4 1y 15

W obu tych wyrazeniach wszystkie wielkoéci zwiazane sa z konfiguracja aktualna, lecz
odniesione do konfiguracji ,,1”’; g. jest wektorem odksztalceri typu Cauchy’ego. Kladac

de = 8¢ —8&c, do = Op—0¢c,
do =30—l0, dq=iq9—1iq,

otrzymamy stad poszukiwane, przyrostowe sformulowanie zasady wariacyjnej (10) dla
powloki : '

(15)

]

(16) [ (6t84e+ A0t 556) hdrs = [ Agh*suthdrS+ [ Aqiéud?s.
18 : 19 18
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Po dyskretyzacji (1) - (3) otrzymujemy stad réwnania réwnowagi

an [ (4Btoc+BL40) hd'S = P,
18
gdzie tym razem
(18) Po= [ Nt(bdo'h+dq)d’s,
XS .
przy czym
(19 4B = B;—B..

3.5. Réwnania fizyezme. Réwnania réwnowagi elementu nalezy uzupehié¢ stosownymi
réwnaniami fizycznymi. Rozpatrywanie réznych mozliwych zwiazkow komstytutywnych '
‘nie jest celem niniejszej pracy, stad. teZ ograniczymy sie jedynie do kilku ogélnych uwag,

Powloki pneumatyczne wykonuje si¢ na ogo6l z materiatéw, ktorych wlasnoéci fizyczne
poprawnie opisuje teoria cial wysokoelastycznych [42, 115]. Zachodzi wéwcezas (por. [8])
relacja

' aw
(20) _ | =
co w postaci przyrostowej mozna zapisa¢ jako
- . 62W

gdzie W oznacza gesto$¢ energil odksztalcenia. Dla teorii drugiego rzedu réwnania (20)
maja charakter sprezyscie liniowy o = Ee za$ dla teorii wyzszych rzedéw nieliniowy:
Réwnania takie, zwlaszcza dla szczegdlnego przypadku — materialu Mooney’a-Riviina —
znalazly powszechne zdstosowanie w obliczeniach metoda elementéw skonczonych.

W teorii wiotkich powlok rozwaza sig ponadto materialy spregzysto-plastyczne i lepko-
plastyczne [6, 7; 59] oraz materialy o wlasnosciach reologicznych [118]. Wéwczas zwigzki
fizyczne sg na ogdt dane jedynie w postaci przyrostowej

22) ‘ dc = Erds,

gdzie Ey jest macierza styczng. W takiej sytuacji obliczanie napreZen nie zawsze jest sprawa
trywialra i zaleznie od definicji tych naprezen odbywa sie droga odpowiedniego sumo-
wania ich przyrostéw [59] _

3.6. Numeryczne rozwigzywanle problemu. Réwqania réwnowagi elementu (9), (11) oraz
(17) sg nieliniowe wzgledem przemieszczed wezlowych nawet przy liniowych zwigzkach
fizycznych. Stosowanie efektywnych metod rozwigzywania nieliniowych réwnan algebra-
icznych takich jak metoda Newtona-Raphsona, czy teZ rézne metody przyrostowe, wy-
maga lokalnej linearyzacji tych réwnafi, W przypadku réwnan metody elementéw skof-
cz\onych taka linearyzacja wigze si¢ z okreéleniem tzw. ,macierzy stycznej” K.r. Mozna
ja uzyska¢ np. poprzez wariacje réwnan (9), (11) lab (17) i wdwczas

- (23) 8P, = (ko tkoy) Ou, = ko bu,.

Macierz tg rozbija si¢ na ogdt na czgéé liniowa k., oraz nieliniowa k,y. Pierwsza z nich
opisuje efekt zmiany naprezen przy ustalonej geometrii. Przy liniowych zwiazkach fizycz-
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nych jest ona réwna klasycznej macierzy sztywnoéci znanej z teorii liniowej. Druga ujmuje
wplyw zmian geometrii powloki przy niezmienionych naprezeniach i nosi nazwe ,,macierzy
geometrycznej’’ elementu.

Po agregacji elementow otrzymuje si¢ uklady réwnan przemieszczeniowych powtoki,
pierwszy w postaci pelnej nieliniowej

(24) ' S(y) = Ry,
oraz drugi w postaci przyrostowej, zlinearyzowanej
(25) KsAu, = AR,,.

Przez ,,*” oznaczono tu zbidr wielkosci weztowych w calej powloce, zaé przez R wektor
wszystkich obciazen zewngtrznych sprowadzonych do wielkosci weztowych.
Do rozwigzania réwnan (24) stosuje si¢ (por. rys. 3) na ogét _
— metode Newtona-Raphsona; kolejne poprawki liniowe Au, oblicza sie wéwczas
przy pomocy réwnan (25), zas residua z rownai (24); '

R - R _J

u

Rys. 3. Interpretacja graficzna metody a) Newtona-Raphsona, b) przyrostowej, c) mleszanej, d) samo-
korygujacej, I — f(U,) = Ry, Il — KrAU, = 4R -

— metoda przyrostowa wykorzystujac jedynie zlinearyzowane réwnania (25);
— kombinacje obu tych metod ewentualme polqczonq z technika nadrelaksacji (np. me-
tody samokorygujgce). :

Istotnym problemem numerycznym jest znalezienie wyjéciowej (nie trywialnej) formy
powloki bedacej w rownowadze. Tylko taka forma bowiem moZe stanowié wladciwa
konfigyracjg odniesienia w podanych uprzednio zasadach wariacyjnych TL i UL. Dlatego
tez w konkretnych obhczemach prowadzonych metoda elementéw skonczonych 10Z-
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wigzywano na og6t takie zadania, w ktérych poczatkowa forma by%a z gbry znana np. plas-
ka, walcowa, kulista. .

Interesujgcy sposéb poszukiwania formy wyjsciowej, cho¢ zastosowany nie do powlok
pneumatycznych, lecz do siatkowych konstrukcji ciegnowych, zaproponowano w pracy
[1]. Umozliwia on rozpoczecie obliczefi od pewnej ptaskiej pomocniczej formy réwnowagi,
ktérej poprzez kolejne przyrosty przemieszczen nadaje si¢ nastgpnie pozadany ksztalt
droga odpowiedniej zmiany warunkéw brzegowych i sztucznego, chwilowego zwigkszenié
cigzaru wlasnego powloki. )

Tablica 1. Wykaz elementéw wg pracy [128]

liczba | Jednomiany-intérpo-liczba punk-
Typ elementu | yeptaw | l0CY[NE W ukiagzie \tew catkowa-

lokalnym na pumerytl.
3
A\ |
3 1
1 2 ' ¥ Yz
TRIM 3
_ 5
g .
\ f. %
6 Tew et 7
4 2 3 if %% h
1
$ % '
13
10 %12 ?1?1 ?lz

¢ge 68
i 1

n 2x2
£

fz 72_ 37‘3.
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Natomiast przy znanej formie koficowej, pierwotna forme powltoki mozna znalezé
stosujac sformutowanie Eulera. W pracy [80] zaproponowano, ilustrujac to przykladem,
aby przyjaé, ze ksztalt powloki pod dzialaniem jedynie ci$nienia wewngtrznego (i cigzaru
wlasnego) o ustalonej roboczej wartosci jest znany. Stanowi on kolejno:

— forme koncowa powloki przy poszukiwaniu jej formy pierwotnej (sformutowanie E); —
— formg poczatkowa powtloki przy poszukiwaniu jej ksztattu odpowiadajacego réznym
obciazeniom uzytkowym (sformutowanie UL lub TL).

3.7. Elementy. W dotychczasowych pracach najczeéciej postugiwano sie najprostszymi
elementami tréjkatnymi TRIM 3 o trzech weztach. Elementy te, jak wiadomo, maja
state pole odksztalcen oraz naprezen, stad przy ich stosowaniu nie jest konieczne ucigzliwe
catkowanie numeryczne. Z drugiej strony jednak ich dokfadnosé jest mato zadowalajaca.
Elementom wyzZszego rzedu poswigcono jak dotad jedynie nieliczne prace i to stosujac
w kazdej z nich inne podejscie.

Najpelniejszy zestaw elementéw zaréwno tréjkatnych typu TRIMC jak i czworo-
katnych typu QUAC pokazany w tablicy 1 otrzymano w pracy [128] droga bezposredniego
wykofzystania formut (11), (17), (23). W pracy [8] przedstawiono rodzing elementéw
typu TRIMC otrzymana na drodze tzw. ,,naturalnego’ podejécia. Polega ono na postu-
giwaniu si¢ stopniami swobody elementu eliminujacymi te przemieszczenia, ktore sa
zwiazane z jego ruchem jako bryly sztywnej. Wreszcie w pracach [80, 81] wprowadzono
jeden element czworokatny (por. [76]), w ktérym zastosowano szescienne funkcje ksztattu
skonstruowane t.zw. technika ,,patch test”.

3.8. Przeglad literatury, Wszystkie prace dotyczace obliczania powlok pneumatycznych
metoda elementéw skonczonych oparte sg na teorii duzych odksztalcen membran. Mozna
je podzieli¢ na trzy grupy. .

Pierwsza z nich wiaZe si¢ gléwnie z nazwiskiem J. T. Opena [111-119]. Zaliczyé do
niej trzeba przede wszystkim pionierskie prace [11, 118, 119], w ktérych podane zostaly
teoretyczne podstawy dyskretyzacji wiotkich powlok metoda elementéw skonczonych
oraz monografi¢ [115]. Autorzy pracy [118] wychodzac z réwnan termodynamiki zaréwno
dyskutuja problematyke fizycznie nieliniowa jak i dynamike membran (por. tez [117]).
Warto réwniez wspomnie¢ o pracy [113] po$wigconej obliczaniu sit niekonserwatywnych
w MES (np. ci$nienie w powloce pneumatycznej). Do tej grupy, z uwagi na sposéb po-
traktowania tematu, trzeba takze zaliczy¢ prace J. B. KeY’A [57] oraz H. PARISCHA [128].
Ta ostania jako jedyna z wymienionych wprowadza elementy wyzszych rzeddw.

Druga grupa jest dzietem spoétki autorskiej J. W. LEoNARD, C. T. L oraz ich wspdét-
pracownikéw [76 - 81, 161]. Précz Scistosci teoretycznej [77, 80]-cechuje ja troska o inZy-
nierskie realia dotyczace warunkdéw pracy powlok pneumatycznych takich jak: kolejne
fazy obciazania [72, 73], praktyczne zastosowania [74, 45], czy tez fakt wzmocnienia
konstrukcji linami [81, 161]. Material powtoki przyjmowano jako liniowo-sprezysty
a wyjatkowo [77] jako hiperelastyczny. Rozwazano réwnieZz [79] problem drgan powtoki.

Trzecia grupa to prace [5-8, 59] charakteryzujace sig tzw. podejéciem naturalnym
sformutowanym przez J. H. ARGYRISA i jego wspdtpracownikéw. Dzigki oddzieleniu prze-
mieszczen elementu zwiazanych z czystym odksztalceniem od przemieszczen wynikajacych
z ruchu sztywnego uzyskuje si¢ lepsza stabilnoéé numeryczng rozwigzan. W pracach
tej grupy material powloki traktowano jako limiowo-sprezysty [7], hipersprezysty [8]
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bad?Z tez spreZysto-plastyczny [6, 7, 59], choé w tym ostatnim przypadku konkretne roz-
wigzania nie dotyczyly bezpoérednio powlok pneumatycznych.

Procz trzech wymienionych grup warto tu tez wspomnie¢ o programie NONSAP [10]
przeznaczonym do dynamicznej i statycznej analizy réznych konstrukeji w zakresie geo-
metrycznie i fizycznie nieliniowym, w tym takze plaskich membran.

Poréownanie dyskutowanych tu grup przeprowadzono na przykladzie kilku prac re-
prezentujacych aktualnie najbardziej zaawansowany stan wiedzy w dziedzinie teorii
obliczania wiotkich powlok metods elementéw skoriczonych. Analiza tablicy 2, w ktérej
zestawijono dane pordwnawcze ukazuje réwnoczesnie perspektywe dalszych prac ba-
dawczych co zaznaczono znakiem 0 na przykladzie pracy [8]. '

. 3.9, Przyklady rozwlazan. Dla zilustrowania aktualnych mozliwoéci rozwiazywania proble-
méw praktycznych metods elementdw skoficzonych podano nizej kilka reprezentatywnych
przykladow zaczerpnigtych z literatury. Aby fatwiej moZna bylo porédwnaé skale poszcze-
gbélnych zadan korzystano tylko z dwoch zrddet [128, 80]. W pierwszej z tych prac obli-

- czenia wykonywano na EMC CDC 6600; czas obliczei podawany jest w sekundach

al b)

promieﬁ R =10cm
grubodé poczatkowa %h=0.01cm
state materiatowe Mooney'a C,=80kG/m?

Co=20kG/em?
dyskretyzacja 4QUACY, 1TRIMC B
liczba stopni swobody 61
czas obliczeh 78 sek CPU -CDC 6600

Rys. 4. Membrana kolowa obciazona réwnomiernym parciem gazu [128]: a) dane, b) dyskretyzacja,
¢) forma odksztalcona
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CPU. W czterech ostatnich przykladach wykorzystano prawo Hooke’a, za§ w dwdch
pierwszych zwigzek fizyczny (por. [42])

W= C(,—3)+C(I2-3)
opisujacy cialo hipersprezyste Moone’a-Rivlina. Gesto$¢ energii odksztalcenia wyraza

a)

b)

by
dtugosé boku a=20cm
grubodé poczgtkowa . Oh=0,1cm
stale materialowe Mooney'a 350 kG/cm? C,=0
dyskretyzacja 1BQUACY , 2 TRIMC 6
liczha stopni swobody 176
czas obliczeh

184 sek CPU CDC 6600

Rys. 5. Membrana kwadratowa obciazona parciem gazu [128]: a) dane, b) dyskretyzacja, ¢) forma odksztal-
cona, d) gruboéé wzgledna h/°h po odksztalceniu

a) b)
dtugoéé boku a=10cm
grubgé 0h=0,01cm
modul Younga E=300kG/Lm?
wsp. Poissona v=02
dyskretyzacija 18 TRIMC 6

liczba stopni swobody 129
czas obliczer 45 sek

c) i

Rys. 6. Membrana szefciokatna obciazona cigzarem wlasnym [128]: a) dane, b) dyskretyzacja, c) forma
. po obcigzeniu
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sig tu poprzez niezmienniki stanu odksztalcenia 7;, I, i zalezy réwniez od stalych ma-

teriatowych C, oraz C,. . -
Rozwigzane zostaly nastgpujace zadania szczegélowe:

— membrana kotowa obciazona réwnomiernym parciem gazu ([128] — rys. 4);

— membrana kwadratowa obcigZona parciem gazu ([128] —rys. 5);

— membrana szesciokatna obcigzona cigzarem wilasnym ([128] — rys. 6);

— membrana pieciokatna obcigzona parciem hydrostatycznym ([128] — rys. 7);

— kulista powloka pneumatyczna obciazona parciem wiatru ([80, 811 —rys. 8);

— powloka pneumatyczna obcigzona $niegiem ([80] — rys. 9).

A<
o I L R e
! 9 S R R N
5° «2
fe—o20' ft 27’ 27 - 20"——»] >
« al A3
; 0psi
I
| |
0,2psi 45°
b) -

La-g'—»r_-——g'——f—— 9’ —fe——— 20— Xa

Rys. 9. Powloka pneumatyczna obciazona $niegiem [80]: a) obciazenie, b) dyskretyzacja, c) forma powloki
, odksztalconej
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4. Uwagi koncowe

W pracy zebrano i krétko scharakteryzowano literaturg dotyczaca powlok pneuma-
tycznych, ktéra ukazala si¢ w ostatnim dziesigcioleciu. Wyodrebniono w niej gldwne
nurty (szkoly) zwiazane z kilkoma wiodgcymi o§rodkami i szkicowo przedstawiono metody
obliczeniowe stosowane w teorii wiotkich powlok, ze szczegélnym uwzglednieniem metody
elementéw skonczonych.

Tablica 2. Zestawienle poréwnawcze reprezentatywnych prac poswigconych analizie wiotkich powlok metods
elementéw skoniczonych

Grupa ’ ODEN LEONARD - Li ARGYRIS
Praca 118 128 aa 81 77 8 | 59
- Eulera £ + +
Opis Lagrange'a Tt + + + |+ | +
uaktqalr)iong Lagrange’a UL -+ + 0 +
Metoda - iteracyjna + + | 4 + + +
torviazama przyrostona + @y 4 + | + +
linlowa sprezysty + + + + +
Materiat hipersprezysty + + + | +
(rownania :
spreiysto - plostyezn + 0
konstytutyw- orézy ,p yerny +) +
ne) lepkaspreiysty + 0
‘ lepkaptastyczny 0 +
{zotropia + + + + + + +
anizolropia + +
efekty termicine + 0
nejprostszy trajkain + + + +
Elementy Jpraitiey fyratng
Wyzszeqo rredu + + + +
+ + + + + +
Strefa 6,20 G, >0 =+
G 70. 6,x0 (fatay) 0
prosta: membrana + + + + +
Struktura -
‘ Xozona : membrana +kable + )
kane
Nieznana ontoka + + | ) + + |+ +
farma poczatkawa + (E) 0
statyka . + + | + + + + +
statecznosc ' 0
dynamika + 0
analiza + |+ |+ |+ |+
aptymalizacia 0
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Analiza przeprowadzona w niniejszej pracy pozwala na sformulowanie nastepujacych .
ogolnych wnioskdéw.

— Podstawowy zarys teorii wiotkich membran Jest opracowany w przypadku materialéw
hipersprezystych (por. [42, 115]). Dalszego rozwoju tej teorii mozna i oczekiwaé przede
‘wszystkim przy zastosowaniu nowych materiatow (nowe prawa konstytutywne).

— W éwietle tej teorii poprawnie sformulowane zagadnienia dla powlok pneumatycz-
nych sa z reguly nieliniowe (geometrycznie) nawet w przypadku liniowych zwigzkow
fizycznych.

— Efektywne rozwigzania dla powlok pneumatycznych mozna aktualnie uzyskaé jedynie
poprzez odpowiednia dyskretyzacjg problemu i stosowanie metod numerycznych
W zagadnieniach obrotowo-symetrycznych moga to by¢ rézne metody bezposéredniego
calkowania, natomiast w ogélnym przypadku zdecydowanie najbardziej skuteczna
okazala si¢ metoda elementéw skoficzonych, ktéra obecnie stanowi jedyne efektywne
narzgdzie rozwiazywania praktycznie dowolnych probleméw teorii wiotkich powlok,
chociaz jej potencjalne mozliwosci ciagle jeszcze nie zostaly w pelni wykorzystane
(por. tablica 2). -

— Pomimo opracowania podstaw teoretycznych oraz pojawienia si¢ skutecznej metody
analizy problematyka wiotkich powlok ciagle jeszcze stanowi pole badan naukowych.
Swiadcza o tym chodby liczne prace naukowe jakie si¢ ostatnio ukazuja. Wsréd nich
w samych tylko latach siedemdziesiatych znalezé mozna siedem rozpraw doktorskich
(19, 34, 79, 124, 128, 145, 161]. Trzeba jednak nadmienié, ze w $wietle bezspornych
sukcesow metody elementéw skonczonych w rozwigzywaniu réznych problemow
dotyczacych powlok pneumatycznych o dowolnym ksztalcie wiele z tych prac stracito
racje bytu i w ogéle nie powinno si¢ ukazac.

Perspektywy dalszych prac nad problematyka wiotkich po_wlok to przede wszystkim

— uwzglednienie nowych praw konstytutywnych w szczegdlnosci dla materialéw o wlas-
nosciach reologicznych oraz wplywdw termicznych;

— opracowanie Scistej teorii strefy faldow (o, > 0, o, = 0);

— dalszy postep w dziedzinie teoretycznego sformulowania problemow statecznosci
i dynamiki;

— rozwigzywanie zagadnien specjalnych, np. kontaktowych (wigzy jednostronne);

— obliczanie zlozonych struktur powiokowo-lihowych;

~— optymalizacja konstrukcji pneumatycznych;
— dalszy rozwoj metod obliczeniowych, w tym gléwnie: :
= metody elementéw skoniczonych (por. tablica 2) tak, aby mozna byto przy _]e_] po-
mocy efektywnie rozwigzywaé wszystkie problemy wymienione wyZzej;

= podjecie szerszej préby wykorzystania na réwni z metoda elementéw takze metody
réznic skoriczonych, zwlaszcza w jej wersji opracowanej dla nieregularnych siatek
weztéw; pierwsze prace w tym kierunku [56, 82] sa nader zachgcajace;

= pelniejsze opracowanie zagadnienia poszukiwania pierwotnej formy powloki (por.
[1, 80]);

~ prowadzenie roznorodnych prac doswiadczalnych;

Realizacja takiego programu prac jest w pelni realna, a jego wykonanie umozhwﬂoby

\
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efektywne rozwigzywanie rozmaitych skomplikowanych probleméw inzynierskich, ktére
ze swej strony zapewne stawia¢ bgda przed teoria i metodami obliczeniowymi coraz to
nowe zadania.
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Pesome

ITHEBMATHNYECKHNE OBOJIOYKHK

B nacrosuweii paBore cHesaH KpuTHdeckuii 0030p paboT O PasiMUHBIM BOIPOCAM [THEBMATHYECKHUX
ofosioueK (TeOopHs, METOOLI PEIIeHHH, PellleHusa) HANleUaTaHbiX 32 MOCNEAHUX NecsHTh JeT. Crenuansroe
BHuMaHHe OOpalleHo K (hOpMYIHPOBKE TEOPUH MALKMX 00O0NOUYEK C TOWUKKM 3PEHMA METOJA KOHEWHBIX
anementoB. Mayaraercad ofUIas XapaKTEPHCTHKA IPoGNembl. YKA3aHO TAakMe B KAKOM HAITPaBIICHHH
Pa3BUBAIOTCH BOIPOCHI MEXAHHKK TTHEBMOOGONOUEK W UMCNEHHbIE METOMBI MX pemenus. Kpome sroro
MOKA3aHbY MPUMEPL] KOHKPETHRIX PellfeHHH THIMUHBIX 3a1ad.

Summary

PNEUMATIC STRUCTURES
A critical review of numerous papers published in the last ten years on various aspeets of the theory
of pneumatics structures (mechanics, calculation methods, solutions) is presented. Special attention has
been paid to the Finite Element formulation of the theory of membrane shells. A brief, general character-
istics of the problem is given and current directions of the development of the theory and solution methods
are discussed, Moreover some examples of numerical solutions representative for the contemporary state
of art are presented. )
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