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1. Wstep

Dynamiczne zachowanie si¢ ukladu sprezystego znajdujacego sig.pod dziataniem
sit §ledzacych lub obwodowych posiada pewne szczegblne wlasnosci spowodowane tym,
7e sily te nie sa potencjalne.

Réwnania rézniczkowe opisujace ruch tych uktadéw w poblizn konfiguracji réwno-
wagi zwykle nie sa samo sprz¢zone wzgledem warunkow brzegowych. Odpowiadajace
wartodci wlasne sg rzeczywiste i rézne tylko w przypadku wartodci krytycznej parametru
obciagzenia. Poza tym, wartosci wlasne s3 zespolone i okre$laja niestabilnosé typu dywer-
gencji lub flatteru. Bardziej szczegdlowa dyskusje na temat tych wlasnosci mozna znalezé
w szeroko znanej monografii BOLOTINA [1], podczas gdy praca przegladowa HERRMANNA
[2] daje zwarty przeglad probleméw dotyczacych zagadnien niezachowawczej stabilnosci,
stosunkowo niedawno sformulowanej statecznodci sprezystej. Nalezy zauwazyé, ze ba-
dania dajace dokladne rozwigzania uktadéw niezachowawczych dotyczq przewaznie
zwyklego, jednorodnego preta ze zmiennymi warunkami brzegowymi znajdujacego. si¢
pod niezachowawczym obciazeniem. Dobrze wiadomo, Ze uklad niezachowawczy mozZe
by¢ typu flatteru lub dywergencji w zaleznosci od warunkdéw brzegowych. W poprzedniej
" pracy autora [3] pokazano, e parametry okreSlajace sztywno$¢ zginania, masg oraz
dhugos¢ wplywaja na zachowanie si¢ ukladu niezachowawczego w punkcie krytycznym.

W niniejszej pracy skoncentrowano si¢ na relatywnie bardziej skomplikowanym mo-
delu skladajacym sie z poczatkowo zwyklego preta podpartego swobodnie na gladkiej
rolce i obciazonego dwiema sitami §ledzacymi. Pokazano, Ze oba typy niestabilno$ci
typu flatteru i dywergencji moga wystapié¢ nie tylko wtedy gdy zmieniajg si¢ poprzednio
wspomniane parametry, ale réwniez miedzy wartodciami dwéch sit obwodowych.

2. Rozwiazanie réwnan podstawowych

RozwaZzamy poczatkowo prosty, jednorodny pret posiadajacy staly moment bez-
wiadnosci I (rys. 1). Pret ten jest obciazony dwiema sifami éledzqcyml o stalej wielkos$ci
lecz. przeciwnych zwrotach.

Zaniedbujac bezwladno$é obrotowa, réwnania rézniczkowe opisujace mate drgama
pr@ta wyprowadzaliémy z zasady d’Alamberta-Lagrange’a.

Poniewaz jest to powszechnie znany sposéb, podamy wiec jedynie. wyniki

@ _ +kij +"0_,_'y'1 = 0.
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Tu jak i w pozostalej czeéei pracy j = 1,2, 3.
Ponadto celem sprowadzenia réwnan (1) do postaci bezwymiarowej wykorzystamy naste-
pujacy zapis

%y, . 0%y,
(2) yj(é:: t) = WJ(.X', T)/[; y}'v = 054 > Yy = EYE
my,&El m,E,El m4, €4ET
e TN - ——

®© ®@ O
/f«—oc1l—-+~—oc2l.—-——-t<—oa3L-——i \
Rys. 1

Tutaj w(x, 7) i 7 sa odpowiednio obciaZeniem poprzecznym, mierzonym wzdiuz.osi x
(0 € x < 1) oraz czasem.

Bezwymiarowe parametry ¢ i £ sa w nastgpujacy sposdb zwiazane z wielkoSciami
fizycznymi x 1 7.
3) & =x|l; 1* = 12El/(ml*),
przy czym EI oznacza sztywno$¢ zginania, podczas gdy m oznacza mas¢ jednostki dhu-
goéci preta. Pozostate oznaczenia wystepujace w ukladzie réwnai czastkowych (1) sa
definiowane nastgpujaco
4 k'2' = PLIZ/(EHEI)9 n=1,2,
( ) k2 = PZIZ/(E::,EI) 'Z)j = mj/(ejm),
przZy CzZym h; oznacza mase _]eanStkl dlugodci j-tej czgsci pretu, podezas gdy ¢; sa danymi
stalymi. _
© Zaklada sig, ze nietrywialne rozwiazanie ukladu (1) ma nastgpujaca postaé
®) vy =X, (Epe,
gdzie i = (=12
Bezwymiarowy parametr czgstotliwoéci o jest zwiazany z wielkoéceia fizyczng Q2 naste-
pujaca zaleZznoécia , ' :
©) = 22m/*|(EI).
Podstawm_jqc (5) do ukfadu réwnan (1) i wykorzystujac fakt, ze €'’ nie zeruje sig, otrzy-
mano nastgpujgacy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych na funkcje X;(&;)

€ : XY+ k2X—o0%,X, = 0,

Rozwiazaniami jego sa funkcje

t)) X; = Cyychy, b+ Cyyshy &+ Cyycos 66,4 Cyysin §,&),
gdzie ‘

® vy = (Z =k Y2, 0y = (24K 2)', 2y = (nf+k}]4),

1
(10) nt = wle;, 0< &< B,
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Rozwigzania te musza speinia¢ nastgpujace warunki brzegowe
X1(0) = X1"(0) = Xy () = 0,  X{(y) = X3(0),
(11) X,(0) =0, & Xi(2)) = &2X30), Xj(a) = X1(0),
£, X3 () = &X¥0), X;3(0) = X5(a3) = XM(a3) = 0.
Podstawiajac (8) do (11)\otrzymuje si¢
Ci171—C351 61 =0, Cpyi—Cy 6] =0,
Ciichy oy +Cyyshy oy +Ciicos o FCyy8indy o) = 0,
Criyishy oy +Cor i chy 0y —Csy 8y sindy oy +Cy, 6,080, 00y =

= Cp272+Csz 02,
Cyyichy, oy + Cyy yishy, a; —Csy 62c08 8, 0f ~Cay 6%sind, a; =
= £,(C1275—C5, %) /e,
(12) Ci2+C3, =0, Ci3+C33 =0,
Ciachy,a,+Cayshy, oy +Ca0080,0,+ Cypsindyo, = 0,
Cray?shy,dy+Coyp2chy,ay —Cay 82sin 8, oy F Cyp 62058, 00, =
= C23')’2+ Cy3 03,
Ciay5chysa,+ Coryishy, a, —C3,05¢08 6500, — Cyz 035in 50, =
: = 33(C137§f‘C33 03)/eas
Cizyichysas+Cr3y3shy;za; —Cys03c08 8303 —Cyab2sindzas = 0,
Cisy3shysas+Cysy3chy; as+ Css 03sindsats —Cyuz 63cos b33 = 0.
Dla niezerowego rozwigzania wyznacznik ukladu (12) musi znikaé. Stad otrzymuje sig¢
réwnanie charakterystyczne o
2, (Z, %38y, tp 80 6, 0ty — 2312 £,0,03) 6, — v
(13) —n?z,0,[e;3z3n3(2n% chy, o, c08 8, 00 —2n3 +
kyshy,o,5in8,0,)03+ 2, %30, = 0,

gdzie v

a4 %, = yi+ 0 +n?(2n?chy,a,cos 6,0, +k shy,osind; o), if_‘ 1,3,
. 6, = y,chy,a;sin d;o— 6;shy;0,c08 §;0;.

Przestgpne réwnanie (13) otrzymano dla

(15) | & = 1.

Niektére réwnania charakterystyczne w zagadnieniach d'otyczqcych wartoéci wiasnych
preta, znane z literatury, moga byé wyprowadzone jako szczegdlny przypadek z réwnan
(13). Na przyklad, niech «; jest bliskie zeru, wéwczas

(16) O; =0, x3 =4z3,

oraz réwnania (13) redukuja si¢ do nastgpujacej postaci

an #12,8hy, 08I0 0, 0ty — &, 2, 1?0, 0, = 0.
Dla o; = 0 mozna otrzymaé z (14)

(18) O, =0, x =4z3,

gdy réwnanie (13) przyjmuje postaé

(19) Zy%3Shy,0,8in 0,0, —23n3 630,05 = 0.
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Podstawiajac

20) wp =0a3 =0, a;=1

oraz przeksztalcajac wyrazenia (16) i (18), po transformacji dochodzi si¢ do réwnania
2n _ shy,sind, = 1.

Dla P =1 jego pierwiastki odpowiadaja czestotliwosci drgan swobodnych swobodnie
podpartego preta, gdy 7, = 0 prowadzi do nieskorniczonego zbioru pierwiastkéw row-
‘nania (21), ktore odpowiadaja dobrze znanej eulerowskiej sile krytyczaej dla takiego
samego preta.

Réwnania charakterystyczne (17) i (19) daja wartodci wlasne krzywych dla dwdéch
niezachowawczych zagadnien zbadanych przez autora [3].

3. Wyniki numeryczne. Wnioski koncowe

i
Pierwiastki roOwnania charakterystycznego (13) otrzymane zqstaiy przy pomocy kom-
putera. Przedstawiaja one zaleino$é pomigdzy czgstotliwoécia a parametrami obcigZenia.
Wszystkie wyniki otrzymano przy zaloZeniu

& = &3 = &3,

(22) Uy =Yy =9y,
' 0(2 = 1.
Dla wygody obliczerr wprowadzono wielkosci
_(23) © = P,[P, N = k.
12 T T T
10/ ~
g .
3
e or .
=
CL ‘ -
i flatter
2 divergencja —
flatter
1 1] | |

0 1 2 3 [A 5 6
Rys. 2

Wyniki rozwigzan numerycznych dane sg na rys. 2, 3, 4, 5. Pokazuja one Ze jeden
.z parametréw krytycznych ) zawsze zbiega do m? tzn., ze odpowiada on najmniejszemu
eulerowskiemu obcigzeniu krytycznemu swobodnie podpartego preta okreslajacemu
‘niestabilnoéé typu dywergencji. Jest to albo najmniejsza warto$é krytyczna, albo warto$é
0 wyzszym stopniu w zaleznoci od parametrdw rozwazanego ukladu.

Ponadto na rys. 2 pokazaliémy zalezno$é pomigdzy najmniejsza krytyczna wartoscia
parametru obcigzenia % oraz stosunkiem @ dla «, = oy = 1.



DYNAMIKA PRETA OBCIAZONEGO 291

Zauwazmy, 2e 7. w duzym stopniu zalezy od 6. Dla @ < 0.5 1 © > 1.0 najmniejsza
7 0dpowiada niestabilnosei typu flatteru, podczas gdy dla 0.5 < @ < 1.0 jest niezalezne
od @ i odpowiada niestabilno$ci typu dywergencji.

Na rys. 3 pokazaliémy jakie otrzymuje si¢ krzywe wartoéci wlasnych gdy «; zmienia
sig, natomiast @ = 1 i a3 = 1.2 s3 stale. :
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Rys. 4

Podobna zaleznosé dla «, = 1.6, @ = 1.0 i réznych «; jest przedstawiona na rys. 4.
Rys. 5 pokazuje zalezno$¢ wartoéci whasnych od parametru. Widaé stad, Zze w punkcie
krytycznym cechy dynamiczne ukladu zalezg od parametréw ukladu nie tylko ilo$ciowo.
ale takze jakosciowo. -
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Pesome

ITUHAMMWUYECKOE TIOBEIEHUWE CTEPXHSA IIOJ OHECTBUEM
JBYX CIEIANMX CHJI

Hceaeayercss THHAMHYECKOC JIOBEJCHHE ABYXKOHCONIBHOTO OTHONMPOIETHOIO CTEPIKHS, HATPYMEH-
HOTO B KOHHIEX ABYMSA CHEIIIMMH Crjlamy. XapaKrepucTHUeCcKoe YPaBHEHHE 3724y PEIeHO DpH 1o~
motn OBM. PeaynsTaThl MOKA3LIBAIOT YTO CIEPMKEHb TepAeT YCTOHUMBOCT: NuGo B BuZe dmarrepa,
G0 B BUAe QUBEPreHIHM B 3aBHCUMOCTH OT [TPaMETPOR CHCTEMBI ¥ COOTHOLICHUS MEXKNY BEIIHIHMHAMH
CHUI.

Summary
DYNAMICS OF A BAR UNDER TWO FOLLOWER FORCES

The purpose of the paper is to investigate the dynq{'nical behaviour of a bar subjected to two follower
forces. Numerical solutions of the characteristic equation show that both flutter and divergence instability
may occur depending on the parameters of the system and the ratio between the magnitudes of the two
forces.
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