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1. Wprowadzenie

Potrzeba rozwiazania zagadnienia wglgbiania narzedzia z periodycznym zarysem
klinowym w o$rodek plastyczny wynikla z braku modelu teoretycznego, mogacego postuzyé
do analizy plastycznego ksztaltowania gwintdw wewnetrznych, wygniatania trdjkatnych
rowkéw polozonych blisko siebie i tym podobnych przypadkdéw. '

W dotychczasowych pracach [1] stosowano model weglebiania pojedynczego klina,
dla ktérego rozwiazanie zostalo opracowane przez R. HiLLa, E. H. LEe i S.J. TUPPERA
[2, 3, 4. W przypadku periodycznego zarysu klinowego rozwiazanie to traci wazno$é
z chwila polaczenia si¢ stref plastycznych wokot sasiednich wierzchotkéw, dla pewnej
wielkosci zaglebienia h,. Siatke linii poélizgu dla tego przypadku podano na rys. 1b,

a)

Rys. 1. Siatki linii posllzgu a — dia poczatkowego stadium wglgbiania, b — dla granicznego przypadku
waznoéci rozwigzania R. HuLa
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Obowiazuja nastgpujace zaleznosci:

(1.1) 8=90~y,

(1.2) ' cos(®—y) = tg(zn/4—y/2).

Korzystajac z rys. [b oraz zaleznoéci (1.1) i (1.2) mozna dla dowolnego kata wierzchotka
klina obliczyé graniczna warto$¢ zaglebienia /1,. Wynosi ona:

cos®—sin(d—y) r

sin®+cos(®—y) 2°

(1.3) ho =

Analiza zagadnienia dla zaglgbienia wigkszego niz A, wymaga nowego opracowania

2. Rozwiazanie metoda charakterystyk

Zagadnienie rozwiazano przyjmujac warunki plaskiego stanu odksztalcenia, przy
pominieciu tarcia 1 wzmocnienia materiatu, Przyjeto warunek plastycznosci HUBERA-
Misesa. Dodatkowo zalozono, Ze krawedZ powierzchni swobodnej materiatu pomiedzy
sasiednimi wierzchotkami klinow sktada si¢ z dwdch prostoliniowych odcinkéw, ktore
w trakcie weglebiania przemieszczajg sig réwnolegle do swego poczatkowego potozenia
pokazanego na rys. 1. Analizowany proces jest niestacjonarny i jego rozwiazanie wymaga
rozwazenia pewnej liczby kolejno po sobie nastgpujacych etapow. Poniewaz zarys wciska-
nego narzedzia jest periodyczny, wystarczy rozwazy¢ obszar pomiedzy sasiednimi wierz-
chotkami klindw, a whasciwie —ze wzgledu na symetrie — tylko jedna jego polowe.

Analiza konkretnych zagadnied w plaskim stanie odksztalcenia polega [5] na roz-
wiagzywaniu zagadnien brzegowych do réwnan charakterystyk:

—% = tg(<p+~Z—), ¥+ = const. dla ]inii,a,

2.1,
dy ( 7:) _ C
=y = tele—7) x—p = const. dla linii 8,

gdzie ¢ jest katem, jaki wigksze z napreZen gtownych tworzy z osig x, a y funkcja za-
lezna od sumy naprezen giéwnych:

. _
(2.2) 5 (01 03) = 0g+2ky.

Sktadowe stanu naprezenia wyrazaja si¢ przez funkcje y i ¢ jak nastgpuje:
L O = oo+ 2ky+kcos2e,
2.3) 0, = 0o+2ky—kcos2ey,
Tyy == ksin2e,

gdzie k jest granicg plastycznosei przy czystym $cinaniu, a g, — pewna stala, ktdéra naleiy
przyja¢ na poczatku rozwigzania. Zaleznosci (2.3) spelniaja tozsamo$ciowo warunek
plastycznoéci HUBERA-MISESA :

(2.4) (0y—0,)2 + 412, = 4k2
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Ponadto

2.5 0, —0, = 2k,

W naszym przypadku przyjmujemy o, = 0.

Predkosci ptynigcia mozna otrzymaé wykorzystujgc réwnania H. GERINGER, ktore obo-

wigzuja wzdiuz charakterystyk (2.1):

dv,+vgdp =0, wzdhluz linil «,

(2.6) -
dyg—v,dp =0, wzdluz linii f.

Rozwigzanie rozpoczniemy od okreélenia polozenia i wymiaréw krawedzi powierzchni
swobodnej dla dowolnej wielkosci zaglebienia. Jezeli wierzcholek klina zaglebi sie w ma-

AC=A0=qg
F=1%"56
ACy=a

|

|

I 0,A=!
o

|

1 poczatkowa
powierzchnia,
1swobodna
|moteriatu

| L 072

I

Rys. 2. Polozenie krawedzi powierzchuni swobodnej 4, C, dla wielkodci zaglgbienia wiekszej od o

teriale na glgbokosé Ay + Ay (rys. 2), to polozenie krawedzi A C, powierzchni swobodnej
mozna okreslié podajac odlegloéé pionowa pomiedzy punktami O, i C‘:
Ak

2. = —_—
( 7) H ho+Ay+ c0s 0
Z warunku niesciliwoéci wynika réwno$é pol czworokatéw OO,BA i BA,C,C, co
daje zwigzek: ‘
' P 2 sin® PAysin?d
sin?+cosé ycosy sin?+cos

" - (4y)%sin(cos B +sindtgy) = 0.

(2.8) . (AW (tgy+tgs)—dh
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Dhugosé odcinka A, C, wynosi:

P . . sin®
= m‘a‘s*a)— ~A/1(Sln5+smy)—Ay cosy .

(2.9) A1 C1 = da

Korzystajac z zaleznoéci (2.8) nalezy w zwiazkach (2.7) 1 (2.9) wyrugowaé Ak i w ten
sposéb okresdli¢c poloZenie i wymiary powierzchni swobodnej w funkcji wielkosci zagle-
bienia hy +4y. Obliczenia najlatwiej jest przeprowadzi¢ dla konkretnej wartosci kata 9,
po uprzednim wyznaczeniu katéw 6 1 4 z rownan (1.1) i (1.2).

Schemat siatki linii poslizgu dla zaawansowanego etapu procesu przedstawia rys. 3,
Obszar ABCEK odpowiada rozwigzaniu R. Hirra. Wspdlrzedne punktéw weztowych

0

Rys. 3. Schemat siatki linii poslizgu dla zaawansowanego stadium weglebiania

Tablica 1. Wartosci funkeji ¢ 1 ¥ w obszarach z jednorodnym
stanem naprezenia dla siatki linil po$lizgu z rys. 3

Obszar ] x
ABCH nj2—8 —0,5
AEK™® w2~% —0,5—y
BDGD’ . 72 —0,5—46
LMIF 7f2—y —0,5—p—§
PQN ’ nj2~—8 —0,5—y—26
RSR'H - 72 —0,5—2y—6
WTUX 28 —0,5—2y—28
VZY 7f2~—9 —0,5—-3y—26

+) Warto§ci znane z rozwigzania R. HILLA
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siatki linii poslizgu oraz wartosci funkcji ¥ i @ w tych punktach wyznacza sie ze zwigzkow
(2.1) wychodzac ze znanych wartosci na linii BCEK. Calkowanie przeprowadza si¢ nu-
merycznie sposobem podanym w monografii [5]. W obszarach ABC, AEK, BDGD’,
LMJF, PQN, RSR'H, WTUX, VZY panuja jednorodne stany naprezenia, ktdre mozna
wyznaczy¢ w sposOb elementarny na podstawie zwigzkéw wzdhuz charakterystyk: y+¢ =
= const. dla linii &, oraz y —¢ = const. dla linii 5. Wartosci funkcji y i ¢ dla tych obsza-

row podano w tabl. 1. Po okresleniu y i ¢ naprgZzenia wyznacza sig z zaleznosei (2.3)
badz tez (2.2) i (2.5).

p/2

Xg

Rys. 4. Schemat postepowania przy konstruowaniu siatki linii po$lizgu

Omoéwimy teraz bardziej szczegétowo konstrukcje siatek linii poslizgu dla poszcze-
gllnych etapéw procesu. W uktadzie wspolrzednych Oxy (rys. 4) przyjmujemy prosta
0 réwnaniu:

y= xtg(% —19),

obrazujgca boczng powierzchnie klina. Na tej prostej obieramy dowolnie punkt A (x4, ¥4),
z ktérego prowadzimy odcinek AB o dowolnie przyjetej dlugosci, nachylony do poziomu
pod katem 6. Przez jego koniec B prowadzimy prosta pionowa o réwnaniu x = xp, ktéra
przyjmujemy za o§ symetrii obszaru uplastycznionego. Znamy wiec wspdlrzedne x,, ya,
xp, yp oraz dlugosé odcinka AB = a. W dalszym ciggu przystgpujemy do wyznaczania
wspdhrzednych punktéw weztowych siatki linii poslizgu oraz okre$lania naprezen w sposéb
podany uprzednio, przy czym poloZenie’wierzchokka klina a tym samym warto$¢ skoku P
(odlegtosé pomigdzy sasiednimi wierzchotkami) jest na razie nieznana. Dowolna charakte-
rystyka rodziny f przecinajaca kontur narzedzia moze byé dolna granica obszaru uplas-
tycznionego. Przyjmijmy dla przyktadu, ze wyznaczylismy przebieg charakterystyki
1-2 (rys. 4). Stanowi ona dolna granice obszaru uplastycznionego, jeZeli wierzcholek
klina znajduje si¢ w punkcie 1. Warto$é skoku wynosi wigc P = xg—X,. Wartosé x;
jest znana z przebiegu charakterystyki 1-2, a warto§¢ xz wyznaczyliSmy uprzednio,
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przyjmujac dtugos¢ odcinka AB i polozenie punktu A. Teraz na podstawie réwnan (1.3),
(2.8) i (2.9) podstawiajac znane wartosci a i P okresla sig wartos$é iy + dy. Jest to wielkogé
zaglebienia dla etapu, przy ktérym charakterystyka 1-2 stanowi dolng granice obszaru
uplastycznionego. Nastepnie nalezy dokona¢ przeksztalcenia wspdlrzednych polegajacego
na przesunigciu poczatku ukladu do punktu 1 i obliczy¢ bezwymiarowe wielkosci x/P,
Y|P, ho/P i Ay/P. W ten sam sposéb kontynuuje si¢ rozwigzanie dla dalszych etapéw
welebiania, wyznaczonych przez przebieg kolejnych charakterystyk rodziny p.

Jezeli nie jest konieczna duza doktadnos¢ obliczen, siatki linii po$lizgu mozna otrzymag
wykresinie, na przykfad sposobem opisanym w monografii [5]. Punktem wyjécia jest
obliczenie dlugosci odcinka a dla danej wielkosci zaglebienia Ay z zaleznosci (2.8) i (2.9).
Jak widaé z rys. 4, przy znanych wartosciach P i & wystarczy to do okreslenia polozenia
punktu 1.

Analiza predikosdci ptynigcia prowadzi do wniosku, Ze istnieja pewne zakresy wielkoéci
zaglebienia uzaleznione od kata 24, dla ktérych nie mozna otrzymaé poprawnego roz-
wiazania dla predkosci (wystepuje kinematycznie niedopuszczalny typ nieciaglodci).
W pozostatych zakresach rozwigzanie jest kinematycznie ,dopuszczalne. Zagadnienie
to jest omodwione w dalszym ciggu na konkretnym przyktadzie.

3. Wyniki obliczen

Obliczenia przeprowadzono dla szczegdlnego przypadku, gdy 26 = 1,047 rad. (60°).
Z réwnan (1.1), (1.2) i (1.3) wynikaja wartosci: » = 0,303 rad. (17°20"), 6 = 0,221 rad.
(12°40") oraz hy = 0,219P. Przeanalizowano przebieg procesu dla wielkoéci zaglgbienia /
w zakresie 0,219 < #/P < 0,403. W obliczeniach numerycznych przyjeto przyrosty katow
w wycinkach biegunowych EAC i CBD (rys. 3) réwne odpowiednio: Ay = 0,038 rad.
(2°10) oraz 46 = 0,028 rad. (1°35"). Rozwazono 10 etapéw wglebiania wyznaczonych

Tablica 2. Wyniki obliczen przykiadu

Zagiebienie _ Diugoé¢ styku bocznej | Sredni nacisk jed-

Etap dy ho+ Ay powierzchni narzedzia nostkowy
P P z materialem /P Dsrlk
o | 0 0,219 0,339 2,61
1 0,018 [ 0,237 0,367 2,62
2 0,035 0,254 - 0,395 2,66
3 0,051 0,270 0,422 271
4 0,066 0,285 0,449 ) 2,78
5 0,125 0,344 0,570 3,06
6 0,141 0,360 ) 0,609 3,14
7 0,153 0,372 0,645 3,26
8 0,165 0,384 0,679 3,39
-9 0,174 0,393 0,709 3,55
10 0,184 0,403 0,747 3,68

+, Etap zerowy obejmuje poczatkowy okres procesu, & < /ig: pér = const., p = const.



Rys. 5. Siatka linii poslizgu (a) i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,125; (ho+Ay)/P = 0,344, py =
= 3,06 k, I/|P = 0,570, 2 = 60°

Rys. 6. Siatka linii podlizgu (a) i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,174; (ho+Ady)/P = 0,393, ps; =
= 3,55k, I|P = 0,709, 24 = 60°

12 Mech. Teoret. i Stos, 2/80 - [325]
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przez przebieg odpowiednich charakterystyk rodziny B. Dla kazdego ctapu okreslono
zaglebienie Ay oraz k = hy +Ay. Nastepnie obliczono dtugo$¢ styku bocznej powierzchni
materiatu z klinem / z oczywistej (z rys. 2) zaleznoSel:

PJ2 = Isind+acos 9,
gdzie a wyraza si¢ poprzez Ay wzorem (2.9), w ktérym nalezy wyrugowaé 4k za pomoca

' zwigzku (2.8). Okreslono rozklady naciskéw jednostkowych, oraz wartosci $rednie na-
ciskéw pg.. Wyniki obliczen przedstawiono w tabl. 2, a przyktadowe siatki linii poélizgu

Rys. 7. Siatka linii poslizgu () i hodograf (b) dla zaglebienia Ay/P = 0,184; (ho+AY)]P = 0,403, psr =
= 3,68k, IJP = 0,747, 20 = 60°

N[l
40— ] T 1
35 —
2
iy
&
30 -1
25 ) ) -
! 20 i L | | | | |
] 0,22 ‘026 . O,EQ 0,34 038 0,42
“nyp . '

Rys. 8. Zalezno$§¢ $redniego nacisku jednostkowego od wielkoéci zaglgbienia
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1 hodografy predkosci na rys. 5, 6 i 7. Na rysunkach dla przejrzystosci przyjeto dwa razy
wigksze przyrosty 4y i 46 niz w obliczeniach numerycznych, Zaleznoéé $redniego nacisku
jednostkowego od wielkosci zaglgbienia przedstawiono na rys. 8.

Calkowita sile potrzebna do wglebiania (na jednostke diugosci narzedzia) oblicza
sie z zaleznodci:

4kh(1+)sind

3.1 P = 2pg, Isind(n—-1)+ cosd—sin(@—7)’

.gdy k> ho, lub tez

4khn(l +)sind

G2 P = st =)’

gdy & < hy. Zalezno$¢ (3.2) wynika z rozwigzania R. HILLA; 7 jest liczba klinowych wierz-
chotkéw. W zakresie /# > f, nie mozZna podaé analitycznej zaleZznosci sify od wielkosci
‘zaglebienia, gdyZ ps okrefla si¢ numerycznie. Drugi czlon w réwnaniu (3.1) uwzglednia
dwie boczne powierzchnie skrajnych wierzchotkéw narzedzia.

Okredlenie predkosci plynigcia przedstawimy na przykladzie siatki z rys. 6. Wzdluz
linii VH dana jest skladowa normalna predko$ci, réwna skladowej normalnej predkosci
sztywnej czeéci materiatu. Zatem na linii VH v, = 0. Na odcinku VP nie bedacym cha-
rakterystyka, a takZze na calej dtugosci linii styku materialu z narzedziem VA dana jest
réwniez skladowa normalna, réwna skladowej normalnej predkosci przemieszczania sie
narzedzia. Skladowa ta wynosi v, = vysind, gdzie v, jest pionowa predkosceia narzedzia.
W celu otrzymania zwiazku pomiedzy v, i vg na odcinku VP (a takZe na calym brzegu
VA) rzutujemy te skladowe na kierunek normalny do powierzchni narzedzia (rys. 9).

R
|
|
;vo

e
|

1

Rys. 9. Schemat warunku brzegowego dla skladowych vy i g na linii styku klina z materialem

Otrzymuje si¢ zwigzek:
vpcosm[4—v,co8m/4 = vpsindd, _
Wykorzystuja:c te dane moZna rozwiazaé w polu PWV zagadnienie brzegowe typu mie-

szanego dla réwnafl (2.6). Daje to lacznie z warunkiem na linii VH punkt wyjscia dla dal-
szych obliczen. Przeprowadza si¢ je numerycznie sposobem podanym w monografii [5].

12*
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Charakterystyki VWTRH i HIFEA sa liniami nieciagtosci predkosci. Koncza sic one
w narozach wycinkéw biegunowych, co jest kinematycznie dopuszczalne. Podobnie
wyznacza si¢ predkosei plynigcia dla innych wielkosci zaglebienia.

W przedstawionym rozwigzaniu dla 29 = 60° wystapity dwa zakresy wielkosci zagte-
bienia, dla ktérych pojawit si¢ kinematycznie niedopuszczalny typ nieciggloéci predkosci
(linia nieciagto$ci przecina prostoliniowy odcinek krawedzi powierzchni materiatu).
Zakresy te sa nastgpujace: 0,066 < Ady/P < 0,125 oraz 0,174 < Ay/P < 0,184. Dla po-
zostatych wielkoéci zaglebienia rozwigzanie jest kinematycznie dopuszczalne.

4. Uwagl koncowe

Przedstawione rozwiagzanie umozliwia wyznaczenie rozktadu naciskéw jednostkowych:
na powierzchni narzgdzia oraz catkowitej sily potrzebnej do weglebiania. W odréznieniu
od przypadku pojedynczego klina nacisk jednostkowy nie jest staly, lecz zmienia sig
wzdhuz linii styku osiagajac najwigksza warto$é przy wierzchotku. Srednia warto$é nacisku
rosnie wraz z zaglgbieniem.

Dla pewnych zakreséw wiclkosci zaglebienia zaleznych od kata 29 wystgpuje linia
nieciggtosci predkosci przecinajaca swobodny brzeg materiatu. Jest to kinematycznie
niedopuszczalne i §wiadczy o tym, Ze zaloZenie o prostoliniowych krawedziach powierzchni
swobodnej nie daje sie w tych zakresach utrzymaé. Rozwigzanie dla dalszych zakreséw
odpowiada przypadkowi wglebiania narzedzia w materiat o odpowiednio uksztaltowanym
brzegu, a nie w materiat o brzegu 'poczqtkowo plaskim, co nie jest w pelni zgodne z cha-
rakterem procesu. W zwiazku z tym uzyskane wyniki winny by¢ traktowane jako przy-
blizone. Zaleta przedstawionego rozwigzania jest jego prostota. Siatki linii poslizgu dla
poszezegblnych etapdw zaglebienia moZna otrzymaé w tatwy sposéb, zardwno numerycz-
nie jak i wykre$lnie, dla réinych katéw wierzchotkowych 2¢. Natomiast uwzgl¢dnienie
rzeczywistego ksztaltu powierzchni swobodnej napotyka na znaczne trudnodci.
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1> Rys. 6a przedstawia polowe siatki, stad linie VWTRH i HIFEA maja dalszy ciag po prawej stronie
osi symetrii. :
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Pezome.

BHEOPEHUE NHCTPYMEHTA C IEPHOIHYECKIM
IJIMHEBBIM TTPOPHNIEM B ITJIACTUYECKYIO CPENY

B paGoTe mpejcTaBiIeHO pelledwe 3aJawWi 0 BHELPEHHM HHCTPYMEHTA, KOTODBLLIA MMeer pabouyio
9acTh B BHJE PAJA IUIMHEBBIX BEPIIUH, B IUIaCTHUECKYIO CPETy, IPH IWIOCKoH Hedopmamey, 663 TpeHnsa
¥ YIPOUHEHNA MATEPHalia; MPHHATO YCJIOBHe myactyHocTy I'ybepa-Museca. Vicrons3oBar mMeTox xa=-
PaKTepUCTHK. Pa3paloraHo WacTHBIA ciayvail, UpH KOTOPOM YToJ BepLIMHBI IUmMHA ObIn paBex 60°%
ITpesCTaBACHO CETKM JOTHHMM CKONBLYKEHMA, Fogorpadel CKOPOCTM M PE3YNELTATHI BRIYMCIIERMIX Uit He-
KOTOpPBIX 3HAUEHHH IHYOWHE] BHEAPEHHI.

Summary

INDENTATION OF A PERIODICALLY WEDGE-SHAPED TOOL INTO PLASTIC
MATERJAL

The title problem has been discussed in the case of plane strain and Huber-Mises yield criterion with-
out friction or material hardening taken into account. The solution has been obtained by the method of
characteristics. §

As an example we consider a particular case for the wedge angle 60°. The slip-lines networks, selected
indentations have been presented.
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