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1. Sformulowanie problemu i zaleZnosci podstawowe

W pracy wykazemy, Ze poszukiwanie rozwigzania problemoéw filtracji ustalonej me-
todami energetycznymi przez minimalizacje funkcjonalu energii jest réwnowazne z mi-
nimalizacja metoda najmniejszych kwadratéw wazonych bledéw wyznaczenia skladowych
wektora predkosci filtrujacej cieczy.

Zatozymy, ze filtracja odbywa si¢ w tréjwymiarowym anizotropowym obszarze fil-
tracji ¥ a osie uktadu wspotrzednych pokrywajg sig z gtdéwnymi osiami anizotropii o$rodka
(rys. 1). Przy takich zaloZeniach problem filtracji sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji

+

Rys. 1. Oznaczenia (plaski obszar filtracji dla uproszczenia rysunku).

h(x, y, z), opisujacej rozklad ci$nienia piezometrycznego, spefniajacej w obszarze filtracji
rownanie rozniczkowe

) a—i(k%) +§y- (k%—;l) +%(k,%’;—)+Q =0, (ny2eV
a na brzegu S mieszane i niejednorodne warunki brzegowe

) h(xyz)=g, (x,y,2)€8;,

oraz

(3) ucosa+vcosf+wcosy =g, (X,,2)€S,,
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W zaleznosciach powyzszych przez ki, k,, k. oznaczono wspoétczynniki filtracji odpo-
wiednio wzdluz osi x, y,z, przez u, v, w skfadowe wektora predkosci wzdiuz tych osi,
przez Q, g, ¢ odpowiednio wydatek zrédet wewnetrznych, zadane na brzegu S; ciénienie
piezometryczne oraz wydatek przez brzeg S, a przez «, f, ¥ katy jakic tworzy normalna
do brzegu S z osiami wspdirzednych.

Zwigzek pomigdzy skladowymi wektora predkosci a cisnieniem piezometrycznym
dany jest za pomoca prawa Darcy’ego

oh

u= ke
I oh

@ v= kg
oh

W= _ICZE‘

Alternatywnie zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia takiej funkcji £ (x,y, z),
ktéra minimalizuje funkcjonal energii

(5) (k) = f [ f [/cx(%)2+ky(—?;—)2+I;z(%l;—)z—2Qh]dV+2 fs f ghds

i spetnia zasadniczy dla tego problemu warunek brzegowy (2).
W metodach energetycznych stosowanych do zagadnien filtracji ustalonej poszukuje
sie przyblizonego rozkladu ciénicnia piezometrycznego /2 w postaci

(6) H(X, )’, Z) = 2 Ni(x’ Y, 2)111
i=1

gdzie liczby H;(i = 1,2, ..., n) sa szukanymi wspdiczynnikami (w metodzie elementéw
skonczonych sa to wprost wartosci ci$nien piezometrycznych w wyrdznionych punktach
obszaru filtracji) a znane funkcje N;(x, y, z) stanowiag zbidér funkcji bazowych (ukiad
wspoirzgdnych) w rozpatrywanej przestrzeni funkeyjnej. Po wyznaczeniu wspdlezynnikéw
H; przez minimalizacje funkcjonalu (5) mozemy takze wyznaczyé przyblizone wartosci

;e o~ o~

2. Funkcjonal bledu wyznaczenia skladowych wektora predko$ci I jego minimalizacja

Jako miarg bledu przyblizonego rozwiazania problemu filtracji uzna¢ mozna nastg-
pujace wyraZenie '

I DU B
N e = 7;(u——u) +—/2—'(v——'v) + e

¥ z

(w—1)2.

Zaleznos¢ (7) jest wazonym bledem kwadratowym wyznaczania skiladowych wektora
predkosci. Jako wagi przyjeto odwrotnosci wspétczynnikdw filtracji. Warto§é biedu e
jest oczywiscie funkcja polozenia a takze zalezy od sposobu aproksymacji sktadowych
wektora predkosci.
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Jako najlepsze rozwigzanie, w sensie metody najmniejszych kwadratéw, mozna uznaé
takie, ktore catce

N B | R S s
v 14 ¥y z

nadaje najmniejsza wartosc.

Wrykazemy teraz, Ze wyznaczenie liczb H; przez minimalizacjg funkcjonatu (8) jest
réwnowazne minimalizacji funkcjonatu (5).

Wyrazajac i, , i poprzez funkeje A(x, y, z) za pomoca formut (4) mozemy funkejonat
(8) zapisa¢ w sposob nastgpujacy

ony? oh )2 (aﬂ 6/1 oh dh
o) o 2] ] E a5
E_f_y{f[c,\ 6x) +cy(ay +k 82) +2 bar +o 3 +w- az”dV+
fff( kl wz)dV.

Ostatnia catka w powyzszej zaleznoéci ma dla kazdego konkretnego zadania stata
warto$¢ (cho¢ oczywiscie inng dla réznych zadan), w zaden bowiem sposéb nie zalezy
ona od wyboru przybliZzenia funkcji l1~(x, y, z) za pomoca wyrazenia (6), Warto$¢ tej catki
oznaczymy przez C;.

Do ostatniego skladnika w pierwszej calce zastosujemy teraz twierdzenie Gaussa-
Ostrogradzkiego w postaci

(10) fff( L ah)dv+”fh(—@i C'vy +%)le=
= ffh(ucosa+7)cosﬁ+wcos'y)dS.
S

Wyrazenie w nawiasie drugiej catki objetosciowe]j jest dywergencja wektora predkosei.
Jest zatem rowne wydatkowi Zrodet wewnetrznych O w obszarze filtracji. Wyrazenie
w nawiasie w calce po powierzchni S przedstawia natomiast jednostkowy przepltyw ¢
przez brzeg obszaru filtracji. Warto$é tego wydatku przez czgéé S, brzegu jest okre$lona
na podstawie warunku brzegowego (3). Na czesci S, brzegu warto$é rzeczywistego wydat-
ku ¢ nie jest natomiast znana. Pamietaé jednak nalezy, ze rozwigzania zagadnienia brze-
gowego (1), (2) i (3) a takze problemu wariacyjnego (5) i (2) poszukiwaé nalezy wsrod
funkeji /i(x, y, z) spetniajacych zasadniczy dla tego problemu warunek brzegowy (2) [1].

Na brzegu S; musi by¢ zatem spelniona zalezno§é

an h(e,y, 2y = h(x, p,2) = g, 3,2)  (x.y,2) €S,

Tym samym wartosé tej calki po brzegu §, jest dla konkretnego zadania stats, nieza-
lezng od wyboru funkeji /i(x, y, z). Oznaczymy jej wartosé przez C,.

Podstawiajac do funkcjonatu (9) wyrazenia wynikajace z twierdzenia Gaussa-Ostro-
gradzkiego (10) i wykorzystujac wnioski z przeprowadzonych powyzej rozwazan uzy-
skamy

. oh \* oh oh . ' -
a2 E(l1)=fyff[kx(7v—) +ky(w3y*)+kz(»-a7)—2/1Q]dV+2fohqu+C1+C2.
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Poréwnujac funkcjonaly (5) i (12) wida¢, ze réznig si¢ one tylko o staly sktadnik, jest
bowiem:

(13) E(R) = a(h)+Cy+C,.

Poszukujgc przyblizonego rozwigzania problemu filtracji poprzez minimalizacje
funkcjonatu (5) lub funkcjonatu (12) uzyska¢ musimy identyczne wyniki. Tym samym
teza, ze metody energetyczne dla problemdw filtracji ustalonej traktowaé mozna jako
procedure minimalizacji metoda najmniejszych kwadratéw wazonych btedéw wyznacza-
nia sktadowych wektora predkoscei filtrujacej cieczy zostata wykazana.

W identyczny sposob interpretowaé mozna metody energetyczne dla innych proble-
méw fizycznych opisanych réwnaniem (1) i warunkami brzegowymi (2) i (3). Wystarczy
tylko podaé fizycana interpretacie funkcjonatu (8) i wyrazett w formule (10). Dla proce-
sow fizycznych w ktérych konieczne jest uwzglednienie warunku brzegowego trzeciego
rodzaju

(14) ucosot+ocosf+weosy+ah =gq, (x,,2)€S;,

gdzie iloczyn a/r uwzglednia takie zjawiska jak na przykiad straty konwekcyjne i radia-
cyjne, funkcjonal (8) musi zosta¢ rozbudowany o skiadnik

(15) 2 [ [ da(h—hyxds.
53
Skladnik ten mozna interpretowaé jako wazony blad kwadratowy wyznaczenia funkeji’
A na czeséci S; brzegu.

3. Wyprowadzanie funkcjonalu bledu wyznaczenia skladowych wektora predkosci

W podobny sposdéb mozna, jak si¢ wydaje, zinterpretowaé metody energetyczne dla
innych zagadnien brzegowych. Wystarczy jedynie odgadnaé postaé takiego funkcjonatu
metody najmniejszych kwadratow, ktérego minimalizacja jest réwnoznaczna z minima-
lizacja funkcjonatu energii dla danego zagadnienia brzegowego i nada¢ mu odpowiednia
interpretacje fizyczna. Tg droga w pracy [2] zinterpretowano na przyklad metode elemen-
téw skonczonych w zagadnieniach teorii konstrukcji jako procedurg minimalizacji wa-
zonych bledow wyznaczenia skladowych dewiatora i aksjatora naprezen.

Jednakze w pewnych przypadkach odpowiednia posta¢ funkcjonatu biedu moina,
jak sie okazuje wydedukowac wprost z postaci rownania rézniczkowego problemu i jego
interpretacji fizycznej. Rozpatrzmy rdownanie rézniczkowe

(16) Au=f

gdzie A jest operatorem rozniczkowym problemu a fi « sa dana i szukang funkcjg w pew-
nej przestrzeni funkcyjnej, W przypadku gdy operator A jest operatorem dodatnio okre-
$lonym mozna wprowadzi¢ operator B taki, ze A = B? i dowie$é [I] istnienie ograniczo-
nego operatora B! do niego odwrotnego. W tym wypadku rozwigzanie réwnania (16)
jest réwnoznaczne rozwigzaniu réwnania

(7 Bu = B~Y.
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Ponadto funkcjonaly metody energetycznej dla réwnania (16) i najmniejszych kwadra-
tow dla rownania (17) réznig sig wtedy tylko o staly sktadnik [1]. Z tego wynika, ze w przy-
padku dodatnio okreslonego operatora A zastosowanie metody energetycznej do proble-
mu opisanego réwnaniem (16) prowadzi do tego samego wyniku co zastosowanie metody
najmniejszych kwadratéw do réwnania (17).

Problemem pozostaje oczywiscie konstrukcja réwnania (17). Nie wydaje si¢ bowiem
mozliwe podanie efektywnej drogi znalezienia operatora B w kazdym przypadku. Po-
nadto operator B~ jest przeciez poszukiwanym rozwigzaniem problemu, zachodzi bo-
wiem B~!Bu = w. Tym samym konstrukcja réwnania (17) jest w zasadzie réwnoznaczna
znalezieniu poszukiwanego rozwigzania. '

Tym niemniej jezeli uda si¢ rozlozy¢ operator réownania rézniczkowe o (16) na ilo-
czyn dwéch identycznych operatorow B mozZna takie zinterpretowaé prawa strone row-
nania (17). Tym samym uzyska¢ mozna funkcjonal metody najmniejszych kwadratéw
dla réwnania (17), funkcjonat o okreélonej interpretacji fizyczne;j.

Idac ta droga wykazemy, Ze wprowadzony a priori funkcjonat (8) jest w analizowanym
problemie identyczny z funkcjonalem metody najmniejszych kwadratéw dla réwnania
. :

W przypadku probleméw filtracji ustalonej operator A z réwnania (1) jest dodatnio
okre$lony i daje sig przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch identycznych operatoréw
macierzowych wzglegdem siebie transponowanych. Istotnie, mozna sprawdzi¢ bezpo-
$rednim rachunkiem, Ze

(18) A =B"B
gdzie macierzowy operator B ma postaé
o
e G,
(19) B=KD=| 0 —}Vk O v
0 0 —Vkl|,
0z

Tym samym zaleznos¢ (17) dla problemu opisanego réwnaniem (1) mozna zapisaé na-
stepujaco

— 0Oh
_]/kx EC_
(20) KDh = { -k, g—jj = —B~1Q.

oh

V5

Prawa strona powyzszej réwnosci nie jest dana w jawnej postaci. Aby jednak réwnos¢
byla spetniona winna byé¢ ona réwna stronie lewej. Biorac pod uwage prawo Darcy’ego
(4) widzimy, ze lewa strona zaleZnosci (20) przedstawia podzielone odpowiednio przez
I/E, ]/k—,, ]//—c—, skladowe u, v, w wektora predkosci. MozZna wigc napisac, ze
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Yl B

0x Vi,

— 0oh ?

Vi, U —

N0 l/cy ay ]/ky
Vi

0z Vk,

Podstawiajgc teraz w miiejsce s warto$¢ przyblizona k réwnanie (21) nie bedzie oczy-
wicie spetnione. Jako najlepsze przybliZzenie mozna uwazaé to, ktore minimalizuje funk-
cjonal metody najmniejszych kwadratéw dla tego réownania
[ u 1

]/lc_

(22) E=fff l/k —KDh | av.
14

| ;/7{ _

Wykonujac dzialania w funkcjonale (22) z wykorzystaniem formut (4) uzyskamy

o oo T8 e B s
ST

Otrzymali$my zatem wyjsciowy funkcjonat (8). Innymi stowy wprowadzony poprzed
nio funkcjonat (8) jako catka z waZzonych bledéw kwadratowych wyznaczenia skiado-
wych wektora predkosei jest identyczny z funkcjonatem metody najmniejszych kwadra-
tow dla réwnania (17). Funkcjonal ten istotnie rdzni sie¢ od funkcjonatlu metody energe-
tycznej dla réwnania (1) tylko staia co wykazano poprzednio.

Zastosowane tutaj postepowanie moze byé, jak sie wydaje uzyte do interpretacji po-
dobnych zaleznosci dla innych proceséw fizycznych.

—fv)2] av.

4. Metoda elemept()w skonczonych

Wsrod metod energetycznych stosowanych do rozwiazywania zagadnien filtracji usta-
lonej najwigksze uznanie zdobyla ostatnio metoda elementéw skoficzonych (MES) [3].
Mozna ja oczywiscie takze traktowaé jako procedure minimalizacji bledu wyznaczania
skiadowych wektora predkosci w sensie najmniejszych kwadratéw. Ma to o tyle waine
znaczenie praktyczne, ze z jednej strony pozwala na interpretacje niektérych wiasciwosci
rozwiazan uzyskiwanych za jej pomoca a z drugiej strony umozliwia ogdlne wnioskowa-
nie o zbieznosci metody oraz warunkach i kryteriach tej zbieznosci. Dla przykiadu:

(i) Rozwigzania przyblizone minimalizujace éredni blad kwadratowy maja jak wid-
domo [2] tendencje do oscylacji wokét wartoéei doktadnych a zatem predkosci obliczone
metodg elementéw skonczonych beda takze wykazywaé takg nature. Istotnie, taka oscy-
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lacja sktadowych wektora predkoéet jest powszechnie obserwowana w MES, szczegdlnie
w poblizu osobliwosci w rozkladzie predkosei. Z tego tez powodu jako ostateczne wartosci
przyjmowane sa zwykle wartosci usrednione z réznych elementéw.

Dla ilustracji tego faktu w tabeli 1 zestawiono u/k, i v/k, obliczone w wezle 23 dla
obszaru filtracji i podzialn na elementy przedstawionego na rys. 2. Obliczenia wykonano
za pomoca programu zreferowanego w pracy [4].

Tabela 1
Predkosci obliczone 7 v
z elementu k. ky
27 —0,527 —0,223
28 —0,338 —0,412
29 —0,352 —0,412
36 ~0,527 ~0,587
37 —0,532 —0,587
38 ~0,352 —0,767
Wartosci $rednie —0,438 ‘ —0,498
Wartosci dokladne —o43 | —0483
e
Gl | E D)
y F
— Qg w h=sin x
| !
i | /_3_7__
23 ] 28
A 36 38
h=0 2 J kek=i0 0 [h=0 \\
‘C_a; 23 /]J 2 2
| . I P N
\ 0 Vi VA 29
, /
i /4 __28.
J,_ 2 W 4 sjr .
1 hO |
M0

Rys, 2. Obszar filtracji, warunki brzegowe i podziat na elementy dla zadania przykladowego (a) oraz nu-
meracja wezlow 1 elementow w otoczeniu wezla 23.

(ii) Blad bezwzgledny wielkosci uzyskanych przez minimalizacj¢ blgdu kwadratowego
moze by¢ tego samego rzedu dla wszelkich wartosci (duzych i matych) obliczonych tym
sposobem.,

Tym samym nalezy liczy¢ si¢ z wiekszymi biedami wzglednymi wyznaczenia sklado-
wych wektora predkosei dla obszaréw gdzie predkosci te s3 mate. W tabeli 2 zestawiono
przykladowo wartodci u/k, i v/k, obliczone dla wezléw lezacych wewngtrz obszaru fil-
tracji z rys. 2 wzdtuz prostej x = 0,25. Obliczone bigdy wzglgdne wskazujg istotnie naj-
wigksze wartoéci dla predkosci matych co do modutu. Jest to szczegdlnie widoczne w tym
przypadku dla sktadowej v.
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Tabela 2
T i v \
7‘7 i ky
Wezet |- — _ == — _
’ MES Dokladnie Blad MES Dokladnie Biad
| wzgledny w % wzgledny w 9
! ! i
8 —0,074 —0,077 3,9 | —0,215 —0,207 3,9
13 —0,165 —0,167 1,2 L —0,264 —0,255 3,5
18 —0,280 —0,283 1,1 i —0,354 —0,342 3,5
23 | —0,438 —0,443 1,1 | —0498 —0,483 31
28 \ —0,663 | —0,672 1,3 o7 —0,699 2,6
33 | —0,988 —1,006 1,8 —1,046 —1,024 2,1
38 ‘ —1,464 — 1,497 2,2 ‘ —1,534 —1,509 1,7

(iii) Zbieznoé¢ metody elementéw skonczonych, traktowanej jako procedura mini-
malizacji bledu kwadratowego wynika z poniZzszego twierdzenia [5]:

Jezeli: 1) ciag elementow BN, (n = 1, 2, ...) jest zupelny w rozpatrywanej przestrzen
funkcyjnej, do ktérej naleza zaréwno poszukiwania funkcja u jak i znana funkcja fz réw-
nania (16) 2) réwnanie (17) ma rozwigzanie oraz 3) istnieje ograniczony operator od-
wrotny B! wowcezas ukfad réwnan uzyskiwany metoda najmniejszych kwadratéw ma
Jjedno i tylko jedno rozwiazanie, ktére przy n — co zapewnia zbiezno$é u, do u jak i Bu,
do B~1f.

Zupetnosé elementow BN, oznacza tutaj fakt, ze funkcje bazowe w MES musza byé
tak dobrane aby ze wzrostem n dowolnie dokiadnie przyblizy¢ rzeczywisty rozktad pred-
kosci. Natomiast zbiezno$¢ u, — u oraz Bu, do B™!f oznacza w przypadku problemow
filtracji ustalonej zbieznos¢ zarédwno funkcji 4 (x, y, z), opisujacej rozklad ciénienia piezo-
metrycznego, jak i sktadowych wektora predkosci filtrujacej cieczy do wartosci doklad-
nych, Pamigta¢ jedynie nalezy, ze pojecie zbieznosci odnosi sie tutaj do zbieznosci wediug
normy w analizowanej przestrzeni funkcyjne;j.
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Pesome

K UMHTEPIIPETAUMM OHEPTETHUYECKNX METOIOB PELUIEHU ST
3AJIA1[ CTAUMOHAPHOIT GUIBTPAINN

B xauecTse Meph! OWHMOKK IPHOIKENHOrO perlenus 3agaun (huubTpalun B BapualMoHnol Gop-
mymposke (5) u (2) vunu 3xBUBaNeuTHOI ¢it kpaeBoit sagaun (1), (2) ¥ (3) NpuHsITO BIBELIEHHYIO KBa-
JPATHUHYIO HEBS3KY ONPEfENenusl COCTABIAIOLINX BEKTOPa CKOPOCTH QHABTpyIowedics suaroctu (7).

Toxasano, YTO MHHUMH3ALM TaKOl HEBA3KHM 1o Beelt obnacru dunstpauns (8) npUBOAUT K MHHH~
py3aLiH YHKLMOHAJA JHCCHNAUHH SHCPTuM (5). .

TMapubiil TOAX0A K JHEPTETHUYCCKUM METOHAM [IO3BAJISICT ONPE/IEIHTh HEKOTOPBIE CBOJICTBA pelleH i,
a TaKKe, CXOMUMOCTh camoro meroma. OH NpoaHaNM3HpoBaH ISl METOXa KOHEUHBIX JJIEMEHTOB.

Summary

AN INTERPRETATION OF VARIATIONAL METHODS FOR STEADY SEEPAGE PROBLEMS

Analysed boundary value problem [or steady seepage is described by partial differcntial equation (1)
with boundary conditions (2) and (3) or by energy functional (5) with boundary conditions (2). The weigh-
ted squared error of velocity components (7) is assumed as the error measure of an approximate solution
to the problem. It is proved that the minimization of the weighted squared error over whole flow domain
(8) is equivalent to the corresponding variational formulation (5). Thus, variational methods lor steady
seepage problems may be interpreted as the least squared error procedure where the measure of error is
the weighted function of the errors in the velocity components. The formulation of variational methods
as a minimum least squared error procedure is susceptible to interpretation ol some properties of the ob-
tained solutions and affords a method of convergence. These aspects have been discussed for the [inite
elements method.
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