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OZNACZENIA:
o — kat nachylenia bocznych krawedzi trapezu do osi Ox
2b — diugos¢ wigkszej podstawy trapezu
2a — wysokosé trapezu

A= % — wspdtezynnik ksztattu tarczy

h — grubosé tarczy (h = const)
f— parametr ugiecia tarczy
Jfo — parametr wygigcia wstgpnego tarczy
S Jo

fx= T f&= T bezwymiarowe parametry ugiecia

P*{ P — bezwymiarowe wartodci sily P obciazajace] tarcze i sily krytycznej Py,

n= — wspoltezynnik obcigzenia tarczy
kr
k — wspolczynnik statecznosci
E — modul Younga
vy — liczba Poissona (w obliczeniach przyjeto » = 0,3)
D= _EP towa sot o
20— plytowa sztywnos$¢ zginania
N 4h* L .
0% = 0,y — naprezenia bezwymiarowe

Oy, Oy, Txy — NAPIgZenia stanu blonowego
Oxg, Oyg» Txpg — NAPIeZenia stanu zgieciowego
o5, — bezwymiarowe naprezenia zredukowane:

ok =V o5, + 03, — 05, 05,4375,
gdzie:
oy, = O +05g
ol'c = G;‘+G;kﬂ

*  _ % *
Txye = Txyt Txyg
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1. Wstep

Czesto spotykanym elementem nosnym blachownicowych lub skrzynkowych ustrojéw
dzwigarowych sa cienkie tarcze, o ksztalcic trapezu. Tarcze te — jako wydzielone elementy
noéne ustrojéw dzwigarowych — pracuja na ogdt w ztozonym stanie obcigzenia. Przenosza
one giéwnie obciaZenia dzialajace w ich plaszczyinie i z tego powodu moga ulega¢ wybo-
czeniu. Podstawowym wiec zagadnieniem przy analizie pracy takich tarcz jest zagadnienie
utraty statecznoéci. W odniesieniu do tarcz trapezowych dotychczasowy stan wiedzy na
temat stanow krytycznych tych tarcz jest stosunkowo skromny. Nieliczne prace z tego
zakresu uzna¢ mozna za pierwsze proby poznania zagadnienia, Ten stan rzeczy wynika —
ogodlnie rzecz biorgc — ze znacmie wigkszych trudnogéci jakie trzeba pokonaé przy rozwig-
zywaniu plaskich zagadniedl teorii sprezystosci tarcz trapezowych — w stosunku do tych
jakie wynikaja przy rozpatrywaniu takich samych zagadnien dotyczacych np. tarcz prosto-
katnych czy kotowych, tj. tarcz o geometrycznie prostszym ksztaicie.

W odniesieniu do zagadnienn statecznosei trudnoscei te dodatkowo rosng z uwagi na
dobdr odpowiedniej funkeji ugiecia spelniajacej warunki brzegowe zagadnienia, a jedno-
czednie mozliwie doktadnie opisujacej ksztatt ugietej powierzchni §rodkowej tarczy tra-
pezowej — po jej utracie statecznoécei. ZtoZzono$¢ — z uwagi na ksztalt tarczy trapezowej —
postaci tej funkcji prowadzi w dalszych rozwazaniach do znacznej komplikacji otrzy-
mywanych wzorédw i w konsekwencji do wzrostu trudnosci natury matematycznej.

Z tego wzgledu znane do tej pory rozwiazania zagadnienia statecznosci tarcz trapezo-
wych oparte sq na daleko idacych zalozeniach upraszczajacych. Powoduje to, Ze przyjete
schematy obliczeniowe takich tarcz w matym stopniu odpowiadaja warunkom podparcia
oraz obcigzenia spotykanych w zastosowaniach technicznych istniejacych konstrukcji.

Zagadnieniem statecznosci tarcz trapezowych zajmowali sie: B. KLEIN [5], L. RooTs
[6]. [7], L. PREGIER [8], [9], [10], A. Porozkow i I. GorpuENKO [11], [12], V. ILLEi G. BAR~-
SAN [13].

Zagadnienie — okre$lone tytulem pracy — rozwiazano w oparciu o rownania nie-
liniowej teorii cienkich plyt sprezystych [2].

2. Geometrla i stan obciazenia tarczy

Przedmiotem rozwazan jest cienka izotropowa tarcza w ksztalcie trapezu réwno-
ramiennego o stalej grubosci /4, swobodnie podparta wzdhuz obwodu. Tarcze te opisano
w prostokatnym ukladzie wspélrzgdnych O, x, y, z. 0§ Oz skierowano prostopadle do
plaszczyzny O, x, y pokrywajacej sie z plaszczyzng §rodkows tarczy (rys. 2.1.). Poczatek
tego ukladu przyjeto na osi symetrii trapezu, w polowie jego wysokosci. Takie przyjecie
poczatku ukiadu wspohrzednych umozliwilo latwiejsze przeprowadzenie odpowiedniej
analizy poréwnawczej przy przejéciu od tarczy trapezowej do tarczy prostokatnej. W przy-
Jjetym ukladzie wspdirzednych réwnolegle oraz boczne krawedzie tarczy opisane sa réw-
naniami o postaci:

.0 X=*+a; y= tg),
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gdzie:

2.2 g(x) = m(x—a)+b.
za$

(2.3) m = tga =

2a+H"
Granicznymi postaciami tak opisanej tarczy jest: trojkat— gdy H = 0, tj. gdy m = tga =

=3, oraz prostokat —gdy H = o, tj. gdy m = tga = 0.

Rys. 2.1.

Dla opisu stanu naprezenia tarczy w ksztalcie trapezu réwnoramiennego, wykorzy-
stano — znane z teoril sprezystoéci [l1], — rozwiazanie zagadnienia plaskiego klina,
obciazonego w swym wierzchotku sila skupiona. Wartoéci sktadowych o, o, 1 T, blono-
wego stanu obcigZenia w dowolnym punkcie tarczy okre$lone sg wowcezas za pomocyg
nastepujacych wzorow.

o = — P _ £
¥ arctgm 1 ] [g*(x)+m?y?}*°
= h
m 1+m
O, = — P g(x)y*m?
24 d arctgm 1 [g2(x) +m?y?]*”’
L + 3 h
m 14+m? ]
o P g2(x)ym
w [ arctgm 1 [g2(x)+m?y?]*”
+ =k
m 1+m* |

Rozklad powyzszych naprezen na krawedziach x = +a tarczy przedstawiono na
rys. 2.1.
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3. Stan krytyczny

Analize stanu krytycznego przyjetej do rozwazan tarczy przeprowadzono dwiema
metodami, a mianowicie: metoda energetyczna oraz metodg ortogonalizacji. Uczyniono
to w celu sprawdzenia efektywnosci wymienionych metod z punktu widzenia dokladnodci
wyznaczania wartosci obcigzenia krytycznego dla tego typu tarcz. Z uwagi bowiem na
ksztalt tarczy trapezowej istnieja trudnosci dobrania takiej postaci funkcji ugigcia, ktora
opisywalaby — w mozliwie dokladny sposéb — rzeczywisty ksztalt ugigtej powierzchni
$rodkowej tarczy po jej utracie statecznodci, a jednoczesnie spetniala geometryczne i sta-
tyczne warunki brzegowe. Pordwnawcze zestawienie wymienionych dwéch metod rozwig-
zania zagadnienia — przy przyjeciu w obydwu przypadkach takiej samej postaci funkcjj
ugiecia w = w(x, ») — pozwolito w koficowej fazie na wybér tych wynikéw, ktére w bar-
dziej $cisty sposéb opisuja zjawisko utraty statecznosci rozpatrywanej tarczy.

Funkcj¢ ugigcia w = w(x, y), opisujaca — w sposdb przybliZony — ksztalt ugietej

a) b) c)

«=0° »=03 ;1.3 a=15° A=0.3 o=15°  A=13
r..___c],——.—-‘—-c]——»l X r—-o—»—«—ﬂ——»} X E:G——«a 9 X
0 \(i/ O
Yw 37Tx w

w gt
{w),0* fB—I;iLLl cos >

Q——t—q

—( —le—-Q
Q-—+{e—a
0 X 0 A‘ X r o) X

T 1 L
9 . TIx |
w w (who=fz b: sin—g5~ w

Q —tt— (Q —

— Q —rts—0Q
/; Q —»t4—Q
0 X 0 % [v 0 / Jx
/ ~

\ J
g
g JIE
fly.07h 2 cos 5
w | w
d)
m{xy -aj¢b m{x,~aj+d
[

yw

{w) =consf.(y“—6yzg(2x)~5g(‘;))

x=const.

Rys. 3.1.
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powierzchni §rodkowej tarczy po utracie statecznosci, przyjeto w nastepujacej, trojpara-
metrowej postaci:

(3.1) w(x,y) = (flcos S +f25m +f:,cos 3_ [y*—6y2g2(x) + 5g*(x)].

W celu zilustrowania wplywu parametrow ksztaltu tarczy na postaé poszczegdlnych

skizdnikéw funkcji w = w(x, y) przyjetej wedtug wzoru (3.1.), na rys. 3.1. pokazano —
w sposéb pogladowy — wykresy zmian poszczegSinych skladnikéw tej funkcji wzdluz
osi symetrii tarczy (wzdhiz osi Ox) dla réznych wartosci kata a pochylenia jej bocznych
krawedzi.
Przedstawione tu krzywe odnosza si¢ do granicznego przypadku gdy m = tga = 0 odpo-
wiadajacego tarczy prostokatnej (krzywe ,,a’") oraz do traczy trapezowej o kacie pochylenia
bocznych ramion trapezu wzgledem osi Ox réwnym o = 15°—dla dwdch wartosci
stosunku % = A, a mianowicie dla i = 0,3 (krzywe ,,b”) oraz A = 1,3 (krzywe ,,¢”).
Krzywa przedstawiona na rysunku ,,d” odpowiada przekrojowi x = const z wylaczeniem
przekrojow x = ta.

3.1. Rozwlazanie zagadnienia metoda energetyczna. Przy rozpatrywaniu zagadnienia statecz-
nosci tarczy metoda energetyczng uwzgledniono energi¢ sprezysta zginania tarczy oraz
energig sit zewnegtrznych [2].

Energia sil zewngtrznych, dzialajacych w plaszczyznie §rodkowej tarczy, okreslona jest
wzorem:

1 ow\’ (')w Bw 6w

Odpowiednie wyrazenie okreflajace energig zginania ma postac:

0w 62w 2w \?
(312 U= 2)“( ) 2(1—)[&_ 5 (FxTy) ]}dxdy.

Krytyczne wartoéci sit P, obciazajacych tarcz¢ wyznaczono z warunku [2]:
(3.1.3) T=U
Krytyczng warto$é tej sity okre$lono wzorem:

n2D

3.1.4 = k—.
( ) Py, =k 2b

W celu wyznaczenia krytycznej wartodci sity Sciskajacej tarcze przyjgto — w pierwszym
przyblizeniu — dwuparametrowa funkcje ugigcia o postaci:

(3.1.5) w(x, y) = (flcos g;c— +flsin%) [y*—6y2g*(x) + Sg*(x)].

Do rozwigzania zagadnienia zastosowano metod¢ Timoshenki — Ritza. Wyniki obliczen
pokazano na rys. 3.2.2.
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3.2. Rozwiazanie zagadnienia metods ortogonalizacji. R6wnanie rdwnowagi dowolnego elementu
tarczy majace — przy uwzglednieniu odksztalcenia jej powierzchni §rodkowej — postaé:
o*w *w ?w

272 — R
(3.2.1) DV2V3yw = N, Epe +N, e +2N,, ETR

mozna zastapi¢ réwnowainym ukladem dwdch réwnan [3]:

, o*w 0w 0%w
- VM +N, 32 +N, B +2N,, ey O
B V2w+-]—\-/[— =0
D - 2
gdzie:
M. +M
2 - X Y
(3.2.3) M ="

Przy takim ujgciu zaréwno funkcja w = w(x, ») jak i funkcja M = M(x, y) musza
spelmiaé odpowiednio geometryczne | statyczne warunki brzegowe.
Dla tarczy przegubowo podpartej wzdiuz obwodu musza by¢ zatem spelnione warunki:

(3.2.4) w=0 1 M=0.

Dia wyznaczenia przyblizonej wartosci sily krytyczuej zalozono funkeje w = w(x, ))
i M = M(x,») wnastepujacych postaciach:

(3.2.5)  wix,») = (f1 cos ;(\[ +‘f251n~7%€— + f3cos —;al) [y* —6y2g2(x)+5g*(x)],

(3.2.6) M(x,y) = (nucos-z(i;— +mzsinn7x +1113cos—3—27—[}) [y*—6y2g2(x)+ 5g*(x)].

gdzie: m, my 1 my; — podobuie jak f1, /5 1 f3 — sa nieznanymi swobodnymi parametrami.

Wyze] okredlone funkcje w = w(x,)) oraz M = M(x,y) spehiaja odpowiednio
warunki brzegowe (3.2.4). Podobnie jak poprzednio site krytyczna i w tym przypadku
okreslono wyrazeniem (3.1.4). Poniewaz funkcie w = w(x, )) oraz M = M(x,y) nic
spehiajy SciSle ukfadu réownan (3.2.2), w celu wyznaczenia wartoéci wspolczynnika sta-
tecznosci & obciazenia Krytycznego tarczy zastosowano metode ortogonalizacji. Otrzymuje
sig wowcezas nastepujacy ukiad réwnan:

+a  +g(x)
’ 0 a*w *w
VM IV N 0w dy =
B —g“({l) l +N\' axz + y ay’_?, +2ny axay 5Wd\(ly 0,

(3.2.7)

+a  +g(x)

[V"-w-i—%] dMdxdy = 0.

—a —g(x)
Po wykonaniu obliczenn otrzymano.uklad sze$ciu jednorodnych réwnas liniowych
zawierajgcych nieznane swobodne parametry f), f, i f3 oraz m,, m, i ms. Uklad tych

rownan daje rozwiazania réZne od zera tylko wéwcezas, gdy wyznacznik tego uktadu jest
rowny zeru. Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3.2.1.
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Na 1ys. 3.2.2. przedstawiono krzywe k = k(1) otrzymane metodg energetyczng i me-
toda ortogonalizacji dla katéw o« = 7°30" i « = 15° przy zaloZeniu tej samej dwupara-
metrowej funkcji ugiecia (3.1.5). Linie ciggte odpowiadaja rozwiazaniu zagadnienia metodg
ortogonalizacji, natomiast linie przerywane rozwigzanie metoda energetyczng. Z wy-

Rys. 3.2.1.

~I

|
5 1 e sral

Rys. 3.2.2.

kreséw tych wynika, -ze poprawniejsze wyniki otrzymuje si¢ w przypadku rozwiazania
zagadnienia metoda ortogonalizacji, poniewaz z tej metody otrzymano mniejsze wartosci
wspotezynnikéw statecznodei k dla takich samych wartoéci wspétezynnika . Zastosowana
tu metodg ortogonalizacji nalezy zatem uznaé za wladciwa przy rozwigzywaniu posta-
wionego zagadnienia. IR ' ‘
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4. Stan zakrytyczny

Analize stanu zakrytycznego rozpatrywanej tarczy lrapezowej przeprowadzono przy
zalozeniu, Ze powierzchnia $rodkowa tarczy nie jest idealnic plaska, lecz ma wstepne
wygiecie, opisane funkcja w, = wy(x, y). Rozwigzanie tego zagadnienia przeprowadzono
w oparciu o réwnania rézniczkowe Kéarmdna nieliniowej teorii cienkich ptyt. Postepujac
podobnie jak przy analizie stanu krytycznego, uklad dwéch réwnan Kdrmédna zastapiono
réwnowaznym ukladem trzech réwnan o postaci:

(4.1) V2VRD = el 20vtwo) | 220w +wa) 070w +wo) Pwo\” 92wy 92w, }
: =B - - _

dx dy ox? oy? 0x 0y ax*  0y?
(42)  VZM+] [‘Z‘f AU an iAo Ffﬁg;r_wo) aa:fy aZX;ﬁ‘] o
(4.3) v2w+_]§. ~ 0,
gdzie:
(4.4) | M= M;j:iwy

Przy analizie stanu zakrytycznego tarczy funkcje ugigcia w = w(x, y) przyjeto w naste-
pujacej postaci:

(45) W0, 3) = [ g0 [y 6382+ Sg*(x)].

Zalozono, ze wygieta wstgpnie powierzchnia srodkowa tarczy ma taki sam ksztatt
jaki przyjmuje tarcza — idealnie plaska w stanie poczatkowym — po utracie statecznosci,
spowodowanej przylozonym obcigZzeniem. Taki ksztalt wstepnego wygiecia tarczy jest naj-
bardziej niekorzystny z punktu widzenia pracy tarczy w zakresie zakrytycznym. Tak wiec,
funkcja opisujaca wstgpne wygigcie tarczy ma postaé:

(4.6) Wo(x, 3) = fo g5 008 [y* 6y g3 (x)+ 3g4(2).

Funkcje M = M(x, y)—podobnie jak przy rozpatrywaniu stanu krytyczmego —
zaloZzono jako funkcje z jednym swobodnym parametrem a mianowicie:

4.7) Mz, 3) = mycos 5~ [y = 6y () + 5¢*(¥)].

Funkcja naprezen @ = P(x, y) przyjeta do dalszych rozwazah ma postaé:

P y my
4.8 D(x,y) = Do+ Dy = - Zarctg —— +
“4.8) (x, ) 0 arctgm _ 1 2 & g(x)
m 14m?

X 15 381 33
+@picos—— +, [ys— 7y5gz(x)+ TR gt (x)— - »2gS(x )+ 8(x)]
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Nieznane wartosci wspotczynnikow ¢, 1 g, funkcji naprezed okreslono w zaleZznosci
od wspolczynnikow f i Jo — stosujac metode ortogonalizacji. Wowczas otrzymano wa-
Tunek :

+a el ,
T 29245 [l 20v+wo) |7 22(w+we) 92 (w+wp)
(4.9) f | VEVROE S Sl tve Tlotval
“a g

92wq )2 Pwy 0%wgy
[( avay] T o ay? 0D,dxdy = 0.

W celu rozwiazania ukladu rownan (4.2.) i (4.3.) zastosowano metodg ortogonalizacji,
otrzymujac nastgpujgce warunki:

+a  +g(x)
) O*D *(wHwy) 2D P wHwg)
2 pl L VT © 7 Y AT Vel
f f {V M+ [8y2 axt T axz oy?
—a —g(x)
020 62(\v+w0)'}
4, — o) dy = 0.
(4.10) axdy  oxdy wdxdy = 0
+a  +g(x)
A A M
f J Vzw-l—ﬁ dMdxdy = 0.
—a —g(x) )
Gar
Az JE:O.
o =0.7
=10 “m
15} | _
W/ A
w0k
703 - ’/,/ =0
2K £ =02 -0
o b 15
362~ —— //—4#«--
.
| Wiax" Womay
0 1 n 2 - hn
Rys. 4.1. Rys. 4.2.

Po wykonaniu obliczen i wyrugowaniu parametru m,, otrzymano zwiazek pomigdzy
obcigzeniem tarczy, jej parametrami geometrycznymi oraz wspoiczynnikami ugigcia.
Zwiazek ten ma postaé:

(4.11) SRA)+1*[33(A) + [ [PE —nPl+2(4) f&7]— finPg, = 0.
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Wyniki oblicze, ktére przeprowadzono w celu okreslenia sktadowych blonowego
i zgieciowego stanu naprezen, naprgzen zredukowanych oraz ugigc tarczy przedstawiono
przykladowo na rys. 4.1. - 4.3.

oL =10°

=0 ;=05

02 bnat n=tifo.z

0.5 ta=0
rL__.

¥
X0t

5. Badania do$wladczalne

W celu sprawdzenia poprawnosci otrzymanych wzordw teoretycznych oraz ich przy-
datnosci do obliczen praktycznych, przeprowadzono odpowiednie weryfikacyjne badania
doswiadczalne. Badania te zostaly przeprowadzone na dwéch réznych modelach tarczy
trapezowej, wykonanych z cienkiej blachy stalowej. Wymiary modeli zostaty tak dobrane,
aby miescily sig one w zakresie tarcz objetych analizg teoretyczng. Najwieksza trudnosé
stanowilo natomiast spetnienie zaloZzonych warunkéw obcigzenia tarczy oraz swobodnego
podparcia jej krawedzi. W celu jak najlepszego zblizenia warunkéw badan do warunkéw
przyjetych w zatozeniach teoretycznych, badania te przeprowadzono na dwdch modelach
tarcz. Modele te rénily si¢ migdzy soba w istotny sposdb, Model pierwszy byt wycinkiem
trapezowego pasma plytowego, drugi zas samodzielng tarcza trapezowa, podparta prze-
gubowo wzdhiz obwodu. .

Schemat pierwszego stanowiska przedstawiono na rys. 5.1. natomiast schemat drugiego
stanowiska na rys. 5.2. Badania przeprowadzono metodg SOUTHWELLA [2] 1 TERESZKOW-
SKIEGO [14]. Wartosci sit krytycznych otrzymane z dodwiadczen byly o kilka procent
muiejsze od wartodci sit krytycznych otrzymanych z rozwiazania teoretycznego.

Rozkiady blonowych naprgzern normalnych w poblizu dtuzszej podstawy trapezu
zweryfikowano badaniami tensometrycznymi (rys. 5.3.) — linie przerywane. Linie ciagle
przedstawiaja rozkilady tych naprezed otrzymane na drodze teoretycznej.
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6. Whnioski

1. Jak wynika z przeprowadzonej analizy poréwnawczej, zastosowana w obliczeniach
metoda ortogonalizacyjna — do zmodyfikowanego ukladu réwnan, otrzymanego przez
wprowadzenie dodatkowo funkcji M = M(x, y) — okazala sig, przy badaniach statecz-
nosci i stanu zakrytycznego tarczy trapezowej, skuteczniejsza od powszechnie stosowanej
metody energetycznej.

2. Przyjete w obliczeniach numerycznych zakresy zmiennoéci katéw a pochylenia
ramion trapezu oraz wspéiczynnika 2 ksztaltu tarczy — odpowiadaja wigkszosci para-
metréw tarcz, stosowanych w praktycznych rozwigzaniach konstrukcyjnych dZwigaréw
cienkoéciennych. Przeprowadzone na dwéch modelach weryfikacyjne badania doswiad-
czalne potwierdzily prawidlowoéé otrzymanych, na drodze teoretycznej zwiazkéw i z tego
wzgledu otrzymane wzory moga byé wykorzystane w obliczeniach inzynierskich przy
projektowaniu tego typu konstrukciji.
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Pesome

YCTOMUMBOCTD M 3AKPUTHUYECKOE IIOBEIEHWE
TPATIEEBMIHON TUIACTUHKHM IIPH CKATHHA

ITonyuero npnbmnxenHoe pemredue npobiemMbl HAa ocHOBE AW QepeHLHaNnbHbIX YDABHEHNH HeNu-
He#HOl TEODHM TOHKHX IJIACTHHOK C HAUAJILIM npornbom. PemeHne 3THX ypaBHEHHI OCYIUECTRIISACTCS
Ipy nomou MeTona ByGHoBa-Ianepkuua. Pe3yspTaThl YUCIHEHHBLIX NMPHMEPOB IIPEACTABNIEHBI B BHIE
rpacuxoB. TeopeTHuecKue PE3yNbTATHI MPOBEPEHO HKCIIEPHMEHTANLHO,

Summary

BUCKLING AND POST-BUCKLING BEHAVIOUR OF TRAPEZOIDAL WEBPLATES UNDER
COMPRESSION

The approximate solution of the title problem derived on the basis of nonlinear differential equations
of thin plates with initial deflection. Solution of these equations is based on the Bubnov-Galerkin method.
The results of pumerical calculations are presented in diagrams form. Theoretical results are verified by
experiments.
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