MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
2,19 (1981)

O JEDNOZNACZNOSCI ZASADY NAJMNIEJSZEGO SKREPOWANIA
(NAJMNIEJSZEGO PRZYMUSU) GAUSSA

N. CyGaNowaA (Tura)

W pracy P. STACKELA [l] zawarty jest $cisty dowdd jednoznacznosei zasady Gaussa
dla ukladdéw z przytrzymujacymi (udierziwajuszczimi) i nieprzytrzymanymi (niendierzi-
wajuszczimi) holonomicznymi i liniowymi nieholonomicznymi wigzami pierwszego rzedu
i zbadane sg przypadki osobliwe.

Przy zatozeniu regularnosci potozenia ukladu istnieje jeden i tylko jeden ukiad przy-
spieszei, ktéry dla danego stanu ruchu spelnia zasade najmniejszego skrepowania.

Rozpatrzmy dowdd Stickela dla ukiadu z wigzami przytrzymanymi. Niech ukiad ,,n”
punktéow materialnych jest zwiazany ,,k” holonomicznymi wigzami

M fulxi, ) =0, (u=1,2,..,k),
z ktérych dla predkosei w postaci wynikaja warunki
3n
) Ofy . Ofp B
@ it =0 =120,

i=1

i,,0”” liniowymi nicholonomicznymi wigzami pierwszego rzedu

3n

&l .

(3) ‘_l(p;.l(x,,t)xi+(p,10(xl,t) = 0, ()u——_— 1,2, ,/)

i=1
Polozenie (x;) ukladu nazywamy regulamym jesli réwnania (2) i (3) stanowig razem
uklad m = k+/ réwnan liniowych wzgledem rzutéw predkoséci

3n

(4) ZFQ,(XI, t)).ci_"Feo(xl:t): 0’ (Q= 1,2;-'-;'71):
i=1

przy czym co najmniej jeden z wyznacznikéw m — rzgdu macierzy (F,) rézny jest od zera,
W przeciwnym przypadku poloZenie nazywamy osobliwym.
Rézniczkujac réwnania (4) wzgledem czasu otrzymujemy liniowe réwnania wzglgdem
rzutdéw przyspieszenia '

3n

) . .
(%) N Fo e D5+ Ho(, %, 1) = 0, (0= 1,2, ., m),

i=1
gdzie H,(x:, X;, t) sa funkcjami drugiego stopnia wzgledem X;.

Przy polozeniu osobliwym przynajmniej jedno z réwnan (5) jest zastapione rowna-

niem drugiego lub wyzszego stopnia wzgledem przyspieszen.
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Z réwnan (5) mozna okredli¢ ,,m” skladowych przyspieszen jako liniowe funkcje
pozostatych 3n—m sktadowych. Dalej, w celu okreslenia przyspieszenia uktadu punktéw
przy istnieniu wigzéw i sit rzeczywistych, przytacza si¢ jedna z zasad mechaniki anali-
tycznej.

Zgodnie z zasada Gaussa przyspieszenia rzeczywiste okresla si¢ z warunku minimum

skrepowania
3n

2(5) = D) (mE=X)P
przy uwzglednieniu warunkéw (5) dla przyspieszen.

Istnienie minimum funkeji Z wynika z jej dodatniej okreslonosci. W dowodzie korzy-
stamy z faktu, Ze dla regularnego potozenia ukladu, skrgpowanie charakteryzuje sie jednym
minimum, inaczej moéwiac, ze zasada Gaussa przy tym istotnym ograniczeniu okreéla
ruch jednoznacznie.

Niech Z okreéla minimum dla warto$ci przyspieszen X; = E,. Wowczas spelniona jest
nieréwno$¢ Z(& +u;) > Z(é',-) dla wszystkich dostatecznie matych ukfadéw wartosei w;
takich, dla ktorych odpowiednie warto$ci przyspieszen &+ spehiaja warunki (3), tzn.
spetniajacych warunki

3n
©) NFu =0, (0=1,2,..,m).
=1

Z réwnan (6) wynika, ze jesli uklad wartosei u; jest dopuszezalny, to dopuszczalny jest
rowniez uklad wartosci U; = gu;, gdzie g jest dowolna dodatnig lub ujemng liczbg. Z tego
powodu i z réwnosei

3n 3n

©) ZEAU) = Z(E)+ D) mUt+2 D) (mE~X)U,,
i=1 I=1
wynika, ze
3n
(8) 2 (mié',—X,-)u,- =0,
=1

dla dostatecznie matych dopuszczalnych wartosci u;. Oczywiscie réwnanie (8) spelnione
bedzie réwmiez dla dowolnych dopuszezalnych wartosci ;.
Zatozymy, ze skrepowanie osigga minimum réwniez dla wartodcl przyspieszen X; = #);.
Réznice ﬁ,-—é.,, jak latwo zauwazy¢, spefniaja warunki (6) i moga by¢ przyjete za dopusz-
czalne wartosci wielko$ci u;, tzn. moZna przyjaé #; = &+u;. Woéwezas z réwnania (7)
wynika, ie Z{#;) > Z('E'i). Zatem, zaloZenie istnienia dwdch miniméw skrgpowania
doprowadzito do sprzecznoscei.

Jednoznacznos¢ zasady Gaussa zostaje naruszona przy osobliwym potozeniu ukiadu.
Jeden taki osobliwy przypadek bada dokladnie Stickel.

Punkt materialny o masie jednostkowej porusza si¢ po powierzchni stozka

©) x24y2—z% = 0,
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7 réwnania wiezow (9) wynikaja warunki
(10) X¥+yp—zz =0, xX+tyj-zz+xi+ji-z=0,
8] x0x+ydy—z8z = 0,

ktére sa spelnione przez predkosci, przyspieszenia i wirtualne przesuniecia punktu.

Niech w chwili ¢ punkt materialny znajduje sie w stanie spoczynku na gérze stozka.
W tym osobliwym polozeniu réwnanie (11), okreslajace wirtualne przemieszczenia, nie
naklada na nie Zzadnych ograniczen, tzn. jest nieprzydatne. Wirtualne przemieszczenia
dla osobliwego potozenia nalezy okresli¢ oddzielnie. Okreslajac jako takie, ktére prze-
prowadzaja punkt materialny z danego polozenia w drugie potozenie zgodne z wiezami,
otrzymujemy warunek

(12) (6x)?+ (6y)* - (6z)? = 0.

Warunek (10) dla przyspieszen w poloZeniu osobliwym réwniez jest nieprzydatny. Eatwo
zauwazyé, ze dla rzutow przyspieszefi na gorze stozka powinien by¢ spelniony warunek

(13) F24P2o52 = 0,

gdyz punkt materialny moze oczywiscie pozostawaé tylko wtedy na goérze stozka, gdy
na poczatku ruchu wektor przyspieszenia lezy na jego powierzchni.

Zasada przemieszczen wirtualnych lacznie z zasada d’Alamberta tutaj oczywiscie jest
niewazna, poniewaz warunek (12) dla przemieszczen wirtualnych jest nicliniowy. Jednakze
zasada najmniejszego skrepowania daje mozliwo$¢ okredlenia ruchu aczkolwiek niejedno-
znacznie.

Znajdziemy minimum skrgpowania Z = (X —X)?+(¥—Y)>+(—2)* przy warunku
(13). Otrzymamy dwa rozwiazania, co réwniez jasno wynika z przedstawienia geometrycz-
nego. Skrepowanie Z geometrycznie oznacza odleglosé migdzy dwoma punktami (¥, ¥, %)
i(X,Y,2Z), a okreslenie minimum skrgpowania przy uwzglednieniu warunku (13) spro-
wadza sie do znalezienia najmniejszej odlegtoéei punktu (X, ¥, Z) od powierzchni stozka.
Rozwigzanie dadzg dwa punkty ua powierzchni stozka. Odcinki od wierzchotka stozka
do obydwu punktdéw daja wielkos¢ 1 kierunek poszukiwanego przyspieszenia. Odcinki te
leza na prostych otrzymanych przy przecigcin powierzchni plaszczyzna, przechodzacy
przez o$ stozka i wektor sily.

Rozpatrzony sposdb okreslenia przyspieszen jest nieprzydatny tylko w tym przypadku,
gdy wektor sity znajduje sie¢ na osi stozka. W kazdym bad?Z razie jest jasne, ze w przypadku
poloZenia osobliwego mozna stosowaé tylko zasade Gaussa.

Jedli idzie o niejednoznaczno$¢ w przypadku osobliwym, Stickel zauwaza: ,,Nie-
prawidlowe bylo by odrzucenie zasady mechaniki z tego powodu, ze przy znanych wa-
runkach przyspieszenie jest niejednoznacznie okreslone. Przyczyna moze tkwi¢ w posta-
wieniu zadania. Ruch zachodzacy w poblizu wierzchotka stozka nie moze by¢ mechanicznie
okre$lony. Tutaj przyjeta jest niedopuszczalna idealizacja” [1, s. 10]. Przyktad Stéckela
rozpatruje takZze Nordheim traktujac go bardziej szczegétowo [2, s. 66]. Z przykladu
wida¢, ze dla polozenia osobliwego zasada wirtualnych przemieszezen wspélnie z zasada
d’Alamberta nie sq réwnowazne zasadzie Gaussa, zasada Gaussa daje mozliwo§¢ okreslenia
przyspieszenia, chociaz nie jednoznacznie, .natomiast pierwsza z wymienionych zasad

T+
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nie moze by¢ w ogble zastosowana. Wynika stad, ze dla osobliwego potozenia zasady
najmniejszego skrepowania nie mozna otrzymac z zasady dopuszczalnych przemieszczes
i zasady d’Alamberta. Zasadg Gaussa dla polozenia osobliwego przyjmuje si¢ jako aksjo-
mat.

Jednoznaczno$é zasady Gaussa dla wigzéw nieprzytrzymanych udowadnia si¢ analo-
gicznie.
Niech opréez holonomiczanych i nieholonomicznych wigzéw (1) i (3), natozonych na uktad,
dziataja dodatkowo holonomiczne i nieholonomiczne nieprzytrzymane wigzy
(14 glx, Dz (W =12,..,k),

3n
(15) Dl x4y, 020, (K =1,2,..,1)
i=1
Zatozymy, Ze dla danego stanu ruchu w chwili # wspotrzedne predkosci spelniajg s réwnan
In
(16) D (v DE AV, 1) = 0, (0=1,2, 0,55 5= k' +1),
i=1
wywodzacych si¢ z wigzow (14) i (15).

Potozenie (x) ukiadu w chwili ¢ nazywamy regularnym, jesli przy pomocy réwnan (16)
i (4) m+s rzutéw predkosei moze by¢ przedstawionych jako litiowe funkcje pozostatych
3n—m—s rzutéw predkosci. Rzuty przyspieszen spehiajg (5) 1 warunki

3n
a7) D) (i DF K, 5, )2 0, (0=1,2,...,9),
i=1
odpowiadajace réwnosciom (16), ktore sg spenione przez predkosci punktéw w rozpatry-
wancj chwili ruchu.

Twierdzenie o jednoznaczno$ci zasady Gaussa dla nieprzytrzymanych wiezéw ma
miejsce takze przy zaloZeniu regularnosci poloZenia. W przestrzeni euklidesowej R,,
wiclko$ci X;, skregpowanie Z dla czeSci przesirzeni, zawierajacej punkty X;, spelniajace
wspomniane warunki (5) i (17), jest ciagta funkcja punktu, dodatnio okreslona i dlatego
osiagga przynajmniej w jednym punkcie wartos§¢ minimalnag.

ZaloZenie regularnosei potozenia nie jest w tym przypadku konieczne, jest oo istotne
dla dowodu jednoznacznoéci zasady. Niech wartos¢ minimalna skrepowania jest osiagnieta
dla warto$ci przyspieszen ¥; = &, stad dla wszystkich dostatecznie matych dopuszezalnych
wartosci uktadéw (u;) ma miejsce nier6wnoscé

Z('E'i+u,) > Z(El) .
Poniewaz
3n

3n
Z('E.l'*'ui) = Z(Ei)'*_ Zml“%'*‘zz (’ni.él'"Xi)ui:
i=1 I=1

wynika stad, ze dla dostatecznie malych dopuszczalnych ukladow wartosci u; spelniony
jest warunek
3n

s D mE—Xu, > 0,
P=1

H
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W przypadku regularnego potozenia uktadu moina pokazaé, ze warunek (18) spetiony
jest takze przy dowolnych dopuszczalnych ukladach wartosci ;. I rzeczywiscie, wartosci
& speliaja warunek (17), tzn.

3n

DV E+K, = 0.
i=1

Wartosci wielkosci u; sa dopuszczalne, jeSli odpowiadajace im wartosci przyspieszen
£ +u; spetiaja warunki (17), tzn. dla dopuszczalnych uktadéw wartosci u; spelniona jest
nierownos$é :

3n 3n

(19) SWolit D Vopui+K, > 0.
i=1 i=1

Latwo udowodni¢, Ze jesli ukiad wartosci u; jest dopuszczal_ny, to dopuszczalny jest takze
uklad wartosci Gu;, gdzie 0 < @ < 1. Jezeli uklad u; jest dopuszczalny, to spehia on
zwiazek (19), ale woéwczas, jak tatwo zauwazyé, speliony jest zwigzek

3n 3n

(20) NV 46 3 Vo +K, > 0,
i=1 i=1

Wielkos$ci @ mozna przyjaé¢ na tyle male, ze warunek (18) begdzie spetniony dla wielkosci
Ou;, tzn. bedzie speiniona nierdwnosé

3n

2 (mlgi_Xi)Oui =0

i=I
z ktorej wynika dla @ > 0 spelnienie nieréwnosci

3n

Z(ngi—Xi)“i =0,
i=1

dla dowolnych dopuszczalnych wartosci u;.

Przy pomocy tej nierdwnoscei latwo mozna teraz udowodnié¢ jednoznaczno$é zasady
Gaussa, przeprowadzajac rozwazania analogiczne do tych, przy ktérych pomocy dowodzito
si¢ jednoznacznos$é zasady dla wiezdéw przytrzymanych.

W pracy P. Stickela podano réwniez geometryczny dowdd jednoznacznosei zasady
Gaussa.

Podstawiajac

Vi (mt:)él_Xl)s

1
Vm
skr¢powanie
3n 3n

Z= ZL(”":}&;'—XDZ = ZJ’iZ
= ™ i=1

mozna traktowaé jako kwadrat odleglosci punktu 3n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej
Ry, od poczatku ukladu wspéhzednych. Warunki (5), ktére spelnione sa pizez rzuty
przyspieszenn. w przypadku wiezéw przytrzymanych (1) i (3) zapisza si¢ w postaci
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3n

1 _ .
21 Z—_F yitH, =0, (e=1,2,..,m).
( ) £ ]/ml @ e

Warunki (21) wydzielaja w przestrzeni euklidesowej Rj, podprzestrzen euklidesowy
Rsn_m. Zasada najmniejszego skrepowania wymaga wyznaczenia punktu tej podprzestrzeni,
znajdujacego sie najblizej poczatku uktadu wspétrzednych.

Z teotii wielowymiarowych przestrzeni euklidesowych wiadomo, Ze szukana naj'-
mniejsza odlegtosé jest prostopadla z poczatku ukiadu wspoirzednych do podprzestrzeni
Rs._m, oraz e istnieje jedna i tylko jedna taka prostopadta.

Wykorzystujac geometryczna interpretacje, Sédtckel rozpatruje potem okreslenie
przyspieszen przy pomocy zasady najmniejszego skrgpowania w przypadku ogélnym,
gdy wystepuja wérdd wigzow nieprzytrzymane wiezy.

Przy zalozeniu regularno$ci potozenia ukfadu maja miejsce lmlowe zwiazki pomiedzy
wielko$ciami' y;, odpowiadajace réwnaniom (5)

3n

(22) DAyt de =0, (=1,2,...,m)
i=1

1 nieréwnosci
3n .
(23) D Byi+Bu=0, (@=1,2,..,5,"
i=1
odpowiadajace warunkom (17).

Réwnania (22) wyznaczaja w przestrzeni euklidesowej R,, podprzestrzen euklidesowa
Rj,_m, a nieréwnodci (23) wyznaczaja w tej ostatniej jednospdjny wypukly obszar Sy,
ograniczony podprzestrzeniami euklidesowymi N—1, N—2,...,2, 1 — wymiarowymi,
priy czym N = 3n—m. OkreSlenie przyspieszen przy pomocy zasady najmniejszego
skr¢powania sprowadza sie zatem do zadania geometrycznego:

Przez liniowe réwnania i nieréwnosci wyznaczony zostal obszar w przestrzeni eukli-
desowej. Nalezy okresli¢ najmnuiejszg jej odlegloé¢ od danego punktu przestrzeni. Przy
wyznaczaniu najmmejszq odlegtosci to, ze istnieje tylko jedna taka najmniejsza odleglos¢
wykazano analitycznie; spotykamy dwa takie przypadki.

Dany _]eSt punkt O, poczatek uk{adu wspohrzednych, moZe naleze¢ do obszaru Sy
wlacznie z granicg, wéwczas najmniejsza odleglosé dotyczy samego punktu O. Punkt O
moze leze¢ na zewnatrz obszaru S.

Niech OT — prostopadta do podprzestrzeni Ry, do ktérej nalezy Sy, wowczas OT — jest
najmniejsza odlegloicia punktow Ry od O.

Jesli puukt 7 nalezy do obszaru Sy, to OT takZe jest szukana najmniejsza odlegtoécia.

W tym przypadku punkt 7 lezy na granicy obszaru Sy 1 przestrzeni Rs,. Jesli punkt T
nie nalezy do obszaru Sy to minimum odlegloéci wystepuje dla pewnego punktu A4, réZnego
od T. Punkt A lezy na granicy obszaru Sy 1 podprzestrzeni Ry.

Zagadnienie jednoznacznoéci zasady najmniejszego skrgpowania zostato dalej rozwinigte
i zbadane przez A. PRZEBORSKIEGO [3].

W odréznieniu od badan Stickela, ktdry ograniczat si¢ do idealnych holonomicznych
i liniowych nieholonomicznych wiczéw pierwszego 1zedu, Przeborski przeprowadzil
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badanie zasady Gaussa dla najbardziej ogélnego przypadku holonimicznych i nieholo-
nomicznych wigzow z tarciem. A. Przeborski sformulowat zasade Gaussa w postaci obej-
mujacej wszystkie przypadki fizycznej realizacji wigzow:

,.Przy kazdej fizycznej realizacji wigzow, w kazdym momencie czasu, w ktérym poto-
senie ukfadu jest regularne, ruch ukladu odbywa si¢ w taki sposob, ze odpowiadajace
wymuszenie osiagga warto$¢ minimalng przy zaloZeniu, ze przyspieszenie spelnia warunki,
nalozone wigzami analitycznymi” [3, s. 285]. W ,,Wykladach” Przeborskiego spotykamy
sig z prawidlowym rozpatrzeniem zasady najmniejszego skrepowania z uwzglednieniem
regularnoscei ukfadu.
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Peaome

OB OOHO3HEUHOCTH ITPUHIIMITA HAMMEHNBUIETO NPHHYXHEHMA FAYCCA

Henmenrnomy yuemomy I1. Ilrexento npuHagieyKaT HCCHCKOBaHHe OJHO3HAYHOCTH npuHNmna Iaycca
RIS CHCTEM C YAEPIKUBAIOUMMM Y HEYNEepPMCHBAIOIHMMH HOEANbHBIMY TOJNOHOMHBIMH M JIHFeHHBEIMU
HETOJIOHOMHBIMK CBSI3SIMH TIEpBOro mopsaxa. s peryasipHOro MONMOMEHU CHeTeMsl npuanun Taycea
OIpeneNaeT ABIKEHME OHO3MNAYHO, B CHHETYISIPHOM Cllydae — HeofHo3RauHo. HanoHeilutee passurne
9TOT BOTpOC noyyuun B wccnegosanny A. ITweGoperoro. ITeGopckuit npoBes MCCHENOBaHUE TIPHH-
uuna Taycca nis camoro obero ciayyas FOJIOHOMHBIX H HECOJIOHOMHBIX CBA3ell ¢ TpeHHeM.

Summary

ON UNIQUENESS OF GAUSS’ LEAST CONSTRAINT PRINCIPLE

A German scholer P, Stickel has investigated the uniqueness of Gauss’ principle for a system with
restrained and nonrestrained ideal holonomic and linear nonholonomic constraints of the first order.
For a regular position of a system the Gauss’ principle determines the motion uniquely, while in a singular
case non-uniquely. The subsquent development of the problem can be traced in A, Przeborski’s papers
who has investigated Gauss’ principle for the most general case of holonomic and nonholonomic constraints
with friction.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 24 stycznia 1980 roku.



