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1. Wstep

Do licznej grupy substancji wykazujacych wlasnosci nienewtonowskie naleza roztwory
i stopy polimeréw o duZe) masie czasteczkowej, oraz liczne zawiesiny ciat statych w cie-
czach. Nieizotermiczne przeptywy wymienionych plyndw odgrywajg podstawows role
w takich gafeziach przemystu jak przemyst tworzyw sztucznych, widkien sziucznych,
farb i lakieréw, farmaceutyczny i inne.

Zagadnienie nieizotermicznych, laminarnych przeplywéw cieczy nienewtonowskich

bylo przedmiotem wielu prac. Za pomoca metody rozdzielania zmiennych okreslono
w [1] pole temperatury cieczy spetniajacej empiryczne rownanie Ostwalda de Waele w przy-
padku plaskiego przepltywu Couette przy termicznych warunkach brzegowych pierwszego
rodzaju. : .
W pracach [2] i [3] analizowano pole temperatury w podobnych cieczach lecz w przy-
padku przeptywu przez rury kolowe z uwzglednieniem efektéw dysypacji wiskotycznej.
Zakladajgc w [2] 1 [3] stalg temperature scianki rury rozwiazano réwnanie energii cieczy
za pomocg metody perturbacji.

Eksperymentalng analiz¢ dotyczacg nieizotermicznych przeptywdw cieczy pseudo
plastycznych realizowanych w. rurach kotowych ogrzewanych stalym strumieniem ciepta
przedstawiono w pracach [4] i [5]. W niniejszej pracy podjeto probe analitycznego, przy-
blizonego rozwiazania réwnania energii cieczy pseudo plastycznych i dilatantnych w przy-
padku przeplywu przez rurg kolowg. Na sciance rury zalozono konwekcyjng wymiang
ciepla, a wigc termiczne warunki brzegowe trzeciego rodzaju.

Do rozwiazania tak postawionego problemu wykorzysiano w pracy acklowmetod¢ g
Karmdna-Pohlhausena [6].

Otrzymane wyniki przedstawiono w sposéb graficzny, a w jednym szczeadlnym zrp-y
padku poréwnano z innymi otrzymanymi za pomoca metod $cistych [7].

Oznaczenia

a= :
e¢p

, 200 g . L
Bi = % liczba Biota

wspoéiczynnik 'przewodzenia temperatury
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¢, cieplo wlasciwe

k wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego
m parametr reologiczny w réwnaniu (1)
n wskaznik plyniecia

liczba Pecleta

r wspolrzedna
ry promien rury
1 temperatura
t, temperatura poczatkowa
T,, temperatura $rednia
V  predkose
y  wspblrzedna mierzona od scianki rury
o wspolczynnik przejmowania ciepta
o bezwymiarowa grubo$¢ termicznej warstwy przysciennej
o gestosé cieczy
¢ dynamiczny wspétczynnik lepkosci plynu newtonowsklego
7,r Daprezenie styczne

2. Analiza problemu

Rozwaza¢ bedziemy nieizotermiczny przeplyw cieczy nienewtonowskiej o niezmien-
nych wraz ze Zzmiana temperatury wilasnosciach fizycznych realizowany w rurze kolowe;.

Na $ciance rury zalozono warunek konwekcyjnej wymiany ciepla. Warunek taki
odpowiada wymianie ciepta pomigdzy cieczg a §cianka rury zgodnie z prawem Newtona.

Opisane wyzej zagadnienie rozwigzane zostanie w tej pracy przy nastepujacych zalo-
Zeniach:

1) przeptyw cieczy jest ustalony, laminarmy i charakteryzuje sie osiowa symetrig

2) ciecz posiada w przekroju wejsciowym stala temperature '

3) uwzgledniamy efekty dysypacji wiskotycznej,

4) pomijamy wplyw przewodnosci cieplnej cieczy wzdhuz osi przeptywu (Pe > 100).

‘Wiasnoéci reologiczne rozwaZanych w pracy cieczy opisywal bedziemy za pomoca
znanej zaleznosci potegowej [1, 2, 3] '

n—1

nas

: av
(2~1) . o . Tar = "'m( ar

| dr

Zaleznos¢ (2.1) zwana jest réwniez réwnaniem empirycznym Ostwalda de Waele.
Nalezy zazpaczy¢ Ze zalezno§¢ (2.1) opisuje w sposéb dostatecznie dokladny wlasnosci
reologiczne znacznej grupy cieczy ,,czysto” lepkich ale w zakresie umiarkowanych szyb-
kosci $cinania. Natomiast dla szybkosci §cinania zmierzajacych do zera lub do nieskon-
czonosci zalezno§¢ (2.1) traci interpretacje fizykalna. W zaleinosci od wspélczynmka
plynigcia n zalezno$é (2.1) obejmuje: ciecze pseudoplastyczne (r < 1) ciecze newtonowskle
(n =1, m = p), ciecze dilatantne (n > 1). :
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Uwzgledniajac zalozenia 1-4 oraz zalezno$¢ (2.1) réwnanie energii cieczy mozna
zapisa¢ w postaci

o ko | o av "=t gy \?
(2.2) @CPVE—Ta—r("aT)“"‘W &)
gdzie: ,
N+1
SNEEY
rs
N=L1,
n
VAR e dr |
max N+1 °° 2m dz |’

Drugi skladnik prawej strony réwnania (2.2) reprezentuje wewnetrzne Zrédlo cieplta
powstale w wyniku dysypacji wiskotycznej. Rownanie rézniczkowe (2.2) rozwigzane
zostanie przy nastepujacych warunkach brzegowych:

(2.3a) z£0, 0<L<r<gr, t= ty(const),

(2.3b) z>0, r=0, —gr—t =0,

(2.3¢) >0, r=r -k o _ a(t—1")
. 4 ) — s> 7 - .

Schemat rozwaZanego przeplywu przedstawiono na rys. 1. Dla uogélnienia dalszych
rozwazan wprowadzimy nastepujace wyrazenia bezwymiarowe:

1 z
2.4 - .2
(2.42) z Pe r’
(2.4b) y=1--—-,
. t—t/
2. _ =
(2.5) T o

Podstawiajac do (2.2) wyrazenia (2.4a), (2.4b), (2.5) oraz uwzgledniajac liczbg Brink-
mana

g mer? Vv 1/N+1
= -1 LN+ s max
(2.6) Br = (N+1) K (ta=1) [ . ] ,
otrzymamy : : '
oT 1 0 oT
2. — (] — )N+ = — 1=y == 1—p)¥+L
@7 1-0=p"* 7 =15 % [(1 ) ay]+Bf( s
Warunki brzegowe (2.3a), (2.3b) i (2.3c) zapiszemy odpowiednio
(2.8a) iZg0, 0<y<l, T=1,
. oT
SRR o _y .eT 1., :
(2.8¢c) Z>0," y=0, —7}7+—2—B1T— 0

15*
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Roéwnanie roézniczkowe (2.7) wraz z warunkami brzegowymi (2.8a), (2.8b) i (2.8¢)
rozwigzane zostanie za pomoca metody Kdrméana—Pohlhausena [6].

Zgodnie z idea przewodnig zastosowanej metody rozwigzanie rownania (2.7) przy
warunkach (2.8a), (2. b) i (2.8¢) przeprowadza si¢ w dwoch obszarach oddziclnie, rys. 1.

Pierwszy obszar charakteryzuje si¢ nieuformowanym procesem wymiany ciepta.
W obszarze tym grubos$é termicznej warstwy przysciennej narasta od zera do jednosci.

7
Y
N’ = =i _ = ___
= o T 2 .
r~~~ 0bs52ar | ~——mm— obszarll —whu--w petni u!ormowona
wymiana ciepta
re——— obszar wlotu termicznego —: -~

Rys. 1. Schemat przeplywu w obszarze wlotu termicznego.

Drugi obszar charakteryzuje si¢ bardziej uformowanym procesem wymiany ciepta.
W tym obszarze grubo$¢ termicznej warstwy przysciennej traci interpretacj¢ fizykalna.
Wprowadzajac do rozwazah pojecie grubosci termicznej warstwy przySciennej 6,
oprécz warunkéw (2.8a), (2.8b) i (2.8¢c) obowigzuja w pierwszym obszarze ponadto:

(2.92) y=982), T=1,
oT

Zgodnie z ideg zastosowanej metody funkcje aproksymujaca dokladne pole tempera-
tury w pierwszym obszarze przyjmujenmy

T=ag+a,y+ay?, O
(2.10) oThYyrds )

d,
T=1, 1.

/A //\

<y
<y

Wsp6tezynniki funkcyjne w (2.10) wyznaczamy w oparciu o warunki (2.8¢c), (2.9a)
i (2.90).
Wynosza one:

—_— 2Bi . _ . 2B
T Bi 4+6Bi ' ' 4+6Bi’
(2.11) .
b L 2B
27 728 T4+6Bi

W celu wyznaczenia nieznanej funkeji 6 = 8(Z) catkujemy réwnanie (2.7) w granicach
0d 0 do 6(Z) po zmiennej y otrzymijac:
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[}

oT
ey | {[1—<l—y)"+'1<l—y) Sz =0-9 5

0

y=0

é
~(1-y 2T +Brf (1—y)¥+2dy.
9y [y=0 §

Uwzgledniajac reguty rézniczkowania catki po parametrze (reguta Leibniza) oraz
uwzgledniajac warunek (2.9b) réwnanie (2.12) przyjmuje postaé:

d
@13) o [ D=1 (=) Toz)dy -
V]

== -840 = - 2T

é

+Brf (I=y)¥+2dy,
y=0

0

Podstawiajac (2.10) i (2.11) do wyrazenia (2.13) po wykonaniu catkowania otrzymu-
jemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne
(1 - 6)N+4 1

8  N+3

2.14)  4(N+3)Bi— [—A4 +
Az

86382 [ (26°— 1 dé
+ P -+(— 24 )Bl—"—A B1+A2 62 + AzB] dZ 1,
gdzie, |
, | :
(@13) A= Ny TN
1 2 1

A2=

N+3 ~ N+4 TN¥5°
Ay = (44 6Bi) {2(N +3)Bi—Br(4+ dBi)[1 - (1~ 5)V*?]},

A, = ,412[1+(N+4)5+%l o+ N+3 Bi 52J

Roéwnanie rézniczkowe (2.14) catkujemy przy nastepujacym warunku (2.16)

(2.16) Z=0, 6=0
otrzymujac

4(N+3)B1 _ (1= )N+4 1
2.17) Z = f [ Ay 3 ~ N3 +

86 —3482 (252—
+ +

63

Calke (2.17) mozna stosunkowo latwo wyznaczyé w sposob analityczny w przypadku
pominigcia-efektéw dysypacji wiskotycznej to jest gdy Br = 0. I tak postugujac sig tabli-
cami calek [8] otrzymano po scalkowaniu (2.17) w przypadkach:

55 A2B1] dé.
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a) Br = 0, N = 1 (ciecz newtonowska)

T . [ e

B e Ll e o IR

1 (16 64 128 4+ 3Bi
T (T+ 5Bi +A15Bi2‘)_ln( z )

b) Br = 0, N = 2 (ciecz pseudoplastyczna)

8 (2 2 Vo [ 2 13\
@19) 209 = =735 +(_7?" 525Bi )‘s +( 10582 T 30Bi “4—0)‘3 +

1 2 8 32 a3+_1_( 64 16 4 1),
92 7 15Bi T 4587~ 305BP Bi \105B° ' 15Bi*  sBi " 4)°

1 (s12 128 % b1 (2048 sl

T B \T05B°  15B ' 5Bi ' /0" B \ 105BF ' i5BE

: 128 4+ 0Bi
£ s AR

Ze wzglgdu na duza pracochlonnos¢ przy analityczaym catkowaniu wyrazenie (2.17)
scalkowano téwniez numerycznie metoda Simpsona dla kilku wybranych wartoéci para-
metréw Bi, Br i N. Podobnie jak w pierwszym obszarze réwniez w drugim obszarze .wy-
miany ciepla pole temperatury cieczy aproksymujemy wielomianem drugiego stopnia

Jak wspomniano wyzej w drugim obszarze wymiany 01ep1a gruboé¢ termicznej warstwy
przysciennej traci sens.

Wspoétezynniki funkcyjne by, by, b2 wyznaczamy w réwnanlu (2.20) w oparciu o wa-
runki (2.8b) i (2.8¢c). Ostatecznie wyrazenie (2. 20) przyjmle postaé

2.21) T=%b1[4+Bl—(l )]

g
Aby wyznaczyé nieznany wspolczynmk b, w réwnaniu (2. 21) podstaw1amy ostatnie do
réwnania (2.7). Réwnanie (2.7) catkujemy nastépnie po zmiennej y w granicach od 0 do 1.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie roézniczkowe zwyczajne

db, 2 ; - 2Br
(2.22) Z T T aiB 1T 1 4B 1 T N3

2 Bi 4 N+3 Bi N+5

\

- Réwnanie (2.22) mozna latwo calkowaé anahtyczme w og6lnej postaci, a wigc dla
dowolnych wartoéci parametréw Bi, Br'i N.
Po scatkowaniu (2.22) otrzymuje si¢
o 2Br

v O ee(=M2) |

(2.23) | ' by(2) =
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gdzie: : S ' . S

M:

1 44Bi | 1 4%+Bi 1

2 Bi 4" N+3 -Bi TN¥5

Statg catkowania w réwnaniu (2.23) wyznacza si¢ z warunku spéjnosci rozwigzan
w pierwszym i drugim obszarze.

Warunek spéjnosci (zszycia) ma w rozwazanym przypadku postaé

2Bi U S

(2.24) Z=7 bi=me

W (2.24) Z, oznacza warto$¢ bezwymiarowe] wspolrzednej- Z w rozwigzaniu dla
pierwszego obszaru, dla ktérej §(Z,)= 1.
‘Warunek (2.24) wynika z poréwnania temperatury cieczy na koficu pierwszego obszaru
i na poczatku drugiego.
Uwzgledniajac (2.24) w wyrazeniu. (2.23) stala calkowania wyniesie
2Bi 2Br -
¢= [ 4FBI M(N+3)']CXP(MZI)'

(2 25)

Podstawiajgc (2 25) do (2. 23) otrzymamy zaleZno$é okreslajaca wspolczynmk funk—
cyjny b,(Z). W dalszvm ciggu odstawiamy wymieniony. wspdtezynnik b, (Z) do wyrazenia
(2.21) otrzymujac w rezultacie pole temperatury cieczy w drugim obszarze,

Ma ono postaéé

44Bi T M@N+I)

exp[M(ZI 2+ M(f,:_,)) R )

Ostatecznie mozZna pow1ed21eé Ze pole temperatury cieczy w pierwszym i drugim
obszarze wvmiany ciepla opisuja wyrazenia (2.10).1 (2.26) odpowiednio. . Dysponujac
powyzszymi rozwigzaniami wyznaczamy liczbe Nusselta charakteryzujaca proces wymiany
ciepla.

Odnoszac wspé%czynnik przejmowania ciepta o do roéZnicy temperatur pomigdzy
temperaturq $§rednig cieczy 1. temperaturq powierzchni WCWIIQtI'ZIlC_] rury IICZbQ Nusselta
wyznaczamy z zaleZznosci '

‘ ) : 20(-}'3 _ 2 oT
2.27) , pr. k, _——-(ay)

W wyraZemu (2.27) T, _]CSt temperatura $rednia 01eczy, ktorg nalezy wyznaczy(: Z zalez—
noéci o . . o !
o . . [ V(- yydy
(2.28) _ T, = °_1_— —_
' of V(1-y)dy
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Dia pierwszego obszaru wymiany ciepla temperatura $rednia cieczy wyznaczona z (2.28)
Wynosi

Az_

2AN+3) 4Bi [(1—5)N+5

@29)  To=1==g37 7+ 0Bi 52

A, | 24, 1 46— ¢?
T TR TNy T

gdzie 4, i A, okre§lone sa zaleznosciami (2.15).
Odpowiednia temperarura érednia w drugim obszarze wvmiany ciepla ma postaé

Br Bi Br '
(2.30) 77::={W(N+3) +[4+Bi T TM(N+3) J

A+Bi  2AN+3) (11
Bi N+1 \4 "N¥5 /I

‘CXP[M(ZI—Z)]}'[

W celu zobrazowania przeprowadzonych rozwazafn wykonano przykiady liczbowe. Uzys-
kane wyniki przedstawiono w sposéb graficzny.

Wartosci parametréw Bi, Br i N zalozono identyczne w obu obszarach wvmiany ciepla.
Na podstawie zaleznosci (2.29) i (2.30) sporzadzono zalezno$¢ graficzng zmian tempera-
rury éredniej cieczy wzdtuz osi rury. Zalezno$¢ powyzsza przy pominieciu efektow dysypacii
wiskotycznej przedstawiono na rys. 2.

10 1 T T T
n=10
JihirE
SR s
E 08 e D 15 .
NI —~— RALA
s, .
~— —
\._\. \i
06! 1 l | | i
0 0,05 010 0,5 0,20 0,25
Z . .

Rys. 2. Srednia temperatura cieczy wzdhuz osi przeplywu' dla: Bi = 1,Br=0." "

W celu dokonania analizy poréwnawczej przytoczono w tablicy 2.1 rozwigzanie sciste
otrzymane w [7] dla nastgpujacych wartosci parametréw: Bi = 2, Br = 0, N =1 (ctecz
newtonowska, brak faktéw dysypacji wiskotycznej). '

Wyniki liczbowe zamieszczone w tablicy 2.1 pozwalajg stwierdzié, ze rozwiazanie przybli-
zone otrzymane W pracy aproksymuje wystarczajaco dokladnie w pierwszym i drugim
obszarze wymiany ciepla odpowiednie rozwigzanie Scisle. .

W celu przedstawienia efektéw dysypacji wiskotycznej na rozklad temperatury $redniej
cieczy wzdhuz osi przeptywu wykonano rys. 3. Na rysunku tym przedstawiono krzywe
dla nastepujacych warto$ci parametréw Bi=1,4;Br=1,2; N =2, 2/,.

Wplyw parametréw Bi, Br i N na zmlany liczby Nusselta wzdtuz osi przeplywu cieczy
przedstawiono na rysunku 4.
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Tablica 1. Poréwnanie wynikéw otrzymanych w pracy z wynikami rozwigzania $cislego

Bi=1, Br=0, N=1
Lp.
" z (roz. élee) T
1 0,00008 0,99986 0,99985
2 0,00183 0,99666 0,99653
3 0,00732 |  0,98690 0,98657
4 001721 |  0,97003 0,96940
C 5 | 0,03106 | 0,04748 | 094634
6 0,03911 0,93479 0,93333
7 0,05500 |-  0,91049 0,00825
8 0,07000 0,88833 0,88520
9 0,10000 0,84589 |  0,84082

10
Tm
081~
0,61
1-Br=1, Bi=1, n=05
- 1, 1, 15
04 3- 1, 4 05
4~ 1, 4L 15
5 2, 4 05
02}~ 6- 2, 4 15
] L 13 ¢ 1y ll L] 1 11 b L) | 1 1t 1]
0,001 0,01 0 zZ 10

Rys. 3. Oddzialywanie dysypacji wiskotycznej na zmiany $redniej temperatury cieczy wzdluz osi przeplywu.

4 T T T T

Br=2, Biz4, n=15

Bret, Bi=1, n=15
1, 1, 05
T M. : -

| | | |
0 0,02 0,04 0,06 008 Z 01

Rys. 4, Przebieg zmian liczby Nusselta wzdluz kierunku przeplywu.
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3. Uwagl koncowe

Zastosowanie metody catkowej Karmana-Pohlhausena do rozwigzania postawionego
w pracy problemu umozliwia uzyskanie wynikow charakteryzujacych si¢ stosunkowo
wysokim stopniem aproksymacji rozwigzania $cistego w obu rozwazanych obszarach.

Zakladajac r6zne wartoéci parametréw Bi, Br i N okre§lono ich wplyw na pole tem-
peratury cieczy. Stwierdzono, ze w przypadku braka wewnegtrznych zrédet ciepta (Br = 0)
przy tej samej wartosci liczby Biota temperatura $rednia cieczy pseudoplastycznych
(n=0,5) jest wyzsza od temperatury sredniej cieczy mewtonowskich (z = 1) i cieczy
dilatantnych (n = 1,5).

Przeanalizowano réwniez oddziatywanie dysypacji wiskotycznej na pole temperatury
cieczy stwierdzajac jej istotny wplyw zwlaszcza na zmiany temperatury sredniej. Z rysunku
3 wynika, ze efekt dysypacji wiskotycznej. wyraznie zmniejsza oddzialywanie zmian wspol-
czynnika plyniecia n na przebieg temperatury $redniej cieczy zwlaszcza w obszarze Z ~ 1,

Na rysunku 4 fatwo zauwazy¢, ze warto$¢ liczby Nusselta zalezy szczegblnie od zmian
liczby Biota. ' "

Warto zaznaczy¢, Ze zaleznos¢ (2.18) i (2.19) w przypadku zatozenia Bi — 00 mogg
stuzy¢ do okreélenia pola temperatury c1eczy przeplywajacceJ w rurze kotowej o stalej
temperaturze $cianki. -

./.
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Pesome

HEWM30TEPMHUYECKOE, JIAMPIHAPHOE TEUEHUE HEHBIOTOHOBCKOU >XUIKOCTHU
HA TEPMHYECKOM HOYAJIBHOM VYACTKE TPVYBEI.

Jns mecenoBaNdsl BIMAHUS TEIUIOBOIO IPAHHUHOIO YCIOBMS TPETHEro POJA HA IIEPEHOC Temia
NpPH BbIHY)KAEHHOW NAMUHADHON KOHBEKIMM B HEHHIOTOHOBCKOMN »KMIKOCTH Ha HAYANBHOM TEIIOBOM
YU4CTKE KpPYTJIOH TPyObI pelllaeTcsi YPaBHEGHME SHEPIMH WHTETPAJBHBLIM METOHOM. HEHBIOTOHORCKOE
IIOBESEHME CPebI OXAPAKTEPHIOBAHO CTENCHHOR MOKENbI0. PACCMATPHBAIOTCS ONHOPONHBIE H IONHOCTHIO
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passuThie npoduia ckopocti. CBOMCTBA YKHAKOCTH CUMTAKOTCH MOCTOSHHBIMH. YunthiBaercs addexr
BRLIIEJIEHNS TeIIa 33 c4ET BA3KOM Auccumanau., CHenaH BhIBOA, 4TO YHcio Buwo, uucno Bprmxmana
¥ K03(Q)OULHEHT ,,n’’ MOTYT OKAa3bIBATE BIMAHME Ha JowrameHoe wucno Hyccemsra., Cpasuenue mony-
YEHHBIX PE3YNBTATOR C UMEFOLMMUCA PEINEHHUAMH [UIST HHFOTOHOBCKHMX JKHAKOCTEH ITOKa3ajo Xopoluee
COOTBETCTBHE MEXKOY HHMI.

Summary

LAMINAR FLOW OF A NON-NEWTONIAN FLUID IN THE THERMAL ENTRANCE REGION
OF A SMOOTH PIPE

To investigate the influence of the temperature boundary condition of the third kind on the laminar
heat transfer of a pipe, the energy equation is solved by applying the momentum integral method. The
power-law model characterises the non-Newtonian behavior. Uniform and fully developed velocity profiles
are considered. Constant fluid properties are assumed. The effect of heat generation by viscous dissipation
is included. It is concluded that there can be a significant influence of Biot number, Brinkman number
and flow index non mean temperature and local Nusselt number. The results are compared with the available
solutions for Newtonian fluid an excellent agreement has been found.
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