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1. Wstep

Przeprowadzenie analizy wytrzymalosciowej cienkosciennych konstrukeji pretowo-
plytowych z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego metodami tradycyjnymi [1] przy-
sparzalo wiele trudno$ci natury obliczeniowej pod wzgledem szybkosei jak i zakresu
obliczeA. W znanych na §wiecie i w kraju systemach (np. SEZAM-69, NASKA, WAT-KM)
nie uwzglednia si¢ technicznej teorii VLaSOvVA [1]. Ostatnio pojawilo si¢ wiele publikacji
dotyczacych obliczania pregtowych konstrukeji cienkoéciennych z uwzglednieniem skre-
cania nieswobodnego, opartych na metodzie sit oraz metodzie elementow skonczonych
[2, 3] z opracowanymi programami na EMC,

W niniejszej pracy podejmuje si¢ probg mozliwie ogdlnego okreslenia macierzy sztywno-
$ci prostokatnego elementu (superelementu) pretowo-plytowego. Wyznaczenie macierzy
“sztywnodci takiego elementu jest przydatne w konstrukcjach powtarzalnych oraz zmniejsza
efektywny czas obliczen EMC. Zagadnienie rozwazane jest jako liniowe. Rozwazania
szczegOlowe opieraja si¢ na metodzie elementdw skonczonych, z uwzglednieniem technicz-
nej teorii Wrasova [1]. o

2. Okreslenie macierzy sztywnoéci elementu prostokatnego pretowo-plytowego

Macierz sztywnosci elementu pretowo-plytowego wyznaczamy analogicznie jak w pracy
[4], metoda superpozycji. Okresla si¢ macierz sztywnoéci plyty, a nastepnie rusztu, poka-
zanego na rys. 1, skladajacego sig¢ z czterech pretdw cienkosciennych. Macierz sztywnosci
elementu pretowo-plytowego wyznacza sig¢ w ogélnej postaci jako

@) leu_ ] = [kl + [k,

gdzie: [k,] — macierz sztywnosci rusztu jednoobwodowego ramy obciaZone]j przestrzennie,
[k,] — macierz sztywnosci elementu plyty.
Prostokatny element plyty polaczony jest z dowolnymi elementami pretowymi n, p, r, s
wzdtuz krawedzi plyty w sposob ciggly (rys: 1). Wielkoéci wezlowe odniesione sa do osi
pretéw i powierzehni $rodkowej plyty, pominieto mimosréd pretdw.
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Rys. 1. Konstrukcja rusztowo-ptytowa jako zbiér elementow prostokatnych pretowo-powlokowych.

2.1. Macierz sztywnoscl prostokatnego elementu plyty. Analizujemy prostokatny element ply-
ty o wezlach i, j, k, I, gdzie poczatek ukladu wspoirzgdnych przyjeto w wezle ,,i”, jak
pokazano na rys. 2. W kazdym wezle zadane sa przemieszozenia {V,}. Maja one trzy
skiadowe: przemieszczenie liniowe u,, w kierunku osi z, oraz dwa obroty ox,, oy, Wokol
osi x i y. Przemieszczenia wezidw mozna zatem przedstawi¢ w postaci:

uzn uzn
(0uz_)
(2.1.1.) (Vo =%, g=1¢ -\ 0y [af-
ou,
a)’n - ( ax )

Rys. 2. Prostokgtny element plyty.
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Uogélnione sily weztowe odpowiadajace tym przemieszczeniom mozna interpretowad
jako jedna site i dwa momenty.

P,
(2.1.2.) {S,} = { M. .
M

Yn
Funkcje ksztattu przyjeto w postaci wielomianu [5], w ktérym wystepuje 12 parametréw:
U, = a1t o, X+ azy+usx2+osxy+ ogy 4o, x3+
(2.1.3) +agx?y+ ot xy? + ooy oy X3y +ay 5 xy3

Macierz sztywnosci, wiazaca sity weztowe z odpowiednimi im przemieszczeniami we-
ztéw, dla tak przyjetej funkcji ksztattu, okresla sig na podstawie kinematycznego pola
przemieszczen wg [6] w postaci:

a b
(2.1.4) " k= [ [ Y DIbIdxdy
0 0

Po wyznaczeniu elementéw skladowych powyZszego réwnania i scalkowaniu otrzy-
mano macierz sztywnosci prostokatnego elementu plyty, ktdra przedstawiono w tablicy 1.

2.2. Maclerz sztywnoscl rusztu jednoobwodowego. Rozwazany ruszt jest zbudowany z czterech
pretow cienkosciennych n, p, r, s polaczonych ze soba sztywno (rys. 1). Przy polaczeniu
sztywnym zginanie pretéw jednego kierunku powoduje zginanie i skrecanie pretéw dru-
giego kierunku. W zwiazku z tym w wezlach mogg wystapié trzy rézne wielkoéci statyczne:
sifa poprzeczna i dwie skladowe momentéw. Natomiast w rusztach z pretow cienkoécien-
nych przy nieswobodnym skrecaniu powstaje spaczenie przekroju [1], w wyniku czego
w wezle wystepuje czwarta sktadowa- bimoment. Przedstawiony na rys. 1 rusztjest opisa-
ny wezlami 4, Jj, k, [ z poczatkiem ukiadu wspétrzednych w wezle .17,

W celu wyznaczania macierzy sztywno$ci cienkosciennego elementu (rys. 3) wykorzy-
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Rys. 3. Wydzielony element preta cienkoéciennego.

stuje si¢ zamieszczone w pracy [1] réwnanie réZniczkowe katéw obrotu przekroju przy
nieswobodnym skrgcaniu w postaci:

Gl,
(2.2.1) =Tl it = o,
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oraz rownanie osi ugigcia preta

(2.2.2) El,z = ~Mg
gdzie: E— modul Younga,
G — modut Kirchhoffa,
I, — moment bezwladnosdci przekroju na skrecanie,
I, — gléwny wycinkowy moment bezwladnosci przekroju,
I, — moment Bezwladnosci przekroju na zginanie.
Z przedstawionych powyZszych réwnan rézniczkowych wyznaczono macierz sztywnoéci
dla preta cienkosciennego (rys. 3), ktéra zamieszczono w tablicy 2.
Tablica 2.

Maclerz sztywno$cl clenkosclennego elementu preta.

— 1 2 3 4 5 6 7 8
Al o o | —B| —4| o o | —B 1
—-P| 0 0 R | P 0 2
S| s 0 0| —P| S 0 3
12EI,
=7 Y1 F| B o] o T 4
[kg]=
p = b A 0 0 B 5
120N
AEI 2EI, M P 0 6
L L T\ s 0 7
) GL
K =
EJ, F 8

I

M= T,Fd [k + Lcosh(kL)—sinh(kL)],
GI

P= —q—“[cosh(kL)—l],

Gl . GI,
R= ——qki[smh(kL)—kL], S = —qi k- sinh(kL),

g = 2+ kLsinh(kL)~2cosh(kL)

gdzie: L przyjmuje wartosci a Iub b,

Po okresleniu macierzy sztywnosci preta, okreslamy macierz sztywnosci rusztu jedno-
obwodowego wedlug nastepujacej zaleznosci:

@2.11) - Z [CTILk,]ICI,

i=

gdzie: [C]— macierz transformacji z ukladu rusztu jednoobwodowego do ukladu lokal-
nego preta. "
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Macierz transformacji przedstawia zaleznosé

| 1ce] ]
(2.2.12) | [ﬂ~l el
gdzie:
1 0 0 0
0 1 0 0
(2.2.13) : [Ce] = 0 0 cosy siny

0 0 —siny cosy

Kat y w tym przypadku przyjmuje dwie wartosci, zaleznie od potoZenia preta, w ruszcie
jednoobwodowym: 0 lub /2. Macierz sztywno$ci elementarnego rusztu jednoobwodowego

[k.] przedstawiono w tablicy 3.
2.3. Maclerz sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-plytowego. Znajac macierze sztywnosci

elementéw, plyty [k,] (tabl. 1) oraz jednoobwodowego rusztu [k,] (tabl. 3) wyznacza sie .

Rys.” 4. Prostokatny element pretowo-plytowy.

macierz sztywnosci elenﬁentu pretowo-ptytowego [k,_,] na zasadzie superpozycji jak to
pokazano na rys. 4. : '
Zagadnienie sprowadza si¢ do dodania odpowiednich skladnikéw do siebie. Doda-
wania tego nie mozna zrobi¢ wprost, gdyZz macierz sztywnosci [k,] ma w wezle 4 skladowe
(tz, > %, otx,, ,,) natomiast macierz sztywnoéci plyty ma w wezle po 3 sktadowe (u;,, oy, , y,)
W macierzy sztywnoéci plyty brakujace wiersze i kolumny pochodzgce od deplanacii
przekroju preta uzupelnia si¢ zerami, w wyniku czego otrzymuje si¢ nowa macierz [k}].
Woéwcezas réwnanie (2.1) przyjmuje postaé: .
(231) [ku—p] = [ku]+ [kg]s
gdzie: [k%] — macierz sztywnosci elementu plyty z zerowa deplanacjg przekroju.
Ze wzgledu na wymiary macierzy sztywnoéci [k,_,] przedstawia si¢ ja w formie:
LALY ]
Sy, [kl |

- Odpowiednie podmacierze [k,], [k,] i [ks] zamieszczone sa w kolejnych tablicach
4,51 6.

(2.3.2) | whg=[

3. Program PPLY

PowyzZej przedstawiona macierz sztywnosci cienkosciennego elementu pretowo-ply-
towego, poshuzyta do zbudowania programu PPLY. opartego na metodzie elementéw
skonczonych z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego. Program ten napisano w jezyku
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FORTRAN 1900 i uruchomiono go na maszynie cyfrowej serii ODRA 1300. Obliczaé
mozna dowolne konstrukcje plaskie obcigzone przestrzennie, skladajace si¢ z elementéw:
— prgtowo-plytowych (o elementach prostokgtnych),

— pretowych (ruszty),

— plytowych.

Prety moga by¢ o dowolnym, lecz statym przekroju, a w polaczeniu z plyta stanowia
jej ozebrowanie lub wzmocnienie brzegdw. Obciazenie zewnetrzne moze by¢ stale ciggle
Iub skupione — przykladane w wezlach elementéw. W danym do programu nalezy podaé
dyskretne wielko$ci geometryczne pretow i plyty. Jako wyniki otrzymuje si¢ przemieszcze-
nia weztéw konstrukcji (uz, %, ax, o) oraz sily wewnetrzne w elementach pretowych i ply-
towych. Ponadto program PPLY liczby w kazdym elemencie pretowym naprezenia:
— gnace (0y),

— normalne wycinkowe (o, — pochodzace od bimomentu),
— styczne do San-Venanta (z,),

— styczne wycinkowe (7w),

— zredukowane (o, — wg hipotezy Hubera),

oraz w elemencie plyty napreZenia oy, 0y, Txy i zredukowane o,.

4, Przyklady liczbowe

Na podstawie opracowanego programu rozwigzano szereg prostych przykladow licz-
bowych. Jako pierwszy przedstawiono przyklad ramy plaskiej (rys. 5) obciazonej przestrzen-
nie, ktérej wytrzymato$é obliczono dwiema metodami, powyzsza z uwzglednieniem skre-
cania nieswobodnego (PPLY) oraz bez skrgcania nieswobodnego (WAT-KM). Wyniki
obliczen wedtug metod zostaty przedstawione w tablicach 71 8.

Analiza naprezen stycznych (tabl. 7) wykazala, Zze system WAT-KM daje zawyione
wartosci naprezen stycznych (w tym przypadku o 61,5%) przy jednakowym lub mniejszym
momencie skrécajgcym w poréwnaniu z przedstawiong metoda obliczeni. Rozbieino$é

O rodzaj profilu
D nr preta .

Rys. 5. Model ramy skrecanej.



Tabela 7.

Zestawienie wewnetrznych momentéw skrecajacych i naprezen stycznych w poszezegdlnych elementach ramy
(poréwnanie z nieswobodnym skrecaniem).

PPLY KM-WAT| _ PPLY ‘{(M-WAT
S I B I B R e
7| kGem] | [kGem] | [kGem] | [kGem | [MPal | {MPa] | [MPa] | (MPa] °
’ | ,

1 | —798,0 | —1600,5 l —~2398,6 | —1129,5 | 40,59 83 | 489 58,9 ~16,9
2 | —798,0 | —1600,5 | —2398,6 | —1129,5 40,59 8,3 48,9 58,9 —~16,9
3 959,1 1920,6 | 2879,8 | 28829 | 23,50 3,68 | 27,18 70,6 —61,5
4 959,1 1920,6 | 2879,8 | 2882,9 | 23,50 3,68 | 27,18 70,6 —61,5

5| ~798,0 | ~1600,5  —2398,6 | —1129,5 | 40,59 | 83 48,9 58,9 —16,9

6 | —~798,0 | —1600,5 | —2398,6 | —1129,5 | 40,59 8,3 48,9 58,9 —~16,9
7 959,1 1920,6 | 2879,8 = 28829 | 23,50 3,68 27,18 70,6 —61,5

8 959,1 1920,6 | 2879,8 | 2882,9 | 23,50 3,68 27,18 | . 70,6 —61,5
9 | —489,3 | —3193,6 | —3683,0 ‘ 23,0 : —

M, = Mo+ My, dp_x = LI 100; ©p = 1ot Ty,

Tk -

PPLY — system oparty na metodzie elementdw skonczonych z uwzglednieniem skrecanta nieswobodnego,
KM — system oparty na metodzie elementéw skonczonych (bez skrgcania nieswobodnego) opracowany przez KMS i Wytrz,

Mat. WAT.

Tabela 8.

Zestawienie maksymalnych naprezen normalnych i zastepczych w elementach ramy skretnej
(porbwnanie z nieswobodnym skrecaniem).

PPLY KM-WAT ’ PPLY KM-WAT
Nr * Ay Aep— iz
preta Og Op Oy Og = On A Oz Oz o
MPa MPa MPa MPa MPa MPa
1 7,389 237,14 244,5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
2 7,389 237,1 244.5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
3 1,99 75,39 77,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
4 1,99 75,39 717,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
5 7,389 237,1 244.5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
6 7,389 237,1 244,5 7,397 96,9 258,7 102,3 152,8
7 1,99 75,39 71,38 2,576 96,7 90,57 122,4 —26,0
8 1,99 75,39 77,38 2,576 96,7 90,57 1224 —26,0
9 0,00 276,87 276,87 0,0 100 —
Ap_xyy = GHP—U"R < 100;  Ap_gy, = Tz az"- - 100; 0, = 0yt 0y
Onp ' Oz

0g — naprezenia gnace, oy — normalne naprezenia wycinkowe (pochodzace od nieswobodnego skrgcania), oz — naprezenia
zastepcze wg hipotezy Hubera, ' ’

. [586)
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ta wynika stad, ze przy skrgcaniu nieswobodnym pretéw cienkoéciennych catkowity mo-
ment skrecajacy jest réwny

4.1.) M= M,+M,

momentowi de San Venanta (M,) i momentowi gietno-skretnemu (M,,), natomiast w me-
todzie bez skrecania nieswobodnego (system WAT-KM) przyjmuje sie, ze moment catko-
wity skrecajacy

4.2) M;=M,,

jest réwny momentowi de San Venanta, w wyniku czego otrzymuje si¢ nieadekwatne na-
prezenia styczne. Z poréwnania naprezen normalnych (04) obu metod w tabl. 8 wynikajg
duze rozbieznoéci, poniewaz w metodzie z uwzglednieniem skrecania nieswobodnego
s3 one réwne

(4.3.) Oy = O3+ 04,

tzn. sumie naprezen gnacych (o,) i wycinkowych (o,) — pochodzacych od bimomentu.
W metodzie (WAT-KM) bez skrgcania nieswobodnego napreZenia normalne sg rowne
naprezeniom gnacym :

(4.4) o, = 0,."

Z poréwnania naprezen zastepczych (tabl. 8) wynika, ze blad w obliczeniach prowa-
dzonych bez uwzglednienia teorii pretéw cienkodciennych jest znaczny 1 osiaga w tym
wypadku 152,8%;. Oprdcz tego nalezy zwrécié uwage na mdksymalne naprezenia (prze-
kréj niebezpieczny), ktére wedtug obu metod s w réznych przekrojach ramy (rys. 5).

Drugim przykiadem jest ptyta kwadratowa izotropowa (rys. 6),
podparta w narozach i obciazona réwnomiernie (¢). W tabl. 9 poréwnano wyniki analizy

/Y
/[ S
i sl
— e ._/__,_
/@y e /L
z é\/\‘ /Z 7/
% / (D /.// x

Rys. 6. Plyta kwadratowa izotropowa obcigZona réwnomiernie.

metody elementéw skoficzonych otrzymane programem PPLY z przykladem Zienkie-
wicza [7] i innymi rozwigzaniami przyblizonymi. W tym przypadku, gdzie koncentracja
sit w naroZach komplikuje zagadnienie, uzyskano dosy¢ dobrg zgodno$é zaréwno prze-
mieszczen, jak i napreze. Przy bardziej zageszczonej siatce podziatu na elementy uzyskuje
sie wigksza doktadnosé 1 zbieznosé wynikow. )

Trzecim przykiadem liczbowym Jest komnstrukcja prqtowo-plytowa
skrecana asymetrycznie. Przedstawiona konstrukcije na rys. 7 podzielono na trzy elementy
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Tabllca 9.
Zestawlenle przemieszczen kwadratowe] plyty liczone réinymi metodami.

Obciazenie ciggle (g)

u: (ugiecie)
Siatka Mnoznik
Punkt 1 l Punkt 2 . nozm
PPLY 2x2 0,0145 0,0217
4%4 0,01677 0,0249
Zienkiewicz 2x2 0,0126 0,0176 _qL®
4x4 0,0165 . 0,0232 D,
Marcus — 0,0180 0,0281
Lee i Ballesteras — 0,0170 0,0265
Obciazenie sila skupiong (P)
PPLY 2x2 0,07695 | 0,14662 _r
4%4 0,09066 0,15977 D,

Punkt 1 — $rodek boku, punkt 2 — $rodek plyty, D, — satywno$é piyty,

180806

/U ¢p=98,6 N
. &%} b=0,08m

Rys. 7. Konstrukcja pretowo-plytowa skrecana asymetrycznie.

pretowo-plytowe (2.3.2)) Analizg wytrzymalo$ciowa przeprowadzono MES z uwzgle-
-dnieniem skrecania nieswobodnego programem PPLY. Ze wzgledu na brak w litera-
turze podobnej analizy cienkoéciennej konstrukcji pretowo-plytowej, w tabl. 10 poréw-
nano wyniki przemieszczen wezla pod sita skupiona dla trzech przypadkéw konstrukeji: ply-
towej, ramowej i ramowo-plytowej. .

Przeprowadzona analiza trzech przykladéw wykazala, ze przedstawiona metoda obli-
-czeh cienko$ciennych konstrukcji pretowo-plytowych daje wyniki zadawalajace. Uwzgled-
nienie dodatkowego stopnia stbody » (deplanacja przekroju preta cienkofciennego),
pozwala na osiggnigcie wynikéw zblizonych, odpowiadajgcych rzeczywistym w stosunku
do tradycyjnej MES (tabl. 7, 8). Ponadto wyprowadzona macierz sztywnosci plyty (tabl. 1)
W poréwnaniu z wynikami np. Zienkiewicza (tabl. 9) przy tej samej siatce podziatu daje
wyniki dokladniejsze. Dla podzialu na elementy 2 x2 réznica wynikéw wynosi 185,
a przy 4x 4 juz 6,89 (tabl. 9). Réznice wynikdw maleja przy wzroécie liczby elementdw,
na jaka konstrukcja zostala podzielona. Natomiast jest bardzo wazne, Ze program PPLY .
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Tablica 10.
Maksymalne przemieszczenia trzech typéw Kkonstrukejl.
Przemieszczenia konstrukcja N
Mnoznik

w weile or 8 ramowa plytowa l ramowo-plytowa
uz[m] —0,33685 —33,01587299 —0,33344 10-2
% [1/m] —0,00000233 0,0 —0,00000231 102
oy [rad) —0,00420937 —0,31269841 —0,00416688 —
aylrad] 0,0011192 0,11005291 0,0011079 —

dla duzych elementéw daje wyniki dokfadniejsze od innych metod, a tym samym po-
twierdza mozliwo$¢ stosowania programu do analizy wytrzymatoéciowej cienkosciennych
konstrukcji z podzialem na elementy pretowo-plytowe. Taki podzial dia konstrukcji
powtarzalnych pozwala w znaczny sposéb skroci¢ efektywny czas liczenia 1 nie zajmuje
tyle pamigci EMC, jak przy uZyciu systemu ASKA, SEZAM-69 lub KM-WAT, w ktérych
oddzielnie sa liczone macierze sztywnosci poszczegdlnych pretdéw i plyt.
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Pesome
CTATI/I‘-IECKI/IIZ AHAJN3 CTEPXHE-TTAHEJIPHBIX KOHCTPYKIIUIA METOIOM
KOHEYHKIX SJEMEHTOB C YUYETOM CTECHEHHOI'O KPYUEHMSI

B paGore ommcan ycoBepLIEHCTBOBAHHBIA IO CPABHEHHIO C IIPMMEHSEMBIM [I0 CHX IIOD METOOOM
KOHEUHBLIX OJIEMEHTOB Ui aHAJNGA TOHKOCTEHHBLIX CIep)KHEnaHeJLEbIX KOHCTpyknmif. IlpemoskeH
HOBBI CIOCOG NMOAPAasHEeNEHHs KOHCTPYKUME Ha CTEpXKHE — MAHENBHLIE JJIEMEHTBI, COCIOAINAEC M3
NaHeNy | CTEPXHEH Ha KpasiX, 4 TAroKe OOpeaencHa MacTpHIA KETKOCTA TAKOIO SJIEMEHTA C yUETOM CTec-
HEHHOro KpyueHmwsi, OnpefeneHa TarXKe MaTPHL]a HANDSOKEHMI M BHEIDHAS CIUYOUIH3S HATPY3Ka 2ie-
menra naunermm. PazpaGorana nporpamma Ha sispike POPTPAH 1900 pns pacaéra TOHKOCTEHHBIX KOH-
CTPYKITMIi: CTEPM(HEBBIX, NAHENLHLIX H CTEPIKHE-IIAaHeNbHBIX. ’

6 Mech. Teoret. { Stos. 4/81
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Summary

THE METHOD OF FINITE ELEMENTS IN STATICAL ANALYSIS OF THE
ROD-SHIELD CONSTRUCTION, WITH NON-FREE TORSION, TAKEN INTO
ACCOUNT

The existing finite elements method has been improved for the analysis of thin-walled rod-shield
constructions. The rod-shield construction consist of a thin panel framed with rods on all sides.

The stiffness matrix of such elements has been determined by taking into account the non-free torsion
of the rods. The stress-matrix and external continous loading matrix of an element have been also deter-
mined, The program PPLY in FORTRAN 1900 language for calculations of thin-walled constructions
has been worked out. The program applies to calculation of rod constructions, rod-shield constructions
and panel constructions. The program has been tested on computer Odra 1300. The paper has been
illustrated with examples to verify the total procedure.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 pazdziernika 1979 roku.



